
PRESENTACIÓN

Los métodos racionales de aproximación adquirieron una especial relevancia a
partir de los años sesenta. Los resultados cient́ıficos de esa época establecieron
pautas en la teoŕıa y, desde entonces, han estado influyendo cada vez más en las
aplicaciones. Hoy, estos métodos se han convertido en una herramienta habitual
en la solución de problemas singulares, muy frecuentes en las aplicaciones a la
f́ısica y la ingenieŕıa. La monograf́ıa de J. Illán está orientada hacia el estudio
de la aproximación racional de funciones anaĺıticas con distintos tipos de singu-
laridades, y aborda la solución numérica de tres problemas representativos de
la Matemática Numérica actual.

La enseñanza tradicional de la teoŕıa de la aproximación y el análisis numéri-
co, se ha centrado fundamentalmente en los esquemas polinomiales y en los
aproximantes racionales de Padé. Actualmente es indispensable el conocimien-
to de nuevos métodos de aproximación que resulten menos afectados que los
clásicos por la presencia de singularidades. En este contexto, la presente mono-
graf́ıa puede ser de gran utilidad, ya que presenta el estudio teórico y exper-
imental de métodos de aproximación racional a funciones con singularidades
caracteŕısticas, cuyo punto de partida está dado por los trabajos de Newman,
Gonchar, Szabados, Turán, y Szüsz. Asimismo, incorpora resultados recientes
de Saff, Levin, Bultheel y otros. Debe señalarse también el estudio teórico, he-
cho en el caṕıtulo 4, de la conexión que existe entre la aproximación racional de
funciones anaĺıticas y el cálculo de integrales mediante fórmulas de cuadratura.

Estamos seguros que la clara exposición, la extensa y actualizada bibliogra-
f́ıa, y los ejemplos numéricos, facilitarán al lector el estudio y la comprensión
de los diferentes caṕıtulos, tras una revisión del estado del arte, llevada a cabo
magistralmente en el caṕıtulo 1.

El autor, que ha sido profesor de las universidades de La Habana, Autó-
noma de Puebla y Vigo, ha recogido en esta monograf́ıa muchos de sus trabajos
publicados anteriormente en revistas y actas de congresos. Es muy gratificante
para mı́ que esta obra, que recoge la labor investigadora de muchos años, haya
visto la luz durante su estancia como profesor visitante en el departamento de
Matemática Aplicada de la Universidad de Vigo.

Eusebio Corbacho Rosas
Catedrático de Matemática Aplicada.
Director del Departamento de Matemática Aplicada
Universidad de Vigo.





Prefacio

Esta monograf́ıa trata el tema de la aproximación racional de funciones, y
su conexión con las fórmulas de cuadratura. La he escrito con la intención de
presentar de forma unificada algunos conceptos y resultados que se aplican al es-
tudio de la caracteŕıstica constructiva de algunas clases de funciones anaĺıticas,
especialmente aquellas que tienen puntos singulares en la clausura del dominio.

El caṕıtulo 1 es introductorio, y tiene el propósito de brindar al lector un
panorama técnico y cultural que le facilite el tránsito a los restantes caṕıtulos.
De manera especial, he decidido incluir en la subsección 1.1.4 algunas ideas
sobre el uso del criterio experto en el ámbito de la aproximación de funciones.
La experticidad, llamada por algunos pragmática, es raramente abordada de
forma directa en la literatura especializada.

Los caṕıtulos 2 y 3 tratan el problema de aproximar funciones que admiten
por tramos una prolongación anaĺıtica a los espacios Hp. Estos caṕıtulos pueden
ser de interés para estudiantes e investigadores interesados en el desarrollo de
métodos numéricos para resolver problemas con singularidades.

Las fórmulas de cuadratura racional surgen naturalmente en la teoŕıa de
los espacios Hp cuando se consideran funcionales lineales con núcleo racional.
También están asociadas a los aproximantes multipuntuales de Padé y a las
integrales con peso racional variante. El estudio de estas fórmulas racionales
de integración es uno de los principales objetivos de esta monograf́ıa. En el
caṕıtulo 2 aparecen vinculadas a la solución numérica de ecuaciones integrales
con singularidades débiles; mientras que, en el caṕıtulo 4, aparecen relacionadas
con la aproximación racional de integrales de Cauchy.

La confección de este material está basada fundamentalmente en mi trabajo
personal de investigación, y en la abundante producción cient́ıfica que sobre
estos temas ha tenido lugar durante los últimos cincuenta años. También me
he apoyado en los cursos de posgrado que he impartido en diferentes centros
universitarios. Con especial agrado menciono a los que tuvieron lugar en las
universidades de la Habana (1989-90), Nacional Autónoma de Mexico (1991),
Autónoma de Puebla (1992) y de Vigo (1999).



ii Prefacio

La extensión del teorema de Gonchar presentada en el caṕıtulo 2, me fue su-
gerida por Vasil A. Popov durante mi estancia en el Instituto de Matemáticas de
la Academia de Ciencias de Bulgaria en 1985. Este primer estudio de la técnica
de Newman y Gonchar, me permitió abordar la solución de otros problemas de
aproximación racional que el lector puede encontrar en los caṕıtulos 2 y 3. El
profesor Popov poséıa al morir un valioso expediente cient́ıfico que le ha permi-
tido ocupar un lugar destacado en la historia moderna de la matemática. Sirva
esta obra como un modesto homenaje a su memoria.

Es justo reconocer la influencia de Guillermo López Lagomasino en el con-
tenido de este libro. Este profesor dirigió en el año 1973 nuestros primeros pasos
en el trabajo investigativo. Algunas de sus ideas, trasmitidas al autor a princi-
pios de la década de los 80, aparecen rigurosamente desarrolladas en la sección
4.1.

Quiero dejar constancia de la ayuda brindada por el proyecto de la Junta
de Galicia, XUGA 32103B98, que financió parcialmente la investigación cuyos
resultados aparecen en la sección 3.3; y agradecer al Servicio de Publicaciones
de la Universidad de Vigo que ha hecho posible la aparición de esta edición.
También deseo mencionar el cuidadoso trabajo hecho por los expertos encar-
gados de la revisión de este material. Basándome en sus acertadas cŕıticas y
sugerencias, he mejorado notablemente la presentación y organización final de
esta obra. Finalmente declaro que, gracias a la eficaz asesoŕıa de Virgilio Ro-
dŕıguez de Miguel, he podido editar mis notas con el sistema LATEX.

Vigo, 30 de septiembre de 1999, J.R. Illán.
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2.2. Una extensión de la teoŕıa de Gonchar-Newman . . . . . . . . . 89

2.2.1. El teorema de Gonchar en Lp . . . . . . . . . . . . . . . 89

2.2.2. Teoremas directos para la aproximación racional . . . . . 92

2.2.3. El efecto de la medida en el orden de convergencia . . . . 95

2.2.4. Aproximación de funciones de variación acotada . . . . . 103

2.3. Aplicaciones a la integración numérica . . . . . . . . . . . . . . 106
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Caṕıtulo 1

La aproximación de funciones

Este caṕıtulo es introductorio e informativo. Está estructurado en cuatro
partes que a continuación se describen brevemente.

La sección 1.1 tiene como objetivo introducir al lector en los aspectos básicos
de la teoŕıa de la aproximación. Teniendo en cuenta el propósito general de este
libro, en esta parte se hace especial énfasis en los métodos discretos de aproxi-
mación, y se incluye una subsección con los principales conceptos y resultados
de la teoŕıa de los espacios de Hardy.

La sección 1.2 trata de brindar una panorámica del acontecer investigativo
desde los años 50 hasta nuestros d́ıas. En esta parte se ha tratado de compilar
a los principales resultados teóricos que se relacionan de alguna manera con el
contenido de los caṕıtulos 2, 3 y 4. Por razones de espacio y debido a las limi-
taciones del autor, ha sido inevitable la omisión de trabajos cuya importancia
es seguramente incuestionable.

Para presentar la conocida clasificación de los tres principales tipos de proble-
mas que se tratan en la matemática numérica, y sus correspondientes estrategias
de solución, ha sido incluida la sección 1.3. El matiz de esta parte está dado
por la breve discusión que se hace acerca de las singularidades y de la influencia
que ejercen estas últimas en el diseño de los métodos de solución.

La sección final 1.4 tiene la misión de ofrecer una descripción directa y de-
tallada de los problemas que se tratan en los siguientes caṕıtulos.





1.1. Temas básicos

Todo problema consta de datos e incógnitas. Resolver un problema significa
obtener cierta información acerca de sus incógnitas. Generalmente sólo pode-
mos conocer de forma parcial la solución debido a la complejidad del propio
problema. De tal modo que si x es la solución exacta, basta conocer a x que es
una solución aproximada del problema. En general, utilizando pocas palabras,
decimos que aproximar es sustituir para obtener información. En principio, x
puede ser construido a partir de los datos del problema, dentro de un ámbito
teórico convenientemente escogido por el especialista.

La estrategia general para resolver un problema consiste en construir, paso
a paso, aproximaciones x1,...,xn,...hasta que se produzca un punto x = xk que
contenga suficiente información acerca de x. La cantidad de información que
hemos podido obtener o, lo que es lo mismo, la calidad del producto final xk,
se establece en términos de cierto criterio de error. El tipo de información que
pretendemos extraer de la solución exacta del problema nosotros la modelizare-
mos mediante el concepto de pseudodistancia. Es precisamente el concepto de
espacio pseudométrico, el cual incluye a los métodos discretos de solución, el
terreno matemático donde desarrollaremos la teoŕıa de la aproximación.

1.1.1. Métodos y esquemas de aproximación

Definición 1.1.1 Sean E un conjunto no vaćıo y s : E×E → R una aplicación
que cumple

1. s(x,y) ≥ 0, x,y ∈ E.

2. s(x,x) = 0, x ∈ E.

3. s(x,y) = s(y,x), x,y ∈ E.

4. s(x,y) ≤ s(x, z) + s(z,y).

La aplicación s recibe el nombre de pseudométrica o pseudodistancia, y
en tal caso el par (E, s) es llamado espacio pseudométrico.
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Si s(x,y) = 0 solamente cuando x = y entonces s es una métrica o distancia y
(E, s) es un espacio métrico.

Mediante la relación de equivalencia x ∼ y si s(x,y) = 0 se obtiene de
manera natural un espacio métrico en el cociente E/ ∼, cuya métrica está defi-
nida por d([x], [y]) = s(x,y), siendo [x] y [y] las clases de equivalencia corres-
pondientes a los representantes x e y de E.

El principal problema de la teoŕıa de la aproximación podemos establecerlo
de la siguiente forma.(1

Problema principal de la teoŕıa de la aproximación Sean x y m dos pun-
tos pertenecientes a un mismo espacio pseudométrico (E, s). Supongamos además
que m = mk depende de k parámetros escalares (p1, ..., pk) ∈ A ⊂ Rk. Determi-
nar el valor de p1, ..., pk de modo que ρk = s(x,m) sea mı́nimo.

En lo que sigue plantearemos teóricamente la posibilidad de considerar que
los aproximantes mk, sin ser necesariamente óptimos respecto a la pseudométri-
ca s, verifiquen que ĺımm ρm = 0. La definición de ĺımite en los espacios pseu-
dométricos es el primer paso.

Definición 1.1.2 Sea (xn) una sucesión de elementos del espacio pseudométri-
co (E, s), y sea x ∈ E. Decimos que ĺımn xn = x si ĺımn s(xn,x) = 0. Es decir,
si para todo ε > 0 existe N tal que n > N implica que s(xn,x) < ε.

En la definición 1.1.2, el punto x es la solución exacta de un problema, y
el término xn es la información que podemos obtener sobre x con un coste no
menor que N , y una calidad no peor que el número ε. La pseudodistancia s
representa el tipo de información que contiene xn.

Es aśı que la definición 1.1.2 expresa que el ĺımite de xn es x si podemos
obtener cualquier nivel información del tipo s acerca de x, con cualquier cali-
dad, sin preocuparnos del coste. Para el lector experimentado es evidente que
semejante hazaña es imposible en la práctica, aún en el caso de problemas muy
sencillos.

Definición 1.1.3 Sean (E, s) un espacio pseudométrico y {En : n ∈ N} una
sucesión de subconjuntos de E tal que

1. En ⊂ En+1,

2. ∪∞n=1En = E.

Al tŕıo (E, s, {En}) le llamaremos esquema de aproximación.

1Achieser comienza su libro [1] con este planteamiento. Sólo hemos modificado la forma.
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El diseño y las propiedades caracteŕısticas de las sucesiones convergentes a
un punto dado, son objeto de estudio en esta teoŕıa. En lo que sigue escribiremos
Tn(x) = xn, y le asociaremos conceptualmente a un esquema de aproximación.

Definición 1.1.4 Sea (E, s, {En}) un esquema de aproximación. A una suce-
sión de operadores Tn : Dn ⊂ E → En le llamaremos método de aproxima-
ción si al menos existe un x ∈ ∩nDn tal que ĺımn Tn(x) = x.

Un dominio de convergencia para el método de aproximación (Tn) es un con-
junto D ⊂ ∩nDn para el cual se cumple que ĺımn Tn(x) = x para todo x ∈ D.

El planteamiento formal de la definición 1.1.4 no se corresponde totalmente
con lo que hacemos en la práctica. Frecuentemente el conjunto D está dado de
antemano y se trata de construir el método de aproximación (Tn) para el cual
D es un dominio de aproximación.

La definición 1.1.4 tiene como objetivo destacar algunos de los principales
aspectos que rodean a la tarea de aproximar una incógnita. Verdaderamente
pueden plantearse diversos problemas. El especialista puede partir de un punto
particular x ∈ E, y entonces tratar de hallar una clase D que le contenga y
sobre la cual actúen métodos eficientes Tn.

El siguiente ejemplo muestra que los dominios Dn no son superfluos en la
anterior definición 1.1.4.

Ejemplo 1.1.1 Sea E = C[−1, 1] el espacio de las funciones reales y continuas
en el intervalo [−1, 1], con derivada hasta el orden n. Para f ∈ E definamos a
Tn como el polinomio de Taylor de f , de grado n, en el punto x0 = 0. Es decir

Tn(f)(t) := f(0) +
f (1)(0)

1!
t +

f (2)(0)

2!
t2 + ... +

f (n)(0)

n!
tn. (1.1)

No toda función continua f admite polinomio de Taylor para n ≥ 1. Aqúı pode-
mos tomar a Dn como la clase de las funciones con derivada continua de orden
n. Usualmente escribimos Dn = Cn[−1, 1]. El lector puede fácilmente compro-
bar que el conjunto D de las f ∈ E tales que f es anaĺıtica en U = {z =
x+ iy; x2/4+y2 < 1} es un dominio de convergencia para el método de aproxi-
mación (1.1).

Definición 1.1.5 Sean (E, s) espacio pseudométrico y M ⊂ E. Dado x ∈
E\M , el número s(x,M) = infm∈M s(x,m) es la mejor aproximación de x
mediante elementos de M .

Si existe m(x) ∈ M tal que s(x,M) = s(x,m(x)) entonces m(x) recibe el
nombre de elemento de la mejor aproximación a x mediante M .
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Proposición 1.1.1 Sea el esquema de aproximación (E, s, {En}). Si para cada
x ∈ E\ ∪∞n=1 En, y para cada n ∈ N existe un único xn ∈ En, elemento de la
mejor aproximación de x mediante En, entonces Tn(x) := xn, es un método de
aproximación con dominio de convergencia D = E.

Demostración Obviamente Tn(x) = xn está bien definido. Sólo hay que pro-
bar que converge para todo x ∈ E.

Si x ∈ En0
, para un cierto n0, entonces de la propia definición se tiene que

xn = x, para n ≥ n0, y trivialmente ĺımn Tn(x) = x.
Si x 6∈ En, para cualquier n, entonces x ∈ E\∪∞n=1 En. Sea xn el elemento de

la mejor aproximación a x mediante En. Entonces s(x,xn+1) ≤ s(x,xn), y por
tanto existe ĺımn s(x,xn) = λ0. El que λ0 sea cero se desprende de la definición
de esquema de aproximación. ¥

El diseño de un método de aproximación consiste en hacerle depender de
un conjunto finito de parámetros An = {an,1, an,2, ..., an,mn

} de tal modo que
mn+1 ≥ mn, n ∈ N.

Es aśı que los tamaños de n y mn contienen información relativa a la “com-
plejidad”del método de aproximación.

La condición de linealidad se expresa en esta teoŕıa a través del esquema
de aproximación, del método de aproximación, o de la disposición que adoptan
los parámetros en el modelo de los aproximantes. Si E es un espacio vectorial,
entonces la linealidad puede estar dada por ser los En subespacios lineales. En
tal caso diŕıamos que se trata de un esquema de aproximación lineal. Si además
los operadores Tn del método de aproximación son lineales, entonces se trata de
un método lineal. Finalmente, la linealidad del método de aproximación puede
estar dada solamente por la disposición de los parámetros en la fórmula de los
aproximantes.

El problema principal formulado en la página 4 no se reduce al cálculo de
los parámetros pi. Dado M ⊂ E y x ∈ E\M hay tres problemas básicos de la
teoŕıa que son:

1. Existencia de un elemento m(x) de la mejor aproximación a x mediante
M .

2. Unicidad de m(x).

3. Propiedades que caracterizan a m(x).

El método de la mejor aproximación m(x) es una referencia obligada para
el teórico, pero presenta dificultades prácticas debido a su no linealidad.(2 No

2Incluso cuando está asociado a un esquema de aproximación lineal.
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existe un método general que garantice obtener información numérica acerca
de s(x,m(x)), o del propio m(x), cualquiera sea la naturaleza del espacio pseu-
dométrico. En las páginas 33-35 del libro de Rivlin [205], se trata el problema
de calcular, en términos de pseudométricas uniformes, la mejor aproximación
polinomial a funciones continuas. La técnica consiste en reducir el problema de
n+1 parámetros(3 y m puntos en el soporte de la seminorma, a otro problema,
numéricamente soluble, de n+2 puntos (m ≥ n+2). Los casos m = n+1, n+2,
tienen ambos solución directa en términos de un polinomio de interpolación de
Lagrange.

La mejor aproximación polinomial de una función, es mucho más fácil de re-
solver numéricamente en el sentido mı́nimo-cuadrático, que en el caso uniforme.(4

Rivlin dedica el eṕıgrafe 2.4 de su libro [205] a estimar la eficiencia relativa de
la mejor aproximación polinomial y uniforme a una función f , respecto a la
mejor aproximación polinomial de esta misma función en L2.(5

Sea (C[a, b], s, {En}) un esquema de aproximación, donde los En son sub-
espacios lineales de dimensión finita n. Si s es una pseudométrica con soporte
finito Y = {x1, ..., xm}, y g1, ..., gn es una base de En, el problema de calcular la
mejor aproximación a una función continua f consiste en minimizar la función

4(c1, ..., cn) = máx
1≤i≤m

∣∣∣∣∣
n∑

j=1

cjgj(xi)− f(xi)

∣∣∣∣∣ .

Los algoritmos que permiten resolver el anterior problema de optimización
están descritos en [63], donde además se demuestra que la solución minimax
discreta converge a la correspondiente solución del caso continuo, cuando la
densidad de Y tiende a cero.(6 Es decir, la solución del caso continuo puede ser
obtenida como el ĺımite -en un sentido adecuado- de una sucesión de soluciones
de problemas discretos que, al menos teóricamente, son resolubles. El eṕıgrafe
1.1.2 trata este tema, mientras que los algoritmos clásicos pueden verse en el
caṕıtulo 2 de [63]. Es oportuno señalar que los algoritmos de Remes constituyen
una forma más directa de abordar la solución del problema sobre el continuo.
La idea consiste en establecer una secuencia alternada de problemas discretos
y no discretos, de manera tal que las soluciones de los segundos convergen a la
solución del problema original.

3Polinomios de grado no mayor que n.
4Esta afirmación es válida para ambos casos: discreto y continuo.
5Teorema 2.2, página 61 de [205].
6Entendemos como caso continuo aquél para el cual Y = [a, b]. También se prueba que los mejores aproxi-

mantes discretos convergen a los aproximantes óptimos del caso continuo.
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Ejemplo 1.1.2 El esquema de aproximación polinomial.
Consideremos al espacio de funciones continuas E = C[a, b], provisto con

la pseudométrica supx∈Y |f(x) − g(x)|, donde Y ⊂ [a, b]; f, g ∈ C[a, b]; y el
conjunto de los polinomios En = Πn de grado no mayor que n, n ∈ N. Este es
un esquema de aproximación lineal, en el cual están definidos métodos lineales y
no lineales de aproximación. Citemos un ejemplo de cada caso. Dado que para
cualquier f ∈ E = C[a, b] existe y es único el mejor aproximante polinomial
de grado no mayor que n, es posible considerar al método de aproximación
óptimo del mejor aproximante de En = Πn, que es un método no lineal aunque
śı es convergente para toda función continua f . Por otra parte, el operador de
Bernstein

Tn(f) = (Bnf)(x) :=
n∑

k=0

f

(
k

n

) (
n

k

)
xk(1− x)n−k,

es un ejemplo de método de aproximación polinomial lineal cuyo dominio de
convergencia uniforme es D = C[0, 1].

Ejemplo 1.1.3 El esquema de aproximación racional.
Sea Fn,m el conjunto de las funciones racionales rn,m que se escriben de la

siguiente forma

rn,m(x) =
a0 + a1x + ... + anx

n

b0 + b1x + ... + bmxm
. (1.2)

Consideremos al espacio E = C[a, b] con la distancia uniforme sobre [a, b] y
a la clase de aproximantes En := Fn,n, n ∈ N. Este esquema de aproximación es
no lineal pues los En = Fn,n no son subespacios. La presencia de parámetros en
el denominador de las fracciones produce no linealidad. Sin embargo es posible
definir métodos de aproximación racional cuyo cálculo tenga un planteamien-
to lineal. Bastaŕıa considerar una clase de aproximantes racionales del tipo
Rn(x) = pn(x)/q(x), con q fijo.

Otra manera de tener vestigios de linealidad es considerando a E = A[a, b],
el espacio de las funciones anaĺıticas en el intervalo [a, b]. El llamado aproxi-
mante de Padé [n, n](f), f ∈ A[a, b], puede ser calculado mediante un sistema
lineal de ecuaciones, cuyos coeficientes son tomados del desarrollo en serie de
potencias de la función aproximada.(7

El perenne problema de obtener representaciones de una función en térmi-
nos de expresiones fácilmente calculables es un motivo que justifica el uso de
las funciones racionales. Para explicarlo consideremos a r ∈ Fn,m. Entonces,

7La definición de aproximante de Padé puede ser vista en la página 52.
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aplicando reiteradamente el algoritmo de Euclides, r(x) puede ser finalmente
representada como una fracción continua. Es decir

r(x) = P1(x) +
c2

P2(x) +
c3

P3(x)+
. . .

+
ck

Pk(x)
.

(1.3)

De esta última forma r(x) puede ser evaluado para cualquier x mediante no
más de máx{n,m} operaciones aritméticas largas [63].

Teniendo en cuenta la importancia teórica y práctica de la representación
(1.3), ofrecemos a continuación el planteamiento formal de las fracciones con-
tinuas y la notación más usual en la literatura. La siguiente definición general
aparece en [134] (ver también [177]).

Definición 1.1.6 Una fracción continua es un par ordenado

(({an}, {bn}), {fn}),
donde ak, bk ∈ C, ak 6= 0 para todo k, y donde {fn} es una sucesión en el plano
ampliado C = C ∪ {∞} definida por

fn = Fn(0), n = 0, 1, 2, ...,

siendo Fn(w), n ∈ N, una sucesión de transformaciones

Fn(w) =
An + An−1w

Bn + Bn−1w
, (1.4)

definida por la siguiente fórmula recurrente.

S0(w) = s0(w); Fn(w) = Sn−1(sn(w)), n = 1, 2, 3, ...,

y las sn están dadas por

s0(w) = b0 + w; sn(w) =
an

bn + w
, n = 1, 2, 3, ...

Los números an, bn reciben el nombre de elementos de la fracción continua,
y fn es llamado el enésimo aproximante.

Una fracción continua (({an}, {bn}), {fn}) también se denota por uno cualquiera
de los siguientes śımbolos.

b0 + K∞
n=1

(
an

bn

)
, (1.5)
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b0 +
a1

b1 +

a2

b2 +

a3

b3 +
... (1.6)

Definición 1.1.7 Decimos que una fracción continua

(({an}, {bn}), {fn})
es convergente si la sucesión de aproximantes {fn} converge a un punto f0 ∈ C,
y en tal caso decimos que la fracción continua tiene el valor f0.

Los śımbolos (1.5) y (1.6) son indistintamente utilizados para denotar a la
fracción continua y a su ĺımite.

Podemos distinguir entre las fracciones continuas finitas, es decir, aquellas
para las cuales las sucesiones {an} y {bn} son finitas, y las infinitas en el caso
contrario.(8

A cada fracción continua b0 +K∞
n=1

(
an

bn

)
, le hacemos corresponder las suce-

siones de números complejos {An}, {Bn} que conforman las fracciones lineales
de (1.4) en la definición 1.1.6, y que están definidas por las siguientes ecuaciones
lineales en diferencias.

A−1 = 1, A0 = b0, B−1 = 0, B0 = 1, (1.7)

An = bnAn−1 + anAn−2, n = 1, 2, 3, ..., (1.8)

Bn = bnBn−1 + anBn−2, n = 1, 2, 3, ..., (1.9)

Los números An y Bn reciben el nombre enésimo numerador y denominador
de la fracción continua, respectivamente, y cumplen las siguientes propiedades.

AnBn−1 − An−1Bn 6= 0, n = 0, 1, 2, ..., (1.10)

fn = Fn(0) =
An

Bn
, n = 0, 1, 2, ..., (1.11)

AnBn−1 − An−1Bn 6= (−1)n−1
n∏

k=1

ak, n = 0, 1, 2, ..., (1.12)

A la ecuación (1.12) la conocemos por el nombre de fórmula determinante.
Si consideramos que an = an(z), bn = bn(z) son polinomios complejos en la
variable compleja z, podemos derivar la representación finita (1.3).

Las fracciones continuas están ı́ntimamente conectadas con la determinación
del problema de momentos siguiente. Sea C = {cn}∞−∞ una sucesión de números

8En inglés se utilizan también los términos terminating y nonterminating, respectivamente.
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complejos. ¿Existe una función ψ, real, acotada y monótona creciente tal que
para todo entero n se cumple que

cn =

∫ ∞

0
(−t)ndψ(t)?

A la cuestión anterior se le llama “problema fuerte de momentos de Stieltjes 2

aparece completamente estudiada en [134]. Sobre la teoŕıa general de momentos
puede verse [215].

Finalicemos este eṕıgrafe con las preguntas que generalmente nos hacemos
cuando tenemos en proyecto utilizar un esquema o método de aproximación.

1. ¿Cuál es, teóricamente, la clase más amplia de funciones a la cual pode-
mos aplicar un esquema o método de aproximación dado? y ¿para cuáles
de estas funciones nuestro método podŕıa ofrecer resultados numéricos no
concordantes con la teoŕıa?

2. ¿Podemos construir computacionalmente a nuestros aproximantes con una
exactitud aceptable?

3. ¿Cuál es la velocidad teórica de convergencia?

4. ¿Cómo se corresponden la velocidad de convergencia teórica y los errores
experimentales?

1.1.2. Aproximación discreta

Discretizar significa en matemática reemplazar conjuntos infinitos por fini-
tos, o trasladar un problema desde espacios de dimensión infinita al espacio
Rn. En la sección 1.3 el lector puede encontrar una breve explicación acerca de
los métodos o estrategias de solución- v́ıa discretización- de los principales pro-
blemas de la Matemática Numérica. En dicho apartado apreciamos como una
ecuación Lx = y, siendo x la incógnita, puede estar planteada en un espacio X

de dimensión infinita, y ser resuelta mediante una sistema de ecuaciones con n

incógnitas escalares.
En lo que sigue trataremos el problema de aproximar en un sentido discreto

a una función real y continua f , definida sobre un intervalo [a, b], mediante
polinomios generalizados pn(x) = angn(x) + ... + a1g1(x), siendo gk ∈ C[a, b],
1 ≤ k ≤ n.(9

La aproximación numérica de f , mediante polinomios, es un procedimien-
to que consiste en sustituir al intervalo [a, b] por un subconjunto finito(10 del

9Hemos tomado como principal referencia a [63, 205].
10Teóricamente nos basta que Y ⊂ X = [a, b].
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mismo, que denotaremos por Yn = {x1, ..., xn}. Ello significa que sólo calcu-
laremos el mı́nimo de las distancias entre los números f(xk) y las expresiones
paramétricas pn(xk), k = 1, ..., n, aunque también nos interesa que las discre-
pancias entre la función f y la clase de los aproximantes en puntos x ∈ [a, b],
que no pertenecen a Yn, no sobrepasen ciertos niveles. Parece razonable que
si escogemos al conjunto Yn de modo que “lleneçonvenientemente al intervalo
[a, b], entonces el resultado obtenido puede ser globalmente satisfactorio.

Siguiendo a Cheney [63] señalemos que hay dos tipos de errores en la a-
proximación discreta de f mediante polinomios generalizados. Uno de ellos fue
señalado anteriormente. Se trata de la distancia entre f y pn, fuera de Yn. El
segundo tipo de error se refiere a lo alejado que puede estar el aproximante
discreto del aproximante óptimo sobre todo el intervalo, aún en el caso de que
el primero esté cerca de la función f . Esta situación no es grave ya que dos
aproximantes que estén alejados uno del otro, pueden estar ambos cerca de la
función f , y por ende brindar buena información acerca de la misma.

Nos corresponde establecer en este punto el concepto de densidad de un
conjunto. Lo podemos hacer de una manera suficientemente general. Para el-
lo consideremos a un espacio métrico (X, d) cualquiera. Si Y, Z ⊂ X son
tales que Y ∩ Z 6= ∅, entonces la densidad de Y sobre Z, estará dada por
|Y |Z = supx∈Z d(x, Y ∩ Z). El caso particular Z = X, se denota simplemente
por |Y |.

Una manera de medir o controlar el “llenado”del intervalo mediante los con-
juntos discretos Y ⊂ [a, b] es a través de la densidad de Y respecto a X = [a, b].

Decimos que Y es “denso”si |Y | es suficientemente pequeño. El ejemplo dado
por los n + 1 puntos equidistantes En = {xk = a + (b − a)k/n; k = 0, ..., n}
del intervalo [a, b] es uno de los más sencillos e ilustrativos. Es fácil obtener que
|En| = (b− a)0,5/n.

En este contexto es más conveniente usar pseudodistancias que provengan de
seminormas. Una seminorma N sobre un espacio vectorial E es una aplicación
real y positiva que cumple los siguientes axiomas.(11

1. N(0E) = 0.

2. N(λx) = |λ|N(x), λ ∈ R, x ∈ E.

3. N(x + y) ≤ N(x) + N(y), x, y ∈ E.

Las seminormas N(f) que aqúı utilizamos son de la forma siguiente.

N(f) = ‖f‖Y := sup
y∈Y

|f(y)|.
11La notación N(x) para las seminormas no será utilizada en lo sucesivo.
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Luego ‖f‖Y = ‖f‖∞ en caso de que Y sea denso en [a, b]. Observemos que
en general, es posible que ‖f‖Y = 0 siendo f 6≡ 0.

La norma del espacio Lp = Lµ
p [a, b] se denota por ‖ · ‖Lp

o ‖ · ‖Lp(µ).
El caso especial de la norma del espacio de Hardy en el disco unidad, definida

en la subsección 1.1.6, se representa como ‖ · ‖p.
La norma de la convergencia uniforme sobre A ⊂ X, con función de peso W ,

se representa de las siguientes formas

sup
x∈A

|W (x)f(x)| = ‖f‖W,A =




‖f‖∞ si W ≡ 1, A = X,

‖f‖A si W ≡ 1.

Al lector interesado en los problemas de aproximación en espacios normados
le sugerimos que consulte el libro de Singer [216]. Este material es casi de
obligada referencia cuando se consideran problemas de existencia y unicidad de
la mejor aproximación de un vector de un espacio normado, utilizando para ello
elementos de un subespacio lineal dado.

Un resultado básico cuya demostración aparece en [63], es el siguiente.(12

Lema 1.1.1 Sea gk ∈ C[a, b], k = 1, ..., n. Para cada α > 1 corresponde un
δ > 0 tal que ‖p‖X < α‖p‖Y para cualquier polinomio generalizado p =

∑
cigi

y para todos los Y cumpliendo |Y | < δ.

El anterior lema 1.1.1, que puede establecerse considerando a C(X), siendo
X un conjunto compacto cualquiera, significa que si |Y | es suficientemente
pequeño, entonces ‖ · ‖Y actúa sobre el espacio generado por los gk como una
norma.

Antes de continuar este tema señalemos que en la teoŕıa de la aproxima-
ción de funciones es muy común y necesario el uso de módulos de continuidad
y de suavidad. Se trata de funciones reales de una variable escalar positiva
que permiten evaluar el nivel de suavidad de una función no necesariamente
diferenciable.(13 El módulo de continuidad uniforme ω(f, δ) de una función real
f definida sobre un espacio métrico (E, d), es una de las más conocidas maneras
de medir la relación existente entre los incrementos de la función y su variable
independiente. Se define de la siguiente forma.

ω(δ) = ω(f, δ) := sup
x,y∈E,d(x,y)<δ

|f(x)− f(y)|, (1.13)

siendo δ > 0.
Si f es uniformemente continua el módulo (1.13) cumple los siguientes axio-

12Ver también la obra de Rivlin [205], considerada por algunos una de las mejores introducciones a esta teoŕıa.
13La diferenciabilidad es una condición demasiado exigente para los intereses generales de la teoŕıa.
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mas.

1. ĺım
δ→0

ω(δ) = 0;

2. ω es no negativa y no decreciente sobre R+;

3. ω es subaditiva: ω(δ1 + δ2) ≤ ω(δ1) + ω(δ2);

4. ω es continua en R+.

En general decimos que una función ω definida sobre R+ que cumpla las
propiedades (1)-(4) es un módulo de continuidad. La desigualdad

|ω(δ1 + δ2)− ω(δ1)| ≤ ω(δ2),

expresa que una tal función es su propio módulo de continuidad, lo cual justifica
el nombre.

En [68] pueden verse las definiciones de los módulos de suavidad en términos
de diferencias de orden superior. Una generalización a los espacios de Banach
de los módulos de suavidad con diferencias de orden superior aparece en [180].

Señalemos que mediante estos módulos de suavidad se expresan importantes
propiedades estructurales de las funciones, generalmente más débiles que la
condición de derivabilidad.

En lo sucesivo la cadena de śımbolos an = O(bn) se leerá como ”(an) es o
grande de (bn)”, lo cual significa, por definición, que existe una constante M > 0
tal que |an| ≤ M |bn|, a partir de un cierto n0.

Si “(an) es o grande de (bn)
2“(bn) es o grande de (an)”, escribimos an ³ bn.

El lector podrá deducir fácilmente de las definiciones que para 1 ≥ α > 0 se
tiene que ω(f, I, δ) = O(δα) si y sólo si f es de la clase Lipschitz de orden α.

En la demostración del lema 1.1.1 interviene también un tipo de módulo
conjunto de continuidad Ω(δ), relativo a las n funciones gk.

Ω(δ) := máx
1≤i≤n

máx
|x−y|≤δ

|gi(x)− gi(y)|.

Una de las propiedades más notables del anterior módulo conjunto de con-
tinuidad es que ĺımδ→0 Ω(δ) = 0 si I es un compacto.(14

En el siguiente lema, en el cual participan Ω(δ) y ω(f, I, δ), se expresa que
las discrepancias sobre conjuntos discretos están bajo control cuando éstos son
aumentados de una manera aceptablemente uniforme.

Lema 1.1.2 Sean f ∈ C[a, b] y X = [a, b]. Para todo polinomio generalizado
P =

∑
cigi las seminormas ‖f −P‖Y convergen a ‖f −P‖X si |Y | < δ → 0 de

14También es cierto en el caso general en que I es un espacio métrico compacto cualquiera.
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acuerdo con la siguiente desigualdad

‖f − P‖X < ‖f − P‖Y + ω(f, X, δ) + β‖P‖XΩ(δ),

donde β > 0 es una constante que no depende de f ni de P .

La demostración del lema 1.1.2, que puede verse en [63], se establece a partir
del lema 1.1.1.

Sea PY un polinomio generalizado de la mejor aproximación a la función con-
tinua f respecto a la seminorma ‖ · ‖Y . Un resultado particularmente relevante
es el siguiente.

Teorema 1.1.1
ĺım
|Y |→0

‖f − PY ‖X = ‖f − PX‖X .

Si seleccionamos una sucesión de partes Yn de X, podemos considerar al
método de aproximación discreta de los aproximantes óptimos PYn

, n ∈ N,
respecto a cierta función continua f . En tal caso se tiene el siguiente

Teorema 1.1.2 Existe una sucesión de conjuntos finitos Yn ⊂ X de modo que
los polinomios generalizados PYn

de la mejor aproximación a f sobre Yn, con-
vergen uniformemente a f (sobre X) cuando n →∞.

Si algo nos queda claro en este momento, es que los conjuntos discretos Yn del
teorema 1.1.2, deben tener densidad infinitesimal.

Observemos que en la teoŕıa anterior no se exige la unicidad del mejor a-
proximante. En caso de que se garantice la unicidad del mejor aproximante PY

respecto a la función f , como es el caso de los polinomios algebraicos clásicos
gk(x) = xk, puede asegurarse que PY converge a PX cuando |Y | → 0, lo cual
concierne al segundo tipo de error mencionado anteriormente.(15

1.1.3. Interpolación de funciones

Una parte considerable de los métodos numéricos tradicionales, ha sido es-
tablecida en términos de la existencia de un polinomio cuyos valores, en cierto
conjunto de puntos del dominio, están dados de antemano. La interpolación de
funciones es parte de la teoŕıa de aproximación sobre conjuntos discretos, pero
tiene en śı misma una importancia especial. El problema básico que aqúı se
plantea, es el referente a la existencia y unicidad de una función p de cierta
clase K, tal que p (y algunas de sus derivadas) toman valores prefijados en un
conjunto de puntos Y , finito o numerable. En la sección 1.1.6 el lector puede

15Ver el teorema 3 de la página 87 de [63].
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apreciar cómo se establece este problema en el ámbito de los espacios Hp. Otra
gran clase de problemas es la que concierne al comportamiento asintótico del
interpolante p, cuando tiende al infinito el número de los parámetros que le
definen. Este eṕıgrafe tiene el único propósito de presentar algunos aspectos
básicos de la interpolación mediante polinomios y funciones racionales.

Existen muchas obras dedicadas a este tema, pero las referencias bibliográfi-
cas fundamentales que hemos utilizado en esta sección son los libros de Achiezer
[1], Cheney [63], Rivlin [205] y DeVore-Lorentz [68].

Los polinomios de Lagrange y Hermite.

La interpolación mediante polinomios es posiblemente la parte más antigua
de la teoŕıa de aproximación. Levin y Shekhtman [147] nos aseguran que se
trata de una tarea que combina el uso de las técnicas del ajuste de curvas, con
elementos de riesgo, inseguridad y est́ımulo intelectual. En las ĺıneas que siguen
vamos a plantear el correspondiente problema de interpolación polinomial, y
mencionaremos algunas de sus más relevantes peculiaridades.

Sean {x0, ..., xn}, n + 1 puntos diferentes del intervalo [a, b], y c0, c1, ..., cn,
n + 1 números reales. Consideremos los polinomios lk definidos por la siguiente
fórmula.

lk(x) =
(x− x0) · · · (x− xk−1)(x− xk+1) · · · (x− xn)

(xk − x0) · · · (xk − xk−1)(xk − xk+1) · · · (xk − xn)
, (1.14)

donde k = 0, ..., n.
Entonces el único polinomio p de grado ≤ n que cumple p(xk) = ck, 1 ≤ k ≤

n, está dado por

p(x) =
n∑

k=1

cklk(x). (1.15)

A la función (1.15) se le llama polinomio de Lagrange de grado n que interpola
a los números ck en los puntos xk. Si los puntos ck son los valores de una función
dada f , decimos que (1.15) interpola a f .

La docilidad de los polinomios es relativa. Tener un polinomio interpolante
tiene un precio que no siempre estamos dispuestos a pagar. Para poder apreciar
el sentido de estas palabras consideremos una función real f definida sobre el
intervalo [a, b], y pongamos ck = f(xk). Se trata ahora de hacer coincidir un
polinomio pn(f) de grado ≤ n con la función f en los puntos xk, 1 ≤ k ≤
n. ¿Qué podemos asegurar acerca de las discrepancias entre f(x) y pn(f)(x)
siendo x 6= xk, 1 ≤ k ≤ n? La respuesta es categórica. En general no hay
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garant́ıas de que éstas estén siquiera acotadas. El siguiente resultado negativo
apareció publicado en 1914.

Teorema de Faber Para cualquiera sea la sucesión de conjuntos interpolantes

−1 ≤ x
(n)
0 < · · · < x(n)

n ≤ 1, n = 1, 2, ..., (1.16)

existe una función f ∈ C[−1, 1] para la cual los polinomios de interpolación
pn(f) no convergen uniformemente a f .

No es dif́ıcil encontrar ejemplos de funciones para las cuales se aprecia clara-
mente el comportamiento fuertemente oscilante de los polinomios de interpo-
lación, aún para valores pequeños del parámetro n. El lector puede considerar
nodos equidistantes aplicados al notable ejemplo de la función f(x) = 1/(1+x2),
−5 ≤ x ≤ 5, estudiada por Runge [207] en 1901.

En general, no es aconsejable utilizar la interpolación polinomial para extraer
información a una nube de datos experimentales, porque ello significa introducir
un ruido adicional a nuestras conclusiones. No obstante, hay una variante técni-
ca más ortodoxa que es utilizada con frecuencia, llamada interpolación lineal.
Esta última consiste en el cálculo de la recta que pasa por dos puntos consecu-
tivos de una muestra relativamente pequeña.(16

El siguiente resultado expresa que no existen conjuntos de interpolación
(1.16) privilegiados.

Teorema de Erdös-Vertesi [76]
Cualquiera sea la sucesión de conjuntos interpolantes (1.16) podemos hallar una
función f ∈ C[−1, 1] cuya sucesión asociada de polinomios de interpolación de
Lagrange (pn(f)) diverge casi donde quiera sobre [−1, 1].

Para encontrar resultados favorables de convergencia tenemos que acudir a
las funciones anaĺıticas y a cierto tipo de nodos de interpolación. El siguiente
resultado está demostrado en [68].

Teorema 1.1.3 Sea la sucesión de conjuntos de interpolación t
(n)
k definida por

t
(n)
k = cos

[
(2k − 1)π

2n

]
, k = 1, ..., n. (1.17)

Sea Eρ, ρ > 1, la elipse descrita por las ecuaciones

x =
1

2
(ρ + ρ−1) cos φ, y =

1

2
(ρ− ρ−1) sin φ,

16Este método de interpolación por poligonales consiste en considerar el esquema a tramos de los splines de
tipo uno, con el cual se eliminan las oscilaciones internodales.
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y sea f anaĺıtica sobre y dentro de Eρ. Entonces (pn(f)(z)) converge uniforme-
mente a f(z) sobre Eρ.

Los conjuntos (1.17), llamados nodos de Chebyshev, tienen otras interesantes
propiedades interpolatorias que el lector puede encontrar en cualquiera de los
libros referidos.

Sea Ln(f) el polinomio de Lagrange de la función f ∈ C[a, b], asociado a una
tabla cualquiera de nodos. El operador Ln está definido sobre C[a, b] y tiene los
siguientes atributos.

1. El rango o imagen de Ln es el subespacio lineal Πn.

2. Ln es idempotente. Es decir, L2
n = Ln.

3. Ln es lineal y continuo.

La cuarta propiedad que ha resultado excluida es ĺımn Ln(f) = f , para to-
da f ∈ C[a, b], lo que configura un resultado general dentro de la teoŕıa de
Kharshiladze-Lozinski que el lector puede ver en [63].

Podemos establecer una condición suficiente de convergencia en la que partici-
pan las llamadas constantes de Lebesgue ‖Ln‖. Su formulación será expresada
de una forma más general para una sucesión cualquiera de operadores Ln line-
ales con las mismas propiedades que Ln, y con rango Gn.

Teorema 1.1.4 Sea G0 ⊂ G1 ⊂ ... una secuencia de subespacios de dimen-
sión finita de C[a, b], y Ln una sucesión de operadores lineales y continuos
cumpliendo las siguientes propiedades: L2

n = Ln, Ln(C[a, b]) = Gn. Para que
ĺımn L(f) = f para toda f ∈ C[a, b], es suficiente que

ĺım ‖Ln‖d(f,Gn) = 0.

Demostración La demostración del anterior teorema es una consecuencia de
varias desigualdades fáciles de obtener. Sea gn ∈ Gn un elemento cualquiera de
la mejor aproximación de f mediante Gn. Entonces

‖Ln(f)− f‖ = ‖Ln(f − gn) + (gn − f)‖
≤ ‖Ln‖ ‖f − gn‖+ ‖gn − f‖ ≤ 2‖Ln‖ ‖f − gn‖ → 0.

¥

El teorema 1.1.4 nos dice que los polinomios de Lagrange Ln(f) convergen
uniformemente a f ∈ C[a, b] siempre que f pueda ser “rápidamente aproximada”me-
diante polinomios. De un resultado como el teorema 1.1.4 surge naturalmente
la necesidad de estudiar el comportamiento asintótico de las constantes de
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Lebesgue, que abordaremos en la subsección 1.1.3 mencionando algunos re-
sultados de la teoŕıa general.

En la teoŕıa clásica, el polinomio de interpolación de Hermite corresponde al
caso en que nos interesa prefijar los valores de algunas derivadas. En [63] puede
verse esta versión existencial del polinomio de Hermite.

Teorema 1.1.5 Existe un único polinomio Π de grado ≤ 2n− 1 tal que Π y su
derivada Π′ toman valores prescritos en n puntos.

Para funciones anaĺıticas tenemos una representación integral del polinomio
de interpolación de Hermite.

Sea f una función anaĺıtica en un recinto D del plano complejo, y sean
z1, z2,...,zm, m puntos de D. Supongamos que además hemos seleccionado m

números naturales α1, α2,...,αm, con α1 + α2 + ... + αm = n ≥ m.
Podemos construir un polinomio Π(z) del menor grado posible, que satisfaga

las condiciones

Π(zj) = f(zj), ..., Π(αj−1)(zj) = f (αj−1)(zj), (j = 1, 2, ..., m).

Este polinomio Π puede expresarse de la forma siguiente (ver [163])

Π(z) =
1

2πi

∫

γ

f(s)

ω(s)

ω(s)− ω(z)

s− z
ds, (1.18)

donde γ es una curva rectificable de Jordan cualquiera, situada dentro del do-
minio D, junto con su interior, de modo que los puntos zk le sean interiores, y
ω está dada por

ω(z) =
m∏

k=1

(z − zk)
αk.

El polinomio de Taylor es un ejemplo de polinomio de interpolación de Her-
mite.

Interpolación de tipo Lagrange generalizada

Una forma de tratar de una vez a ambos métodos de interpolación polinomial,
el de Lagrange y el de Hermite, es mediante la consideración de la matriz
triangular X = {−1 ≤ xn,n < ... < xn,2 < xn,1 ≤ 1| n = 1, 2...}, y de los
polinomios fundamentales Aj,k = Aj,k(X), de grado a lo más nm − 1, que
satisfacen las siguientes condiciones.

A
(p)
j,k(xn,q) = δj,pδk,q, p, j = 0, 1, ..., m− 1, q, k = 1, 2, ..., n.
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La interpolación de Hermite para f ∈ Cm−1[−1, 1] está dada por

Hn,m(X, f, x) :=
m−1∑
j=0

n∑

k=1

f (j)(xn,k)Aj,k(x). (1.19)

Si m = 1, es decir, si f ∈ C[−1, 1], entonces (1.19) es el polinomio de
interpolación de Lagrange de f . En general se dice que Hn,m es de interpolación
de tipo Lagrange si m es impar.

En un trabajo publicado en 1961 Erdös [77] nos muestra que para cualquier
tabla de nodos X existe una constante positiva c tal que

‖Ln‖ = ‖Hn,1(X)‖ > (2/π) log n− c. (1.20)

Si consideramos a las ráıces de los polinomios de Chebyshev

Tn =

{
xn,k = − cos

(
(2k − 1)π

2n

)}
, k = 1, ..., n;

encontramos que las constantes de Lebesgue asociadas a los mismos satisfacen
la siguiente desigualdad(17

‖Hn,1(Tn)‖ <
2

π
log n + 4. (1.21)

El estimado (1.21) nos presenta a la tabla {Tn} como apropiada para la
tarea de interpolar funciones continuas. Sin embargo, Tn no es la selección ópti-
ma ya que Luttman y Rivlin demostraron que existe X tal que ‖Hn,1(X)‖ <

‖Hn,1(Tn)‖, n ≥ 1.
En [205] puede verse que si E es la tabla de nodos equidistantes entonces

‖H2n,1(E)‖ > K1(
√

3/2)2n, n ≥ 2,

lo cual sitúa a este esquema uniforme en clara desventaja si tenemos en cuenta
las expectativas que se derivan de (1.20) y (1.21).

En el caso general tenemos el siguiente teorema de tipo Erdös, probado por
Szabados.

Teorema 1.1.6 ([226], teorema 1)
Si m es impar entonces cualquiera sea la tabla X se tiene que

‖Hn,m(X)‖ = ‖
m−1∑
j=0

n∑

k=1

|Aj,k|‖∞ ≥ c log n. (1.22)

17Ver la demostración en [205]).
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Los tres teoremas siguientes fueron demostrados por Y. G. Shi [213], para
extender la teoŕıa que Erdös y Turán [74] hicieron para el caso m = 1.

Teorema 1.1.7 ([213], teorema 1)
Sea m un entero impar y(18

‖Hn,m(X)‖ ∼ nδ,

0 < δ < 1. Si δ < γ ≤ 1, entonces

ĺım ‖Hn,m(X, f)− f‖∞ = 0,

se satisface para toda función f ∈ Lipγ.

A continuación se utiliza el concepto de ĺımite superior, definido en la página
27.

Teorema 1.1.8 ([213], teorema 2)
Sea m un entero impar y

‖Hn,m(X)‖ ∼ nδ,

0 < δ < 1. Si γ satisface la condición

0 < γ <
mδ

δ + 2m
, (1.23)

entonces existe una función f ∈ Lipγ tal que

ĺım sup
n

‖Hn,m(X, f)− f‖∞ > 0.

Teorema 1.1.9 ([213], teorema 3)
Sea m un entero impar. Si

(2m− 1)δ

δ + 4m− 2
< γ < δ < 1, (1.24)

entonces existe una matriz X = Y1 tal que

‖Hn,m(Y1)‖ ∼ nδ,

y además,
ĺım

n
‖Hn,m(Y1, f)− f‖∞ = 0,

se satisface para toda f ∈ Lipγ.
Por otra parte, si 0 < δ < 1 entonces existe una matriz X = Y2 tal que

‖Hn,m(Y2)‖ ∼ nδ,
18Ver (1.22).
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y una f ∈ Lipδ tal que

ĺım sup
n

‖Hn,m(Y2, f)− f‖∞ > 0.

Para m > 1, hay una interrogante para los valores de γ en el teorema 1.1.8
y en la primera parte del teorema 1.1.9. ¿Qué ocurre cuándo γ verifica

mδ

δ + 2m
< γ ≤ (2m− 1)δ

δ + 4m− 2
?

Una conjetura de Shi es que el teorema 1.1.9 es también cierto para estos
valores de γ.

Otros resultados menos recientes sobre la teoŕıa de interpolación polinomial
pueden ser vistos en el caṕıtulo 4 de [68] (páginas 117-120). En [47] puede
verse cómo se utiliza el enfoque numérico para desaprobar una conjetura hecha
en 1994 por Erdös, Szabados, Varma y Vertesi, referente a un problema de
interpolación.

Interpolación racional.

El problema que ahora planteamos tiene similitudes e importantes diferencias
con la interpolación polinomial. Dadas las dos colecciones finitas de números
{f1, ..., fk} y {x1, ..., xk}, se trata de determinar una función racional r ∈ Fn,m,
k = n + m + 1, tal que se cumplan

r(xi) = fi, i = 1, ..., k. (1.25)

Teniendo en cuenta la expresión (1.2) de r(x) concluimos que de (1.25) se
deriva el siguiente sistema de k ecuaciones lineales con k + 1 parámetros.

a0 + a1xi + ... + anx
n
i = fi(b0 + b1xi + ... + bmxm

i ). (1.26)

El grado de libertad del sistema (1.26) se consume en el cociente de modo
que en caso de tener (1.25) una solución, esta es única.

En caso de que encontremos una solución r ∈ Fν,µ, siendo µ + ν < k − 1, y
µ ≤ m, ν ≤ n, entonces decimos que el conjunto (xi, fi) es una configuración
degenerada.

En [205] aparece este ejemplo ilustrativo de que el problema (1.25) está mal
planteado en general.

Ejemplo 1.1.4 Sean f1 = f2 6= f3. Entonces no existe r ∈ F1,1 tal que (1.25)
se satisfaga.
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Los puntos (xi, fi) para los cuales una solución de (1.26) no es solución de (1.25),
reciben el nombre de puntos inalcanzables. Es relativamente simple comprobar
que en tal caso se cumple que xi es cero común de los polinomios numerador y
denominador de r.

Hasta aqúı el lector habrá podido convencerse de las dificultades que apare-
cen en la interpolación racional, que no estaban presentes en el caso polinomial.
En [205] podemos encontrar algo más acerca de los puntos inalcanzables y de las
configuraciones degeneradas. Nosotros no nos extenderemos mucho más. Ter-
minaremos este subeṕıgrafe con el planteamiento y solución del problema de
interpolar funciones anaĺıticas mediante funciones racionales con polos prefija-
dos, tal como está planteado en el caṕıtulo 2.

Verdaderamente el problema de resolver (1.25), fijando de antemano los po-
los de r(x), es similar al correspondiente polinomial, de modo que la existencia
y unicidad de la solución está garantizada. Además, la expresión (1.18) es tam-
bién válida para el caso en que ω(x) sea una función racional en lugar de un
polinomio. Diremos entonces que es posible hallar la función racional, cuyos
polos están prefijados, e interpola a la función anaĺıtica f en los puntos zj, con
multiplicidades αi. Sólo exigiremos que la curva γ rodee a los puntos zi, y que
los polos estén situados en el exterior de esta curva.

El uso de las funciones racionales como interpolantes se ha consolidado en
las últimas décadas del siglo XX. En [20, 167, 236] pueden verse algunos diseños
de esquemas lineales de interpolación racional, mediante los cuales se obtienen
resultados de mucho interés que trascienden el ámbito de los métodos tradi-
cionales.

La sección 7 del caṕıtulo 3 de [63] está dedicada a estudiar la aproximación
discreta de funciones continuas mediante polinomios algebraicos de grado ≤ n.
En ella el lector podrá apreciar la relación que existe entre la forma de la dis-
tribución Y , y el orden de convergencia del aproximante óptimo y discreto PY

de la función f . Este tipo de resultado teórico y nuestra propia experiencia, nos
llevan a conclusiones como la siguiente: el uso de distribuciones no uniformes,
con cierta tendencia de sus puntos a agruparse en los extremos del intervalo,
debe producir aproximaciones discretas a f más eficientes que aquellas corres-
pondientes a distribuciones uniformes.

El anterior enunciado, basado una parte en resultados cient́ıficos y la otra en
resultados prácticos, nos introduce en el polémico tema de la pragmática, que
abordaremos en la siguiente sección de una manera general.
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1.1.4. Valoración experta de los métodos de aproximación

La experiencia es la base semi-cient́ıfica en la que se apoyan los especialistas
de todas las ramas del saber. Hay interrogantes para las cuales los manuales
y los teoremas no tienen respuesta. Por ello es necesaria la intervención de un
experto, es decir, un especialista que ha logrado acumular una gran experiencia
profesional, y puede tomar decisiones parcialmente basadas en la metodoloǵıa
y la ciencia. La tercera componente que nutre al trabajo profesional es lo que
aqúı llamaremos pragmática. Esta vertiente subjetiva del trabajo profesional
se organiza y presenta en la forma de principios. Es decir, enunciados metal-
ingǘısticos mediante los cuales el personal técnico establece expectativas, sug-
iere o recomienda ĺıneas de acción, hace un resumen de experiencia, etc. En
contra de la opinión generalizada ocurre que el matemático no es una excep-
ción en cuanto al uso de la pragmática.(19 No importa si se trata de la teoŕıa o
de las aplicaciones.

En las siguientes ĺıneas trataremos el tema de la experticidad o pragmática
en la teoŕıa de la aproximación.

Generalidad, eficiencia y complejidad.

La generalidad de un método de aproximación no sólo la expresamos en
términos de la relativa ”extensión”de su dominio de convergencia, sino también
por el grado de afinidad teórica que podamos establecer entre las propiedades
de ambos: los aproximantes y los aproximados. Es aśı que la generalidad de un
método puede ser considerada excesiva si al dominio de convergencia pertenecen
funciones cuya estructura es muy diferente de la que en común poseen los a-
proximantes. Obviamente la generalidad, como atributo de los métodos de a-
proximación, tiene un carácter pragmático.

Otras dos propiedades de los métodos de aproximación con caracteŕısticas
pragmáticas son la eficiencia y la complejidad. Por eficiencia de un método
de aproximación entendemos las relaciones que podamos establecer entre el
error del propio método y el número de parámetros que definen al aproxi-
mante. Frecuentemente medimos la eficiencia de un método de aproximación
utilizando para ello estimados del error s(x,xn). El estimado o acotación del
error podemos representarlo abreviadamente de la siguiente forma

s(x,xn) = O(ρn), (1.27)

donde ρn tiende a cero cuando n tiende al infinito, y contiene menos información
acerca del ĺımite x y del aproximante xn que el error exacto s(x,xn). El estudio

19Ver [208] y la página 41.
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del comportamiento asintótico de s(x,xn) como función del parámetro n, a
través del estimado (1.27), es uno de los principales temas de estudio de la
teoŕıa. La obtención de ρn se basa siempre en los datos D del problema cuya
solución es el punto x. Los analistas numéricos distinguen dos casos:

1. ρn = ρn(D),

2. ρn = ρn(D, x, xn),

En ambos se hace uso efectivo de los datos del problema. Sin embargo, el caso (1)
indica que éste se obtuvo sin conocimiento previo de los resultados que queremos
obtener. Por otro lado, la notación utilizada en el estimado (2), indica que se
está utilizando información acerca de las incógnitas o del método de solución. El
caso 1 recibe el nombre de estimado a priori, mientras que el caso 2 se denomina
estimado a posteriori.

En análisis numérico es más importante hacer expĺıcito el estimado superior
del error escribiéndolo en los siguientes términos

s(x,xn) ≤ M ρn, (1.28)

donde M es una constante positiva perfectamente determinada.(20 Un requisito
indispensable es que (1.28) sea válido para valores pequeños de n. El número M

nos da la medida de cuánto podemos explicar el error s(x,xn) basándonos en ρn.
Sin embargo, no parece haber un acuerdo general en cuanto a decidir cuándo M

es una buena o mala constante. Lo cierto es que generalmente M > 1 y que para
valores muy alejados del número uno ello puede representar un problema mal
acondicionado, relativo al mayorante ρn, si se comprueba que el número M es
el mejor posible. También es ĺıcito adoptar una nomenclatura respecto al valor
que aproximadamente debe tener el cociente que a continuación se muestra.

Cn =
s(x,xn)

M ρn
.

Digamos, sin intenciones de sentar pautas, que si Cn > 0,5 para valores
pequeños de n, entonces el estimado (1.28) es realista. En cualquier otro caso
es pesimista.

La complejidad es una noción más cercana a la realidad computacional, y
se expresa en una primera fase atendiendo al número de parámetros que inter-
vienen en la fórmula y a las caracteŕısticas de esta última.(21 La fórmula es lo

20Decimos que M es constante porque no depende de n. Sin embargo, en general depende de otros parámetros.
Las constantes absolutas en un estimado puntual, pueden significar una considerable pérdida de información.

21La complejidad puede ser transparente al teórico, y decisiva para el analista numérico.
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que define a los aproximantes Tn(x) como función de los parámetros An. Te-
niendo en cuenta que no existe una correspondencia uno a uno entre fórmulas
matemáticas y algoritmos, la formulación exacta de un método de aproxima-
ción puede convertirse en una referencia engañosa respecto al verdadero nivel de
complejidad. En el libro de Burden [58], sección 9.3, aparece una discusión acer-
ca de los métodos cuasi-Newton, que expresa excelentemente cuál es la relación
que puede existir entre la velocidad teórica y la verdadera complejidad de un
método, cuando éste es expresado en términos de rutinas.

El experto puede hacer conjeturas acerca del comportamiento de cierto méto-
do de aproximación utilizando recursos pragmáticos como los anteriormente
mencionados, basándose además en que estos están relacionados entre śı. Es
aśı que un método de aproximación muy general no debe ser suficientemente
eficiente sobre las subclases más afines teóricamente. Por ejemplo, el operador
de Bernstein converge para toda función continua. Es decir, converge para
“demasiadas”funciones. Ello explica que aún siendo éste un método de aproxi-
mación polinomial sea relativamente lento aproximando a un polinomio tan
sencillo como p(x) = x2. En efecto, ‖Bn(p)− p‖∞ = 1/4n.

En general se sabe que el orden de saturación de los polinomios de Bernstein
es x(1−x)/n, y que la clase de saturación es el espacio de Sobolev W 2

∞, definido
como es usual por(22

W 2
∞ = {f ∈ C(1)[−1, 1]; f (1) abs. cont., f (2) ∈ L∞[−1, 1]}.

En particular, tenemos que Bn(f, x) − f(x) no converge a cero mejor que
1/n, para cualquier f ∈ C2[0, 1].

La especificidad de un método de aproximación, que aqúı asumimos como
noción opuesta a la generalidad, debe producir buenos resultados si utilizamos
ventajosamente la afinidad estructural que debe existir entre aproximantes y
aproximados. Estas ventajas deben expresarse en términos de mayor eficien-
cia y menor complejidad. Es aśı que el polinomio de Taylor de una función
anaĺıtica, representa un procedimiento adecuado cuando éste se utiliza dentro
de regiones de abundante analiticidad. La afinidad teórica entre funciones holo-
morfas y polinomios, o entre funciones meromorfas y funciones racionales, es
notoria. Asimismo, hay una estrecha relación entre funciones anaĺıticas a trozos
y esquemas de aproximación a trozos como los splines con nodos libres.(23 En
el caṕıtulo 3 hemos tratado de explotar la similitud estructural que presunta-

22Ver el caṕıtulo 10 de [159]. Si subyace la norma de L2 es usual poner Hp = W p
2 .

23La linealidad del esquema polinomial a trozos se consigue cuando consideramos nodos preasignados. El
esquema de aproximación con nodos libres nos permite obtener mejores ajustes a pesar de la relevante no
linealidad.
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mente existe entre las funciones que son anaĺıticas en un intervalo, excepto en
un número finito de puntos, y las funciones racionales a tramos.

1.1.5. Orden asintótico de convergencia

A los efectos prácticos es muy importante que el estimado (1.27) funcione
para valores pequeños del parámetro n. En cambio, en la teoŕıa es frecuente
tomar como referencia básica a la eficiencia del método de aproximación óptimo,
relativo a un esquema de aproximación preseleccionado, de modo que (1.27) vale
para todo n suficientemente grande y adopta la forma

s(x,En) = O(ρn), (1.29)

donde (En) proviene de la definición 1.1.3.
Al miembro de la izquierda en (1.29) le hemos llamado en los anteriores

eṕıgrafes (página 5), la mejor aproximación de x mediante elementos de En.
El nivel de exactitud de los estimados (1.27) y (1.29) se corresponde con las

sucesivas etapas de su estudio. La historia de la mejor aproximación racional de
la función |x|, −1 ≤ x ≤ 1, nos puede servir de referencia (ver la sección 1.2).

El problema de medir la exactitud del estimado (1.29) puede establecerse
para una función particular o para una subclase Y del dominio de convergencia
del método óptimo de aproximación. Para una subclase tenemos el siguiente
planteamiento.

sup
x∈Y

s(x,En) = O(ρn). (1.30)

Decimos que (1.30) es exacto para la subclase Y si

ĺım inf
n

sup
x∈Y

s(x,En)

ρn
> 0. (1.31)

Para obtener estimados exactos se recomienda estudiar el problema de la
eficiencia respecto a ciertas subclases del dominio de convergencia, convenien-
temente elegidas.

Los conceptos de ĺımite superior e inferior, ya utilizado el primero en los teo-
remas 1.1.8 y 1.1.9, los seguiremos viendo a lo largo del libro. Aunque su defini-
ción es simple la recordaremos a continuación. Sea (xn) una sucesión numérica.
Los ĺımites superior e inferior de (xn) se definen respectivamente por

ĺım sup
n

αn = inf
n

sup
m≥n

αm, ĺım inf
n

αn = sup
n

inf
m≥n

αm.

La caracteŕıstica más importante del ĺımite superior (ĺımite inferior) es que
basta que (xn) sea acotada superiormente (resp. inferiormente) para que éste
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exista. En caso contrario, el ĺımite es +∞ (resp. −∞).
Volvamos a los estimados puntuales del orden de convergencia. Es decir, el

estudio de la velocidad del infinitesimal s(x,xn), para una función x espećıfica.
El objetivo que se persigue es revelar lo más exactamente posible cuáles son

las componentes de la sucesión s(x,xn). Consideremos los siguientes casos.

ĺım sup
n

s(x,xn)
1/n ≤ e−2, . (1.32)

K1e
−3n

n
≤ s(x,xn) ≤ K2e

−2n, (1.33)

K1e
−2n

n2 ≤ s(x,xn) ≤ K2e
−2n, (1.34)

K1e
−2n ≤ s(x,xn) ≤ K2e

−2n, (1.35)

donde 0 < K1 < K2.
El estimado (1.32) nos dice que s(x,xn) converge igual o más rápido a cero

que la sucesión geométrica e−2n, mientras que (1.33) expresa adicionalmente
que el orden de convergencia no es más rápido que el geométrico, concretamente
e−3n. Obviamente (1.33) representa un resultado más exacto que (1.32) porque
ofrece más información acerca del error s(x,xn). El lector puede comprobar
fácilmente que (1.35) es el estimado más exacto de todos los anteriores y que
(1.34) y (1.35) permiten deducir directamente que

ĺım
n

s(x,xn)
1/n = e−2,

mientras que (1.33) sólo nos ofrece la posibilidad de afirmar que

e−3 ≤ ĺım inf
n

s(x,xn)
1/n ≤ ĺım sup

n
s(x,xn)

1/n ≤ e−2.

El estudio de la sucesión κn = s(x,xn)
αn, con αn = 1/n, sólo permite de-

tectar componentes del tipo e−c, c > 0. El lector puede construir ejemplos que
muestren qué información puede perderse al estudiar el comportamiento de κn.
También podŕıa plantearse este problema, relativo al comportamiento asintótico
del error, para otros tipos de sucesiones αn, como es el caso de αn = 1/

√
n, bas-

tante frecuente en la teoŕıa.
En el caso de que estemos estudiando la velocidad de convergencia de un

método aproximado de integración, lo anteriormente apuntado para la sucesión
de errores en una pseudométrica tiene plena vigencia. El error que se comete al
sustituir una combinación lineal y finita de valores de la función, por el valor
exacto de una integral, depende también de la estructura intŕınseca de la fun-
ción integrando. Cualquier libro de análisis numérico elemental muestra cómo
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se obtienen estimados del error utilizando el polinomio de Taylor, siempre que
la función tenga derivadas hasta cierto orden n. Hay casos de funciones no nece-
sariamente derivables para las cuales la velocidad O(1/n) es caracteŕıstica del
error de cuadraturas. Un ejemplo bien conocido es el del método de los trapecios
aplicado a las funciones monótonas, propiedad ésta que a su vez determina un
tipo estructural muy importante.(24

1.1.6. Los espacios Hp

Los espacios de Hardy en el disco unidad son funciones con una caracteŕıstica
acotada. Son también conocidos por el breve nombre de espacios Hp y ocupan
un lugar intermedio entre las funciones anaĺıticas y las series de Fourier. Su
importancia en las teoŕıas de la aproximación real y compleja es considerable.
Comunicamos al lector que los libros [72, 116] tratan a los Hp desde puntos
de vista diferentes y contienen las demostraciones de los resultados que hemos
decidido incluir en esta sección.

Para una función f , anaĺıtica en el disco |z| < 1, consideremos las siguientes
magnitudes asociadas a la misma.

Mp(r, f) =

(
1

2π

∫ 2π

0
|f(reiθ)|pdθ

)1/p

, 0 < p < ∞; (1.36)

M∞(r, f) = máx
0≤θ<2π

|f(reiθ)|. (1.37)

Definición 1.1.8 Sea 0 < p ≤ ∞. Una función anaĺıtica f en el disco unidad
|z| < 1, pertenece a Hp si

sup
0<r<1

Mp(r, f) < ∞. (1.38)

Teniendo en cuenta las respectivas expresiones (1.36) y (1.37), es simple
comprobar desde ahora que H∞ ⊂ Hp, para cualquier 0 < p < ∞. Más general,
si q > p > 0, y r > 0 es tal que 1/q + 1/r = 1/p, entonces de la desigualdad de
Hölder se deduce que

(∫
|f g|p

)1/p

≤
(∫

|f |q
)1/q (∫

|g|r
)1/r

,

para cualquier par de funciones medibles f y g, y por tanto Hq ⊂ Hp.
La condición (1.38) es una simple restricción del crecimiento de la función

24En [131] aparecen estimados para funciones de Lp definidas donde quiera, en términos de módulos de
suavidad.
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f cerca de la frontera que, sin embargo, ha producido desde los años veinte
una vasta teoŕıa con aplicaciones en muy diversos campos dentro de la propia
matemática. En las siguientes ĺıneas haremos un rápido recorrido por algunos
de los conceptos y resultados que, además de ser básicos para esta teoŕıa, son
utilizados o mencionados en los restantes caṕıtulos de esta monograf́ıa.

Ejemplo 1.1.5 Los siguientes son algunos ejemplos de funciones de la clase
Hp.

1. (1− z)−1 ∈ Hp para p < 1 y no pertenece a H1.

2.
1

1− z

(
1

z
log

1

1− z

)−c

pertenece a H1 si c > 1.

3. Toda función anaĺıtica en el disco |z| < 1, e inyectiva(25 es de clase Hp para
0 < p < 1/2.

4. Dado que Hp ⊂ Hp′, si p > p′ ≥ 1, entonces toda f anaĺıtica y acotada en
|z| < 1 pertenece a todo Hp, p ≥ 1.

5. Cada función anaĺıtica f(z) con parte real positiva en |z| < 1 es de la clase
Hp para todo p < 1.

Convergencia a los valores frontera

Una de las primeras consecuencias de la definición 1.1.8, es que las funciones
de Hp tienen un representante natural definido en la frontera del disco unidad.

Teorema 1.1.10 Toda f ∈ Hp, p > 0, tiene ĺımite radial ĺım
r→1

f(reiθ) = f(eiθ)

casi donde quiera.

Teorema 1.1.11 Si f ∈ Hp (0 < p < ∞), entonces

ĺım
r→1

∫ 2π

0
|f(reiθ)|pdθ =

∫ 2π

0
|f(eiθ)|pdθ, (1.39)

y

ĺım
r→1

∫ 2π

0
|f(reiθ)− f(eiθ)|pdθ = 0. (1.40)

La clase Hp, 0 < p ≤ ∞, tiene estructura de C-espacio vectorial respecto a
la suma usual de funciones y al producto por un escalar.

Para f ∈ Hp, definamos

‖f‖p = sup
0<r<1

Mp(r, f).

25Es decir, una correspondencia uno a uno.
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Entonces ‖f‖p es una norma para 1 ≤ p ≤ ∞, y dp(f, g) = ‖f − g‖p
p es una

distancia para 0 < p < 1. Se prueba que (Hp, ‖ · ‖p), 1 ≤ p ≤ ∞, es un espacio
de Banach; y (Hp, dp), 0 < p < 1, es un espacio de Frechet.(26

Otros dos resultados básicos de esta teoŕıa están dados por la siguiente

Proposición 1.1.2 Las siguientes proposiciones tienen lugar.

1. Los polinomios son densos en Hp si 0 < p < ∞.

2. Si 1 ≤ p ≤ ∞ la clase de las funciones frontera, ĺımite radial c.d., de Hp

es el subespacio de Lp = Lp(|z| = 1) para el cual

∫ 2π

0
einθf(eiθ)dθ = 0, n = 1, 2, ...

Es decir, Hp puede ser considerado como un subespacio (cerrado) Hp de Lp

cuyos coeficientes de Fourier negativos se anulan.(27

El dual de Hp

Utilizando el teorema de Hahn-Banach y el apartado 2 de la proposición 1.1.2,
podemos inferir que si Λ es un funcional lineal y continuo de Hp, 1 ≤ p < ∞,
entonces existe g ∈ Lq, 1/p + 1/q = 1, tal que

Λ(f) =
1

2πi

∫

|z|=1
f(z)g(z) dz, f ∈ Hp.

El próximo resultado permite precisar la naturaleza de los elementos que
componen al dual de Hp, 1 ≤ p < ∞.

Teorema 1.1.12 Si 1 ≤ p < ∞, el espacio (Hp)∗ (dual topológico de Hp) es
isométricamente isomorfo a Lq/Hq, donde 1/p + 1/q = 1.

Además, si 1 < p < ∞, cada φ ∈ (Hp)∗ es representable en la forma

φ(f) =
1

2π

∫ 2π

0
f(eiθ)g(eiθ)dθ, (1.41)

por una única función g ∈ Hq, mientras cada φ ∈ (H1)∗ puede ser representada
en la forma (1.41) por algún g ∈ L∞.

26Es decir, un espacio vectorial topológico metrizable y completo.
27En el lenguaje de los isomorfismos.
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El desarrollo de Taylor de f ∈ Hp

Tal como afirmamos al comienzo de esta sección, los espacios Hp pueden
ser considerados uno de los principales enlaces que existen entre las funciones
anaĺıticas y las series de Fourier. El siguiente teorema establece esta conexión
en términos de las respectivas representaciones de f(reiθ) ∈ Hp y de su ĺımite
radial c.d.

Teorema 1.1.13 Sea f(z) =
∑∞

n=0 anz
n una función de H1, y sea {cn} la

sucesión de coeficientes de Fourier de su ĺımite radial c.d. f(eit). Entonces
cn = an para n ≥ 0, y cn = 0 para n < 0. Además, Hp (1 ≤ p ≤ ∞) es exacta-
mente la clase de funciones de Lp cuyos coeficientes de Fourier se anulan para
todo n < 0.

Medidas de Carleson

Definición 1.1.9 Una medida finita µ sobre los conjuntos de Borel de |z| < 1
se llama medida de Carleson si existe una constante A tal que µ(S) ≤ Ah, para
cada conjunto S de la forma

S = {z = reiθ : 1− h ≤ r < 1; θ0 ≤ θ ≤ θ0 + h}.
Ejemplo 1.1.6 Ejemplos de medidas de Carleson.

1. La medida discreta µ(zn) = 1−|zn|, n = 1, 2, ..., donde (zk) es una sucesión
uniformemente separada. Es decir, existe un número δ > 0 tal que

∞∏

j=1, j 6=k

∣∣∣∣
zk − zj

1− zjzk

∣∣∣∣ ≥ δ, k = 1, 2, ...

2. La medida plana de Lebesgue en |z| < 1.

3. La medida lineal dν de Lebesgue en el abierto (−1, 1).

4. dµ(z) = w(z)dν(z), con w ∈ L∞.

El teorema de Carleson

Teorema 1.1.14 Sean µ una medida finita sobre |z| < 1, y 0 < p < ∞.
Entonces, para que exista una constante C tal que

(∫

|z|<1
|f(z)|pdµ(z)

)1/p

≤ C‖f‖p, (1.42)

para toda f ∈ Hp, es necesario y suficiente que µ sea una medida de Carleson.
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La condición (1.42) expresa que Hp ⊂ Lp(µ) cuando µ es de Carleson. Más
aún, (1.42) también dice que la inyección canónica de Hp en el espacio Lp(µ)
es continua.

El teorema de Carleson 1.1.14 generaliza un resultado particular utilizado en
la demostración del teorema principal de interpolación que aparece más ade-
lante. De momento explicaremos en qué consiste el problema de interpolación
en los espacios de Hardy.

Problema general de interpolación Sean z1, z2, ... puntos diferentes dos a
dos del disco unidad, y w1, w2, ... números complejos arbitrarios. El problema
general de interpolación es caracterizar los pares de sucesiones (zn) y (wn) para
los cuales existe una función f ∈ Hp, llamada de interpolación o interpolante,
tal que f(zk) = wk, k = 1, 2, .... Interesa además hallar todas las funciones f

de interpolación.

El anterior problema general es muy dif́ıcil de resolver completamente por
lo que en [72] se trata exclusivamente el problema más restringido de hallar las
llamadas sucesiones de interpolación universales.

Aunque no es el propósito de esta sección el estudio exhaustivo del problema
de interpolación en los espacios Hp, trataremos de presentar al lector las ideas
básicas de la teoŕıa que tienen una notable vinculación con los resultados del
caṕıtulo 2.

Si f ∈ Hp es una función de interpolación para las sucesiones (zn) y (wn)
ésta es única si y sólo si

∑
(1− |zk|) = ∞, ya que la diferencia de dos funciones

interpolantes f1 y f2 se anula en los puntos zk y por tanto f1 = f2 + B g, donde
g ∈ Hp no se anula en ningún punto del disco y B es un producto de Blaschke
de la forma

B(z) =
∞∏

n=1

|an|
an

an − z

1− anz
. (1.43)

Si asumimos que 0 < |a1| ≤ |a2| ≤ ... < 1 y
∑

(1 − |ak|) < ∞, entonces el
producto infinito (1.43) converge uniformemente en cada disco |z| ≤ R < 1.
Cada número an es un cero de B(z) cuya multiplicidad es igual al número de
veces que aparece en la sucesión. Además, B(z) no tiene otros ceros en el disco
unidad, cumple |B(z)| < 1 en el disco unidad y |B(eiθ)| = 1 casi donde quiera
(ver la página 19 de 2.34).

A continuación presentamos la definición de sucesión de interpolación uni-
versal.

Definición 1.1.10 Sean 0 < p ≤ ∞ y (zk) una sucesión prefijada en el disco
unidad. Sea T el operador lineal definido por T (f) := (f(zk)), f ∈ Hp. Decimos
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que (zk) es una sucesión universal de interpolación si T (H∞) = l∞.

La extensión natural de T a los espacios Hp es la siguiente. Sea Tp el operador
lineal que actúa sobre Hp de la siguiente forma:

Tp(f) := {(1− |zk|2)1/pf(zk)}.
Es conocido que si p es finito y la sucesión (zk) no tiene puntos de acumulación
en el disco abierto, entonces Tp tiene su rango en el espacio de las sucesiones
infinitesimales. Por otra parte el rango no se sumerge en lp aún incluso cuando∑

(1− |zk|) < ∞.
Observemos que en particular T∞ = T .
El siguiente resultado aparece demostrado en [72].

Teorema 1.1.15 Para 0 < p ≤ ∞, Tp(H
p) = lp si y solo si (zk) está uniforme-

mente separada, es decir, si existe un número δ > 0 tal que

∞∏

j = 1
j 6= k

∣∣∣∣
zk − zj

1− zjzk

∣∣∣∣ ≥ δ.

Una condición suficiente para que (zk) sea uniformemente separada es que
exista una constante c < 1 tal que 1 − |zn+1| ≤ c(1 − |zn|), n = 1, 2, .... Esta
condición es también necesaria si 0 ≤ z1 < z2 < ....

La relación existente entre el teorema de Carleson 1.1.14 y las sucesiones
interpolantes puede verse en las páginas 156-157 de [72].

1.2. Resultados y ĺıneas de investigación

En esta sección el lector encontrará una muestra de las principales contribu-
ciones del siglo XX a la teoŕıa de la aproximación de funciones y del cálculo
numérico de integrales. Exceptuando el estilo de los apuntes que aparecen en la
subsección 1.2.1, el verdadero objetivo de este espacio no es escribir de nuevo
la historia reciente, sino simplemente ofrecer alguna información acerca de los
diferentes tipos de resultados y problemas que se relacionan teórica o técnica-
mente con los restantes caṕıtulos de la obra.

La sección 1.2.2 está dedicada fundamentalmente a la aproximación racional
de funciones en topoloǵıas de convergencia uniforme y, entre otros temas, consi-
dera con especial énfasis el problema de la contaminación por singularidades y
la aproximación en el sentido de Padé. A continuación, la sección 1.2.3 menciona
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algunos resultados y conceptos propios de la integración numérica de funciones,
y sus v́ınculos con la aproximación racional.

Las demostraciones de los resultados teóricos que aqúı se mencionan el lector
puede encontrarlas en las correspondientes referencias bibliográficas.

1.2.1. Introducción

Los trabajos de Chebyshev en el siglo XIX han servido para marcar el
nacimiento de la teoŕıa de la aproximación racional.(28 En sus memorias, pub-
licadas en el año 1859, aparece un teorema de la forma: el error de la mejor
aproximación racional debe alcanzar su valor máximo en al menos k puntos. Ch-
eney [63] sugiere en sus notas históricas que, en lo que respecta a los métodos
racionales de aproximación, hubo un peŕıodo improductivo entre las publica-
ciones de Chebyshev a mediados del siglo XIX, y los trabajos de J. L. Walsh a
principios de la década de los años 30 en el siglo XX. Hoy ambos, Chebyshev
y Walsh, continúan siendo una referencia básica en la mayoŕıa de los trabajos
publicados sobre el tema.

Fue Walsh [241] quien primero demostró la existencia de la mejor aproxi-
mación racional de funciones continuas sobre un intervalo. También estudió pro-
blemas relativos a la sobre-convergencia, la interpolación racional y la local-
ización de los ceros de la mejor aproximación polinomial. Su libro [242] es ac-
tualmente un clásico de la literatura cient́ıfica.

Independientemente de la importancia de los trabajos de Chebyshev y Walsh,
muchos otros investigadores de la época aplicaron la aproximación racional en
la solución de diferentes problemas de la f́ısica y la matemática, e hicieron con-
siderables aportes teóricos. En 1812 Gauss [86] aplica el desarrollo en fracciones
continuas de transformadas de Cauchy para deducir su conocida fórmula de
cuadratura de grado máximo de exactitud. Matemáticos muy conocidos como
Fourier, Hermite, Runge, Markov, Weierstrass, Féjer, Picard, Lebesgue y Bern-
stein, contribuyeron significativamente con el desarrollo de la aproximación de
funciones en los siglos XVIII, XIX y XX. Las ideas y resultados de entonces
dieron un gran impulso y guiaron el desarrollo de esta rama de las matemáticas
de una forma casi unificada hasta los años 60; época en la cual se hicieron visibles
las primeras diferencias entre los métodos polinomiales y racionales. Quizás el
principal resultado que marcó este nuevo rumbo en la investigación, fue debido
a D. J. Newman en 1964, quien demostró que la función f(x) = |x|, −1 ≤ x ≤ 1,
puede ser más rápidamente aproximada mediante funciones racionales que por

28Chebyshev Pafnuti Lvovich (1821-1894). En algunos libros se transcribe como Tchebycheff.
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polinomios. La clase de las funciones que cumplen una propiedad constructiva
como la anterior ha sido ampliada por las investigaciones de algunos especialis-
tas entre los cuales se destacan N. S. Viacheslavov, A. P. Bulanov, A. Gonchar,
V. A. Popov, P. Turán, T. Ganelius y el propio Newman. Este desarrollo teórico
ha provocado que las funciones racionales, a pesar de la disposición no lineal
de algunos de sus parámetros, hayan sido llamadas a sustituir a los polinomios
en la tarea de aproximar ciertos tipos de funciones, especialmente aquellas que
son anaĺıticas excepto en algunos puntos.

Comprendemos mejor la importancia adquirida por los métodos racionales
si aceptamos que la mayoŕıa de los fenómenos naturales y sociales están mode-
lizados en términos de funciones con estas caracteŕısticas.(29 Otros argumentos
como los siguientes pueden ser dados a favor del esquema de aproximación
racional .

Los problemas cuya naturaleza es no lineal, no siempre son resueltos me-
diante los métodos del cálculo diferencial.(30

Diversos problemas lineales han sido tratados con éxito mediante méto-
dos no lineales. Por ejemplo, las fórmulas óptimas de cuadratura han sido
estudiadas mediante splines polinomiales con nodos libres.(31

Cualquier función racional del tipo (n,m) puede ser evaluada mediante no
más de máx{n,m} operaciones aritméticas largas.

El siguiente eṕıgrafe muestra algunas de las principales ĺıneas de trabajo
cient́ıfico que en el siglo XX, a partir de los años sesenta, fueron desarrolladas
en torno a la aproximación racional de funciones.

1.2.2. La aproximación racional

La distancia uniforme de la función f : [a, b] → R a Fn,m es llamada la mejor
aproximación racional a la función f , de orden (n,m), y se representa por(32

Rn,m(f)∞ = Rn,m(f, [a, b])∞ = inf{‖f − rn‖∞; rn ∈ Fn,m}.
A la sucesión doble (Rn,m(f)∞)∞m,n=0 se le llama tabla de Walsh asociada a

f . En lo que sigue adoptaremos el convenio de escribir Rn(f)∞ cuando n = m.

29Esta es una opinión compartida con A. Markushevich [163] y F. Stenger [220].
30Es decir, por aproximación local mediante polinomios.
31El caṕıtulo 4 trata acerca de la conexión entre dos problemas, uno no lineal de aproximación racional, y el

otro relativo a la convergencia débil de funcionales lineales.
32La definición de Fn,m aparece en la página 8.
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Para el caso polinomial algebraico tenemos que la mejor aproximación de
orden n, de la función f , está dada por

En(f)∞ = En(f, [a, b])∞ = inf{‖f − pn‖∞; pn ∈ Πn}.
La función f(x) = |x|, −1 ≤ x ≤ 1; ha sido el primer ejemplo de función con

singularidades para la cual se demostró que

Rn(f)∞ = o (En(f)∞) . (1.44)

La condición (1.44) se deduce directamente de uno de los más mencionados
resultados de la teoŕıa de aproximación: el teorema de D.J.Newman [172] en el
cual se establece el siguiente estimado

exp
(
−π
√

n + 1
)
≤ Rn(|x|)∞ ≤ 3 exp

(−√n
)
, n ≥ 5, (1.45)

mientras que, en la anterior década, Bernstein [19] hab́ıa demostrado que

En(|x|)∞ ³ 1

n
.

Una función que cumpla la condición (1.44) se dice que tiene la propiedad
de Newman.

Newman ha sido el inventor de sencillos y a la vez importantes artificios
técnicos que han sentado pautas en el tema de la aproximación racional. El
lector puede apreciar el sentido de la anterior afirmación, consultando algunos
art́ıculos publicados en fechas posteriores a 1964. Citemos como ejemplos a:
Gonchar [97], Andersson [7], Ganelius [85] y Levin et al [148]. En lo que sigue
dedicaremos un espacio adicional al resultado principal del art́ıculo [172], con
el objetivo de señalar algunos aspectos de interés técnico. Consideremos para
cada n ∈ N a las siguientes expresiones algebraicas en la variable x.

Nn(x) :=
n−1∏

k=1

(x + e−k/
√

n). (1.46)

Los polinomios del tipo (1.46) han jugado diversos papeles en la teoŕıa de
la aproximación racional de funciones, y fueron diseñados por Newman para
obtener el estimado superior de (1.45).(33 El siguiente estimado es quizás una
de las más notables propiedades de (1.46).

Lema de Newman Los polinomios (1.46) para n ≥ 5 y x ∈ [e−
√

n, 1] satis-
facen ∣∣∣∣

Nn(−x)

Nn(x)

∣∣∣∣ ≤ e−
√

n. (1.47)

33En el caṕıtulo 2 puede verse en la demostración del teorema 2.2.1 (pag. 89) una variante técnica de (1.46)
debida a Gonchar. Otros comentarios al respecto pueden verse en la página 67.
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Una función racional rn, suficientemente cercana a |x|, −1 ≤ x ≤ 1, y que
permita obtener la acotación superior de Rn(|x|)∞ en (1.45) podŕıa estar dada
por

rn(x) := x
Nn(x)−Nn(−x)

Nn(x) + Nn(−x)
. (1.48)

Una caracteŕıstica de la sucesión (rn) definida por (1.48), es que no converge
exponencialmente a |x| en subdominios de [−1, 1] con abundante analiticidad.
En [148] puede verse la demostración de que

ĺım
n
‖|x| − rn(x)‖1/n

[ε,η] = 1,

cualquiera sea el intervalo [ε, η] ⊂ [−1, 1]\{0}.
El déficit de convergencia geométrica de la sucesión de aproximantes de New-

man (1.48) es producida por la fuerte agrupación de los ceros de los polinomios
(1.46) cerca del origen.

El estudio de sucesiones de funciones racionales de la forma

rn(x) =
Pn(x)

Pn(−x)
, Pn ∈ Πn, (1.49)

con la propiedad de converger rápidamente a cero en los intervalos de la forma
[ε, 1], 0 < ε < 1, tal como ocurre en (1.47) sobre [e−

√
n, 1], n ∈ N; ha sido

decisivo en la obtención de buenos aproximantes de las funciones |x|, sgn x, y
otras similares. En esta dirección el lector puede consultar los art́ıculos [85, 97,
122, 124, 148, 172, 239].

El lema de Newman [172] fue ligeramente modificado por A. Gonchar [97]
para obtener el estimado general (1.67) cuando f es una función con singula-
ridades caracteŕısticas en los puntos extremos del intervalo.(34 La técnica de
Gonchar permitió probar por primera vez que O(exp(−c

√
nα)), c > 0, es el

peor orden de convergencia de Rn(f)∞ para funciones f ∈Lip α, 0 < α < 1.
La función fα(x) = xα, 0 ≤ x ≤ 1, es un caso particular muy importante de

función de la clase Lip α y ha recibido una atención especial junto a la función
valor absoluto |x|. A principios de la década de los años 60 ya era conocido
que el orden exacto de aproximación polinomial a fα es O(n−α), y por tanto
se dedućıa que el orden de aproximación racional no pod́ıa ser peor que éste.
El orden de convergencia a cero de Rn(fα)∞ fue paulatinamente descrito por
Gonchar ([100], 1974), Viacheslavov ([239], 1975), y finalmente por Ganelius
([85], 1979), quien demostró que el orden exacto es

Rn(fα)∞ ³ O(exp(−π
√

nα)). (1.50)
34Gonchar considera en [97] un tipo especial de singularidad interior. Una definición más simétrica está dada

en el caṕıtulo 3.
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Las investigaciones sobre la mejor aproximación racional de |x|, no se detu-
vieron en el año 1964. El matemático ruso Vyacheslavov [239] demostró en 1975
la veracidad de la siguiente conjetura de Gonchar

Rn(|x|)∞ ³ e−π
√

n. (1.51)

Antes de continuar con esta narración introduzcamos una notación muy uti-
lizada en la teoŕıa de la aproximación y en el análisis numérico. Decimos que
la sucesión (an) es “o pequeña”de (bn), y lo expresamos simbólicamente como
an = o(bn), si existe una sucesión infinitesimal de números positivos (εn), tal
que |an| ≤ εn|bn|, a partir de un cierto n0.

La equivalencia asintótica de las sucesiones (an) y (bn) se expresa ahora como
an = bn(1 + o(1)).

Los resultados numéricos obtenidos por Varga, Ruttan y Carpenter, 16 años
después que apareció publicado el estimado (1.51), permitieron predecir que

Rn(|x|)∞ = 8e−π
√

n(1 + o(1)). (1.52)

Apenas un año después, H. Stahl [219] demostró teóricamente (1.52) uti-
lizando para ello métodos de la teoŕıa del potencial y estimados de integrales
eĺıpticas.(35

Tal como indicamos anteriormente, la historia de la función fα se ha desa-
rrollado de una forma parecida a la de |x|. Varga y Carpenter hicieron precisos
cálculos del error Rn(fα)∞, para muchos valores de n, y los publicaron en 1992.
Fue aśı que se conoció la conjetura cuya validez Stahl también logró confirmar
con el siguiente teorema: Para 0 < α < 1 se tiene que(36

Rn(fα)∞ = 41+α| sin πα|e−2π
√

α n(1 + o(1)). (1.53)

Teniendo en cuenta que |x| =
√

x2 y que el mejor aproximante racional de
|x|, −1 ≤ x ≤ 1, es una función par se obtiene la notable igualdad

R2n(|x|, [−1, 1])∞ = Rn(f1/2, [0, 1])∞,

que en parte explica el desarrollo paralelo que han tenido las respectivas histo-
rias de las funciones fα y |x|.(37

Sea f una función definida en una región D del plano complejo. Si existen
puntos de D en los cuales f no admite extensión anaĺıtica, entonces el proceso
de aproximación racional a esta función tiene en general unas caracteŕısticas

35El caṕıtulo 8 de [159] está ı́ntegramente dedicado a la demostración de este resultado.
36Notar que (1.52) y (1.53) son estimados más exactos que (1.51) y (1.50) respectivamente.
37Debe incluirse a la función signo sgn x, la cual constituye técnicamente un primer peldaño en el estudio de

la aproximación de funciones continuas cualesquiera. Ver [96, 148].
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diferentes al polinomial. Los polos de las funciones racionales son presunta-
mente los encargados de atenuar los efectos negativos que las singularidades
de f pueden producir. Los polinomios en cambio, sólo disponen de un punto
singular en el infinito.

Los dos ejemplos anteriormente considerados: f(x) = |x| y fα(x) = xα, no
son los únicos que satisfacen la propiedad de Newman (1.44). Una función suave
como ex, x ∈ [−1, 1], verifica

Rn(e
x)∞ ³ √

πn 4−nE2n(e
x)∞.

Resultados generales han sido obtenidos en la clase Lipα, 0 < α ≤ 1, formada
por las funciones f : [−1, 1] → R tales que |f(x) − f(y)| ≤ M |x − y|α, para
x, y ∈ [−1, 1], y cierta constante M > 0.

Popov [186] comprobó la validez de la llamada conjetura Lip 1 de Newman,
la cual afirmaba que toda f ∈ Lip 1 definida en [−1, 1] cumple que

ĺım
n

nRn(f)∞ = 0. (1.54)

En esta dirección Newman [175] también demostró que si f es de la clase
Lipα, 0 < α < 1, y para casi todo x ∈ [−1, 1], se cumple que(38

ĺım
h→0+

f(x + h)− f(x)

hα
= 0,

entonces
ĺım

n
nαRn(f)∞ = 0.

De (1.54) y el teorema de Jackson podŕıamos inferir que la propiedad de
Newman (1.44) debe cumplirse para muchas funciones de la clase Lip 1. Ver-
daderamente, en el sentido de las categoŕıas de Baire, lo que podemos esperar es
que subsucesiones de funciones racionales y polinomios aproximantes converjan
con la misma velocidad. Para precisar el sentido del anterior párrafo comence-
mos recordando que en un espacio métrico un conjunto se dice nunca denso si
el interior de su clausura es vaćıo. Asimismo decimos que un conjunto es de
categoŕıa 1 si es la unión numerable de conjuntos nunca densos. Uno de los
resultados obtenidos por Borwein y Zhou en [39] es el siguiente.

Teorema de Borwein-Zhou [39]
Sea el conjunto C1 definido por

C1 =

{
f ∈ C[−1, 1]; ĺım sup

n

Rn(f)∞
En(f)∞

= 1

}
. (1.55)

Entonces C1 es el complemento de un conjunto de categoŕıa 1.
38Consultar el art́ıculo de Borwein y Zhou [38], y la bibliograf́ıa que éste contiene.
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Una generalización del teorema anterior fue obtenida por Shekhtman [212] al
considerar, en lugar de los polinomios, a un subespacio cualquiera E de C(X)
y a la clase asociada de fracciones R(E) = {g/h; g, h ∈ E; h > 0}.

Aunque tengamos resultados como el anterior, en la práctica suelen aparecer
funciones que no son de la clase C1 dada en (1.55). El lector puede comprobar
que las funciones |x|, −1 ≤ x ≤ 1, y xα, 0 ≤ x ≤ 1, no pertenecen a C1, y
extender este resultado a toda función que satisfaga la propiedad de Newman
(1.44) (página 37). Por otra parte, no debe ser una tarea fácil determinar para
cada f ∈ C1, una subsucesión nk que permita igualar los órdenes de convergen-
cia racional y polinomial. En los siguientes párrafos veremos otros ejemplos de
funciones no pertenecientes a C1, y trataremos de apreciar el papel que juegan
las singularidades en el proceso aproximativo.

La teoŕıa conocida hasta el año 1986, permitió a Saff [208] establecer un prin-
cipio relativo a la influencia de los puntos singulares en el proceso aproximativo
mediante polinomios óptimos.

Principio de contaminación Sea f continua sobre E y anaĺıtica en el in-
terior de E, siendo E un conjunto compacto, cuyo complemento respecto al
plano ampliado es conexo y regular para el problema de Dirichlet. Si f tiene
una o más singularidades sobre la frontera de E, entonces estas singularidades
afectan de manera adversa el comportamiento, sobre toda la frontera de E, de
una subsucesión de los mejores aproximantes polinomiales a f sobre E.

Saff ha señalado varias limitaciones del anterior principio. Una de estas es
que el mismo se establece únicamente para la mejor aproximación polinomial, y
no es extensible al caso racional. Sin embargo, este último esquema de aproxi-
mación es también afectado por la presencia de puntos singulares. El siguiente
principio expresa expectativas y una comparación entre ambos casos.

Principio de contaminación relativa La velocidad de convergencia de la
mejor aproximación polinomial está más afectada por la presencia de singulari-
dades, que la velocidad de convergencia de la mejor aproximación mediante
funciones racionales.

Un ejemplo que se corresponde con el último principio es el de la función

f(x) =
∞∑

n=1

n2

2n(n2x2 + 1)
,

anaĺıtica en todo x ∈ R, excepto en x = 0. Esta función admite prolongación
anaĺıtica al plano menos los puntos ±i/n, y el origen. Además, es continua en
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todo x ∈ R, y en particular en el intervalo [−1, 1], sobre el cual es uniforme-
mente aproximada mediante funciones racionales con velocidad de convergencia
exponencial. Ahora podemos comparar este resultado con el comportamiento
de la mejor aproximación polinomial en en mismo intervalo, según indica la
equivalencia (1.57) (página 44).

Actualmente es conocido que la v́ıa de las singularidades no es la única que
conduce a nuevas clases de funciones cuya afinidad constructiva es mayor con
respecto a las funciones racionales que con respecto a los polinomios. Aqúı di-
remos que una función f , definida en un intervalo I, cumple una propiedad
de tipo ST , (Szüsz- Turán) si ésta se cumple para las restricciones de f a los
subintervalos Ik, de cierta subdivisión {xk}k=ν

k=1 de I, y no se cumple para f

sobre I. Esta caracteŕıstica también se expresa diciendo que f tiene mejores
propiedades en el interior de los subintervalos Ik, que en todo el intervalo I. Las
funciones continuas en un intervalo, y diferenciables salvo en un número finito
de puntos, son ejemplos de la clase ST .

Los primeros resultados que se han obtenido especialmente para funciones
con propiedades de tipo ST , están dados para los esquemas simples polinómico
y racional.(39 Szüsz y Turán [229] estudiaron la aproximación racional de fun-
ciones que cumplen una condición de Lipschitz más favorable dentro de los Ik

que en todo I. Para precisar definamos

Ik(ε−) = [xk + ε, xk+1 − ε], 0 < ε < mı́n
0≤k≤ν

(xk+1 − xk)/2,

k = 1, ..., ν + 1. La clase C(c(ε), α, β, ν) es aquella formada por las funciones f

tales que

|f(x1)− f(x2)| ≤




c(ε)|x1 − x2|β if x1, x2 ∈ Ik(ε−), k = 0, ..., ν,

K|x1 − x2|α if x1, x2 ∈ [−1, 1],

donde 0 < α < β ≤ 1, K > 0 es una constante que depende de f , y c(ε) es una
función positiva y monótona decreciente de ε, que cumple

ĺım
ε→0+

c(ε) = +∞.

Es sabido que el orden de aproximación polinomial a una función de la clase
C(c(ε), α, β, ν) es generalmente O(n−α). Szüsz y Turán establecieron sin una
prueba rigurosa que la aproximación racional a este tipo de función es del orden
O(n−β). Posteriormente Freud [78] demostró que Szüsz y Turán teńıan razón,
al menos en el caso en que c(ε) = 1/εα. En esta dirección Szabados [223] obtuvo

39Es decir, aproximantes de una única pieza.
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en el caso general que el orden es ciertamente o(n−α), dependiendo del tipo de
función c(ε) el papel que ha de jugar el parámetro β en el estimado.

Teorema A de Szabados [223]
Sean f ∈ C(c(ε), α, β, ν) y am la solución de la ecuación

c(am) = Kaα
mmβ−α,

para m suficientemente grande. Entonces existen funciones racionales rn de
orden a lo más n, para las cuales

sup
−1≤x≤1

|f(x)− rn(x)| ≤ 96K(2ν + 1)α
(am

n

)α

,

siendo m el doble de la parte entera de n/(8(2ν + 1)).

El orden “o pequeña”de n−α es consecuencia de que ĺımm am = 0. De este
modo el teorema A de Szabados prueba que la clase C(c(ε), α, β, ν) satisface en
general la propiedad de Newman.

Si seguimos la técnica de [223], el orden que se obtenga para el estimado de la
mejor aproximación racional dependerá del orden con que c(ε) tienda a infinito
cuando ε → 0. Los tres casos siguientes tienen interés propio (ver [223]).

máx
−1≤x≤1

|f(x)− rn(x)| =





O

(
νβ logγ n

nβ

)
si f ∈ C(| log(ε)|γ, α, β, ν)

O

((ν

n

)α β+γ
α+γ

)
si f ∈ C(ε−γ, α, β, ν)

O

((
ν log ν

n log n

)α)
si f ∈ C(exp

(γ

ε

)
, α, β, ν),

siendo γ < β − α.
Las investigaciones relativas a subclases de Ck[a, b], k = 0, 1, ..., cuya pro-

piedad común es la de ser más rápidamente aproximadas mediante funciones
racionales que mediante polinomios, se han realizado atendiendo a la naturaleza
de los puntos singulares. La condición de tener derivada continua hasta el orden
k, es en śı misma una propiedad estructural de las funciones que determina con
notable precisión la velocidad con que estas pueden ser aproximadas polino-
mialmente. Es el caso de f ∈ Ck[−1, 1] y f /∈ Ck+1[−1, 1], para la cual se tiene
el siguiente estimado (ver [231])

c1

nk+1 ≤ En(f, [−1, 1])∞ ≤ c2

nk+1 , (1.56)
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donde c1 y c2 son constantes positivas.
Una función f que cumple (1.56) tiene necesariamente singularidades. Es

decir, existen puntos del intervalo [−1, 1] donde f no admite prolongación
anaĺıtica. Esta conclusión está basada en el siguiente resultado. Si E es un
compacto del plano complejo, regular para la solución del problema de Dirich-
let asociado, entonces

f ∈ A(E) ⇔ ĺım sup
n

[En(f)∞]1/n < 1, (1.57)

donde A(E) denota al conjunto de las funciones anaĺıticas sobre algún abierto
bidimensional que contiene a E. En términos generales, la presencia de una
singularidad de f en el intervalo [a, b], produce una disminución de las veloci-
dades de aproximación polinomial y racional. Es aśı que los siguientes estimados
superiores

En(f)∞ = O

(
1

nβ1

)
, β1 > 0, (1.58)

Rn(f)∞ = O
(
exp(−β2

√
n)

)
, β2 > 0, (1.59)

establecen órdenes t́ıpicos para los casos polinomial y racional respectivamente,
en el caso de que f tenga al menos una singularidad en [a, b].(40

Hay dos cuestiones a considerar cuyo planteamiento se sigue de los párrafos
anteriores. Podemos enunciarlas de la siguiente forma.

1. Si f ∈ Ck[a, b], tiene al menos una singularidad y es anaĺıtica en un subin-
tervalo J de [a, b], entonces, sobre J , la velocidad de convergencia de los
aproximantes óptimos debeŕıa ser mayor (geométrica) que en todo el inter-
valo.

2. Si f es anaĺıtica en un punto x0 ∈ [a, b], entonces debeŕıamos encontrar
un disco D(x0, ρ), sobre el cual los aproximantes óptimos (respecto a [a, b])
convergen a la prolongación anaĺıtica de f en D(x0, ρ).

La respuesta a las anteriores conjeturas es en general negativa. Para el caso
polinomial Kadec [138] demostró que si p∗n(f) es el mejor aproximante polino-
mial de f sobre [−1, 1], entonces existe una subsucesión (nk) para la cual los
errores f−p∗nk

(f) tienen puntos extremos que son densos en el intervalo [−1, 1].
Por otra parte Blatt y Saff [23] han demostrado que si f tiene al menos una
singularidad en [−1, 1], cada punto de esta intervalo es ĺımite del conjunto de
los ceros complejos de la sucesión (p∗n(f))∞n=1.

En el caso racional Saff y Stahl [209] probaron que los puntos extremos del
40En [97] pueden hallarse ejemplos de aproximación más lenta que (1.59).
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error |x| − r∗n(x), siendo (r∗n) la sucesión de los mejores aproximantes racionales
de |x|, son densos en [−1, 1], de modo que es imposible obtener convergencia
geométrica sobre cualquier subintervalo.

Lo que hemos señalado anteriormente explica por qué los esfuerzos de los
investigadores han estado dirigidos hacia la construcción de aproximantes cer-
canos al óptimo en algún sentido, de modo que éstos sean menos sensibles al
efecto adverso de las singularidades.(41 Respecto a las funciones aproximadas,
una importante propiedad funcional de tipo ST , vinculada a la propiedad de
Newman, es la de ser anaĺıtica en subintervalos y no en todo el intervalo de
definición. Para introducir el problema de aproximar estas funciones debemos
comenzar haciendo una clasificación adecuada a nuestros propósitos. Una parte
considerable de la teoŕıa se ha desarrollado respecto a dos tipos de funciones que
tienen en común dos atributos: la analiticidad en un intervalo del eje real salvo
en un número finito de puntos; y cumplir en general la propiedad de Newman.

La primera clase de funciones, a las que daremos exclusivamente el nombre
de anaĺıticas a tramos, está formada por aquellas funciones que son anaĺıticas
en cada subintervalo Ii = [xi, xi+1], i = 0, ..., ν, de una partición de [a, b]

a = x0 < x1 < ... < xm < xν+1 = b,

pero que no admiten prolongación anaĺıtica en los puntos xk, k = 1, ..., ν.
Una versión “esencialmente equivalente”de la anterior clase de funciones, es

utilizada por el autor en [129] para hallar, aplicando la técnica de Gonchar, un
estimado del error para la mejor aproximación racional a tramos que depende
de varias caracteŕısticas de la función aproximada.(42

Szüsz y Turán están entre los primeros que han tratado de estimar la veloci-
dad de aproximación a funciones con mejores propiedades en subintervalos que
en todo el intervalo dominio. Esta es la razón por la cual en esta monograf́ıa le
hemos llamado ST a esta amplia clase de funciones. Estos matemáticos demues-
tran en [229] que para funciones que son anaĺıticas a tramos sobre un intervalo
I se cumple el siguiente estimado superior.(43

Rn(f, I)∞ ≤ Ce−c
√

n, (C > 0, c > 0). (1.60)

El estimado (1.60) se deriva del uso de las técnicas de aproximación por

41Ver [208] y la bibliograf́ıa contenida.
42Ver la proposición 3.1.2 (pág. 132), y el teorema 3.2.2 (pág.139).
43Ver también el teorema 6.4 de [159].
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tramos, mediante las cuales se obtienen estimados como el siguiente.(44

Rm(f, I)∞ ≤ C

{
s+1∑

k=1

Rn(fk, Ik)∞ + e−
√

n/2

}
, (1.61)

donde m = κn, κ ∈ N, fk es la restricción de la función f al subintervalo Ik, de
la partición {xi} de [a, b].

Observemos que, la convergencia geométrica de los primeros s+1 sumandos

del estimado (1.61), cede ante el término e−
√

n/2.
El siguiente resultado permite apreciar con detalles el carácter de la conver-

gencia puntual mediante funciones racionales.

Teorema de Levin, Maimeskul y Saff (Teorema 4.1 de [148])
Sea φ(x) una función continua a la derecha y no decreciente sobre [0, 1], con
φ(0) = 0, tal que ∫ 1

0

φ(x)

x
dx < ∞. (1.62)

Si f es una función anaĺıtica a tramos sobre [−1, 1] de la clase Ck−1[−1, 1],
k ≥ 1, entonces existen funciones racionales Rn ∈ Fn,n, n = 1, 2, ..., tales que
para todo x ∈ [−1, 1]

|f(x)−Rn(x)| ≤ C exp
(
−c
√

kn− cnφ(d(x))
)

, (1.63)

donde d(x) denota la distancia de x a la más cercana singularidad de f so-
bre [−1, 1]. Las constantes c, C son independientes de x y n, y c es también
independiente de k.

La condición (1.62) impuesta a la función φ(x) (continua a la derecha y no
decreciente sobre [0, 1] con φ(0) = 0) es necesaria para poder obtener velocidad
geométrica de los aproximantes racionales Rn(x) a una función dada f , que es
continua y anaĺıtica a tramos sobre [−1, 1], pero no es anaĺıtica sobre [−1, 1].
Para más detalles ver el teorema 4.2 de [148].

En el art́ıculo [148] se conceptualiza por primera vez a la clase de las fun-
ciones f del tipo de Gonchar-Szabados (f ∈ GS). Este nombre fue dado en
reconocimiento a los trabajos de Gonchar [97] en 1967 sobre la aproximación
racional de funciones con singularidades caracteŕısticas,(45 y a los notables resul-
tados de Szabados [223, 224, 225] en los años 1968-69. La clase GS conjuga los
aspectos básicos de ambas teoŕıas y es la segunda de las que hemos anunciado
anteriormente. A continuación damos su definición.

44Ver el teorema 6.3 de [159].
45La generalización de los resultados de [97] aparecen en el caṕıtulo 2.
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Definición de la clase Gonchar-Szabados (GS) Decimos que f ∈ GS si
f ∈ C[−1, 1] y para una partición {xi}ν

i=1, la restricción de f a cada intervalo
abierto (xi, xi+1) tiene una continuación anaĺıtica y acotada a algún rombo Ri

con vértices opuestos xi, xi+1, 0 ≤ i ≤ ν.

El teorema 3 de [225] muestra que para f ∈ GS se tiene que

Rn(f)∞ = O(ω(f, e−tn)), (1.64)

donde tn satisface la relación

ω(f, e−tn) = tne
−cn/tn, c = c(f). (1.65)

El lector puede encontrar notables relaciones entre los resultados del caṕıtulo
2 y (1.64-1.65). Debe ver además, si es posible, los art́ıculos [97, 122, 124].

Szabados [223] define de la siguiente forma a la clase de funciones anaĺıticas
en I\{xi}ν

i=1, donde I es un intervalo. Decimos que f ∈ D(M/δ, ν, I) si f es
continua en I y anaĺıtica en cada intervalo

Ik(δ) = [xk−1 + δ, xk − δ], k = 1, .., ν + 1;

con

0 < δ < mı́n
1≤k≤ν+1

xk − xk−1

2
,

y cumple la condición siguiente

máx
1≤k≤ν+1

ĺım sup
n

n

√
máx

x∈Ik(δ)
|f (n)(x)|

n
≤ M

δ
.

En [223] se prueba el siguiente estimado.

Teorema B de Szabados Si f ∈ D(M/δ, ν, [−1, 1]) entonces existen fun-
ciones racionales rn(x) de orden a lo más n para las cuales se tiene que

‖f − rn‖∞ = O
(
ω

(
f, exp

(
− 3

√
n log(1/q)/(5ν)

)
, [−1, 1]

))
, (1.66)

donde

q =

√
M 2e2 + 4Me−Me

2
, 0 < q < 1.

Ejemplos 1.2.1 Las funciones f(x) = |x|α y f(x) = x log |x| ambas pertenecen
a D((eε)−1, 2), y tienen módulo de continuidad ω(f, δ) = δα y ω(f, δ) = δ| log δ|
respectivamente.
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Del teorema B de Szabados se deduce que para la segunda función del ejem-
plo 1.2.1, los órdenes de aproximación polinomial y racional son O (log n/n) y
O (exp(−d 3

√
n)) (d > 0), respectivamente.

La teoŕıa de [129] apunta hacia la construcción de un tipo de aproximan-
te óptimo cuya afinidad estructural con las funciones anaĺıticas en [a, b]\{xi},
alivie el efecto nocivo de las singularidades. Con este propósito surge la clase de
funciones formada por funciones que admiten una prolongación anaĺıtica al es-
pacio de Hardy Hp(Di), 1 ≤ p ≤ ∞, donde Di es el disco de centro (xi +xi+1)/2
y radio (xi+1−xi)/2, en cada subintervalo Ii, i = 1, ..., ν + 1. Esta clase de fun-
ciones, que denotamos por Hp

ν [a, b], fue introducida por el autor en [129] a los
efectos de estudiar el orden de convergencia de la mejor aproximación racional
a tramos. En el caṕıtulo 3 aparecen los principales resultados de [129] con sus
correspondientes demostraciones. Una de las principales conclusiones que puede
extraerse de estos trabajos es que la aproximación racional a tramos es más efi-
ciente que el tradicional esquema racional de una pieza. Un ejercicio sencillo
pero muy importante para nuestro trabajo, consiste en comprobar que

Hp
ν [a, b] ⊂ D(M/δ, ν, [a, b]) ∩GS.

El teorema 4.1 de [148], enunciado anteriormente en esta sección, aparece
extendido en el mismo art́ıculo a la clase GS. Antes de enunciarlo tenemos que
hacer algunas suposiciones adicionales. Una de las principales consiste en asumir
que el conjunto de las singularidades de la función f ∈ GS es exactamente

Sf = {x0 = −1, x1, ..., xν+1 = 1},
con la posible excepción de los puntos extremos x0 y xν+1.

Ahora recordemos que la clase GS consta de aquellas funciones cuya restric-
ción a cada intervalo (xi, xi+1), i = 0, ..., ν, admite prolongación anaĺıtica y aco-
tada a un rombo Di con vértices opuestos en los puntos xi y xi+1. Supongamos
adicionalmente que f admite extensión continua a la clausura de D = ∪ν

i=0Di,
y definamos el módulo local de continuidad de f sobre Sf , con respecto a A,
A ⊂ D , de la siguiente forma

ω∗(f, A, t) := máx
xj∈Sf

máx
|z−xj |≤t,z∈A

|f(z)− f(xj)|.

Decimos que f ∈ GS∗ si además se tiene que
∫ 1

0
ω∗(f, D, t)

dt

t
< ∞.

En [148] se demuestra el siguiente resultado para la clase GS∗
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Extensión del teorema de Levin, Maimeskul y Saff a la clase GS Sea
φ una función que cumple (1.62) y tal que

φ(2x) ≤ (2− α)φ(x),

para x suficientemente pequeño y algún 0 < α < 1. Dada f ∈ GS∗, existen
Rn ∈ Fn,n, n = 1, 2, ..., tales que

|f(x)−Rn(x)| ≤ C exp{−cn(t−1
n + φ(d(x)))}, x ∈ [−1, 1],

donde tn está definida para valores de n suficientemente grandes por

ω∗(f, [−1, 1], t) = exp

(
−c1n

tn

)
,

y d(x) es la distancia de x a Sf .

Verdaderamente un estimado general no uniforme, válido para una clase de
funciones, no suele estar expresado como (1.58) y (1.59). La propia condición
de ser general, hace que este estimado dependa de las caracteŕısticas estruc-
turales de cada función en particular, expresadas generalmente en términos de
un módulo de continuidad o suavidad. En este sentido debemos citar los teore-
mas directos de Jackson [19, 63] para la aproximación polinomial, el teorema B
de Szabados [223]-estimado (1.66)- y los resultados de A. Gonchar [97] para el
caso racional.(46

Teorema de Gonchar Sea f una función en el espacio de Hardy H∞, tal que
f es continua en [−1, 1]. Entonces

Rn(f, [−1, 1])∞ = O

(
inf
t≥1

{
ω(f, e−t, [−1, 1]) + t exp

(
−nc0

t

)})
, (1.67)

donde

ω(f, δ, [a, b]) = sup{|f(x)− f(y)|; |x− y| < δ, a ≤ x, y ≤ b}
es el módulo uniforme de continuidad de f , y c0 > 0 es una constante absoluta.

El módulo de continuidad uniforme, que aparece en el estimado (1.67), expli-
ca parcialmente, y en términos estructurales, el orden de aproximación racional
a la función f . Este término es especialmente sensible al comportamiento de la
función f cerca de los extremos del intervalo, donde es posible que ésta tenga

46Se establece como premisa una propiedad estructural de la función, y se concluye acerca de una caracteŕıs-
tica constructiva como es la velocidad de convergencia. No deben confundirse con los problemas directos de la
Matemática Computacional. Van Wickeren [237] ha extendido la versión uniforme de los teoremas directos e
inversos para los polinomios de Bernstein.
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singularidades. La sucesión exp (−nc0/t), que aparece afectando aditivamente
al módulo de continuidad en (1.67), surge debido a la abundante analiticidad
de f en cada subintervalo [a, b] ⊂]− 1, 1[. Es fácil concluir que, en el estimado
(1.67) la selección de sucesiones admisibles tn, con ĺımn tn = +∞, queda obvia-
mente restringida a la condición ĺımn n/tn = +∞.

Szabados [225] publicó en el año 1969 una generalización del Teorema de
Gonchar, que además mejoró el estimado (1.66) del Teorema B de Szabados.

Teorema C de Szabados Sea {xi} una partición

−1 = x0 < x1 < ... < xs = 1,

del intervalo [−1, 1]. Asumamos que f(z) es anaĺıtica y acotada sobre los discos
Di de centro (xi + xi−1)/2 y radio (xi− xi−1)/2, i = 1, 2, ..., s, y continua sobre
[−1, 1]. Entonces

Rn(f, [−1, 1])∞ = O

(
inf

t≥ 3
√

n

{
ω(f, e−t, [−1, 1]) + t exp

(
−nδc1

st

)})
, (1.68)

donde c1 > 0 y δ = mı́n1≤i≤s(xi − xi−1).

Sea (Di)
s
i=1 la colección de discos del teorema C de Szabados. Si f ∈ Hp(Di),

i = 1, 2, ..., s, 1 ≤ p ≤ ∞, entonces decimos que f es de clase Hp
s−1. Esta última

es una extensión natural de la clase definida en el teorema C de Szabados, que
ha sido investigada por el autor en [129].

El lector puede comprobar que el estimado superior de la mejor aproxima-
ción racional a tramos de f ∈ Hp

s−1, dado por el teorema 1 de [129] no empeora
al decrecer el parámetro δ, o al aumentar s, tal como ocurre obviamente en
(1.68).(47

La aproximación uniforme sobre compactos contenidos en la región de analiti-
cidad de una función f , mediante funciones racionales, tiene un orden exponen-
cial que depende de la geometŕıa de la región. Para precisar consideremos una
región abierta U del plano complejo, con frontera ∂U regular para el problema
de Dirichlet. Sean F y E dos compactos del plano ampliado tales que E∩F = ∅.
Por cap(E, F ) se representa a la capacidad del condensador plano (E, F ). Si
E ⊂ U es compacto, Widom [243] demostró que

ĺım
n

sup
f
Rn(f, E)1/n

∞ = exp (−h(E, ∂U)) , (1.69)

donde el supremo se toma sobre todas las funciones f anaĺıticas en U , con

47Ver el teorema 3.2.1 del caṕıtulo 3.
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norma supremo menor que uno, y

h(E, ∂U) =
1

cap(E, ∂U)

es el módulo del condensador plano (E, ∂U).
Es justo señalar que el estimado (1.69) tiene importantes antecedentes en

los trabajos de Walsh, Levin, Tikhomirov y Gonchar. Por otra parte, la suce-
sión supf Rn(f, E)∞ de (1.69) está vinculada al diámetro n-dimensional de un
compacto y al n-grosor de Kolmogorov.(48 La versión lineal de este último ha
sido utilizada por Wilderotter [244] para obtener resultados de aproximación
uniforme a funciones f ∈ H∞, sobre compactos del disco unidad, mediante
operadores lineales de rango finito P ∗

n que son asintóticamente óptimos en el
sentido del n-grosor.(49 El método utilizado en [244] para construir los algorit-
mos P ∗

n es de carácter constructivo y permite estimar el error en los siguientes
términos.

sup
f∈A

‖f − P ∗
n(f)‖E,∞ ≤ exp

( −n

cap(E, D)

)
2(1 + O(1/nα)),

donde A es la bola unidad de H∞, E es un compacto en el disco unidad D,
‖ · ‖E,∞ es la norma uniforme sobre E y α > 0 es un parámetro relacionado con
la suavidad de la frontera de E.

De manera más general, si E es unión finita de compactos conexos del plano
ampliado y f es holomorfa sobre E, el número q = q(f, E) ∈]0, 1[, dado por

ĺım sup
n

{Rn(f, E)∞}1/n = q,

es la principal caracteŕıstica del orden de aproximación racional de f sobre E.
Uno de los problemas más importantes de la teoŕıa es la estimación de q y el
estudio de su conexión con la prolongación anaĺıtica de estas funciones.(50 Las
siguientes ĺıneas ofrecen al lector información más precisa sobre este tema.

Sea F un compacto contenido en C\E. Si f es holomorfa sobre el conjunto
abierto D, E ⊂ D = C\F , entonces se tiene que

q(f, E) ≤ exp(−h(E,F )). (1.70)

El módulo de holomorficidad h de la función f , holomorfa sobre E, es la
mejor estimación de q(f, E) en (1.70). Se define como

h := sup{h(E, F ) : F ∈ F},
48Hemos traducido n-grosor por n-width.
49A los operadores lineales de rango finito se les llama en [244] algoritmos lineales.
50Sobre este tema puede consultarse [100].
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donde F es la clase de todos los conjuntos compactos F tales que f es holomorfa
en E y admite prolongación anaĺıtica y uniforme a C\F . Las magnitudes q =
q(E, F ) y h, 0 ≤ h ≤ ∞., están ligadas por la desigualdad

q ≤ e−h. (1.71)

Un problema consiste en determinar si existe un único compacto regular
Ff ∈ F, para el que h(E, Ff) = h. En tal caso el conjunto abierto Df = C\Ff

es la región de analiticidad maximal de f . En general la igualdad no se alcanza
en (1.71). Para funciones que se prolongan a regiones del tipo C\F , con F de
capacidad logaŕıtmica cero, se tiene que q = 0. El planteamiento uniforme de
(1.69) produce la exactitud del estimado porque al menos una f ∈ H∞(U) tiene
a ∂U como frontera natural.

Parece que Gonchar [103] fue uno de los primeros en demostrar que q = e−2h

se satisface para una amplia variedad de funciones. El método de demostración
seguido en [103] se ha basado en el uso de los aproximantes multipuntuales de
Padé que más adelante definimos en la página 57.

El efecto adverso producido por las singularidades de la función aproximada
f , es presuntamente atenuado en el caso racional por la conducta que en cada
caso manifiestan los polos de los aproximantes óptimos. En [96, 104, 119] se
aprecia cuál debe ser el comportamiento de los polos de las fracciones aproxi-
mantes respecto a las singularidades de f , cuando se considera un esquema
de aproximación racional “eficiente”. En general los polos son atraidos por las
singularidades de f , en el sentido de que para todo compacto K contenido en
la región de analiticidad de f , los polos del aproximante no pertenecen a K a
partir de cierto rango.(51

Los resultados teóricos anteriormente descritos se corresponden con el estu-
dio de la diagonal principal de la tabla de Walsh: (Rn(f)∞)∞n=0.

Para dar un tratamiento generalizado a este problema tomemos a (m(n))
como una subsucesión de enteros positivos tal que ĺımn m(n)/n = θ ∈]0, 1]. Ev-
identemente m(n) = n cumple la condición anterior. Decimos que una “sucesión
radial”de la tabla de Walsh es la nueva tabla (Rn,m(n)(f)∞)∞n=0. Resultados so-
bre el comportamiento asintótico de sucesiones radiales han sido obtenidos por
Levin y Saff [146], Prokhorov [196], y más recientemente por Prokhorov y Saff
[197].

Consideremos ahora que la función f tiene una representación en serie de

51En [102] aparece un resultado básico de esta teoŕıa.
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potencias formal

f(z) :=
∞∑

j=0

ajz
j.

El aproximante de Padé (AP) [m/n](f) := [m/n] de f de orden m, n = 0, 1, ...
es una función racional P/Q, P y Q polinomios de grados no mayores que m y
n respectivamente, con Q no idénticamente cero, que satisface

f(z)Q(z)− P (z) = O(zm+n+1). (1.72)

Los AP toman su nombre en tributo a la memoria del matemático francés
Henri Eugène Padé (1863-1953). Sin embargo estos ya hab́ıan sido utilizados
por G. Frobenius en su tesis doctoral (1870) y en el art́ıculo que posteriormente
escribió en 1981 [81]. Curiosamente Frobenius atribúıa los AP a la invención de
A. Cauchy.(52

En el caṕıtulo 9 de [159] (pag. 276) podemos ver la demostración completa
del siguiente resultado

Teorema El aproximante [m/n](f) = P/Q de una serie de potencias f , existe
y es único. Si P ∗/Q∗ es la representación irreducible de P/Q, entonces tenemos
que Q∗(0) 6= 0 y

f(z)− [m/n](z) = O(zm+n+1−d), (1.73)

donde d = mı́n(m− gradoP ∗, n− gradoQ∗) es el defecto de P/Q.

La tabla de Padé asociada a una serie de potencias formal f es el arreglo
matricial de funciones racionales que a continuación se muestra.

[0/0], [1/0], [2/0], · · ·
[0/1], [1/1], [2/1], · · ·
[0/2], [1/2], [2/2], · · ·
· · · · · · · · · · · ·

(1.74)

La primera fila de la tabla (1.74) se corresponde con las sumas parciales del
propio desarrollo en serie de potencias.

Los AP interpolan en z = 0 a f en el sentido dado por (1.73), con multiplici-
dad m+n+1−d, y por ello tienen relación con la interpolación según Hermite.
El llamado ejemplo de Perron muestra que la interpolación en términos de los
AP no está exceptúado de tener malas propiedades de convergencia tal como
ocurre en otros procesos de interpolación (ver el teorema 2.1 de [159]).

52La mayoŕıa de los apuntes históricos los hemos extráıdo de los libros de Baker [12, 13], Brezinski [42, 44], y
de la tesis doctoral de F. Cala [59].
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Ejemplo de Perron Existen funciones enteras f con la propiedad de que los
polos de los aproximantes [m/1](f), m = 1, 2, ... forman un conjunto denso en
C. Por tanto, la sucesión [m/1](f) no puede converger uniformemente sobre
ningún conjunto abierto del plano complejo.

La convergencia de los AP puede plantearse de diversos modos atendiendo
a la forma en que el término general [m/n] se aleja del término [0/0] de la
tabla. En la literatura abundan los resultados relativos a los AP que se alejan
de cualquier fila, es decir, m,n →∞, y que no se separan demasiado de las dia-
gonales (ver por ejemplo [61]). Esto último se asume de antemano en términos
del comportamiento asintótico de una sucesión del tipo mn/n.

Se ha demostrado que sobre la diagonal principal [n/n], n = 0, 1, 2, ..., los
AP pueden manifestar un comportamiento patológico. Wallin (1974) probó que

Resultado negativo de Wallin [240]
Existe una función entera f para la cual cada punto de C es ĺımite de los polos
de la sucesión [n/n](f)(z).

Esta función f tiene la propiedad adicional de que [n/n](f)(z) diverge en
cada punto z 6= 0 de modo que ĺım supn |[n/n](f)(z)| = ∞.

El método usado por Wallin en [240] fue más tarde aplicado por Lubinski
en ([160],1983) para establecer contraejemplos a la extensión de resultados de
convergencia, en medida o capacidad, conocidos en aquella época y relativos a
interpolantes racionales, AP y aproximantes óptimos racionales.

Stahl [217] publica en 1985 un ejemplo de función de peso ω(x) para el cual la
diagonal de los aproximantes de Padé asociados a la transformada de Cauchy de
ω, tienen polos asintóticamente densos en C. Stahl, sin mencionar los trabajos
de Wallin [240] y Lubinski [160], señala en [217] que en la teoŕıa de la aproxima-
ción de Padé los contraejemplos son tan t́ıpicos e importantes como los propios
resultados de convergencia.

Quizás el más notable resultado de convergencia de los AP sobre las filas de
la tabla (1.74), se debe a Motessus de Ballore.(53 Si f es anaĺıtica para |z| ≤ r,
excepto quizás en puntos donde tiene singularidades polares, el teorema de
Montessus establece que

ĺım
m

[m/n](f)(z) = f(z),

uniformemente sobre compactos que no contienen polos, y dentro del disco
|z| < ρ < r. Este resultado es un ejemplo de convergencia de las filas de (1.74),
y de atracción de los polos de la misma, pues los n polos de [m/n] convergen a

53Entre otros puede consultarse sobre este resultado a [159], teorema 2.3.
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los n polos de f , contando sus multiplicidades.
A pesar del anterior resultado negativo de Wallin, han sido demostrados

numerosos teoremas de convergencia para la diagonal principal de (1.74), y
para sucesiones “poco.alejadas de la llamada diagonal principal [n/n](f).

Esta diagonal de la tabla de Padé ha sido muy utilizada para aproximar las
funciones holomorfas de tipo Markov(54

f(z) = µ̂(z) =

∫

I

dµ(x)

z − x
,

donde I es un intervalo acotado o I = [0, +∞[. Si I = [a, b] la función µ̂ tiene
el siguiente desarrollo de Laurent en el infinito.

µ̂(z) =
∞∑

ν=0

cν

zν+1 , (1.75)

donde

cν =

∫ b

a

xν dµ(x),

es el momento ν-ésimo de la medida µ. La determinación del problema de
momentos permite diseñar métodos para recuperar a la función µ̂, usando para
ello la información que brinda el desarrollo (1.75). Sin embargo, un desarrollo
del tipo de (1.75) para el caso I = [0,∞[ sólo puede plantearse en general de
manera formal, y además, el problema de momentos asociado no está siempre
determinado.(55 Una caracteŕıstica común, no vinculada al tipo de intervalo, es
que los polos de la función racional pn/qn = [n/n](µ̂) son los n ceros simples del
enésimo polinomio ortogonal asociado a µ. Es decir, aunque en la teoŕıa general
no es posible localizar los polos de los AP asociados a una función cualquiera,
para f = µ̂ podemos asegurar que estos pertenecen a la envoltura convexa del
soporte de µ.

Entre 1890 y 1910 aparecieron relativamente pocos resultados sobre la con-
vergencia de los AP. En 1895 Markov [162] publicó uno de los resultados más
representativos de esta teoŕıa.

Teorema de Markov Sea µ una medida finita sobre los conjuntos de Borel
de la recta real, cuyo soporte S es acotado. Entonces

[n/n](µ̂)(z) → µ̂(z), cuando n →∞, (1.76)

uniformemente sobre cada subconjunto compacto del dominio D = C\∆, donde
∆ denota a la envoltura convexa de S.

54Algunos le llaman de tipo Stieltjes cuando I = [0, +∞[.
55Independientemente de que todos los momentos sean finitos.
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La versión cuantitativa del teorema de Markov es bien conocida, y expre-
sa que la convergencia uniforme sobre compactos de D = C\∆ es geométrica.
Asimismo (1.76) también tiene lugar en el sentido de la convergencia fuera de
S en capacidad logaŕıtmica.

El problema relativo a la selección de los polos de los aproximantes racionales
de interpolación, tiene dos posiciones extremas. En uno de los extremos está el
diseño con polos preasignados estudiado por Walsh [242], considerado básica-
mente como un esquema de interpolación.(56 En el lugar opuesto están los AP
con polos libres cuya determinación sólo depende de la función y la propia condi-
ción de interpolación. Ocupando posiciones intermedias está el aproximante de
tipo Padé (ATP), cuyo denominador se expresa como qn(z) = tk(z)q̃n−k(z),
donde tk se prefija de modo que grado tk = k, y q̃n−k(z) surge a partir de una
condición de interpolación de modo que grado q̃n−k es a lo más n− k. Se trata,
por tanto, de aproximantes con polos parcialmente preasignados.

Uno de los problemas que más se ha investigado respecto a los ATP es el re-
lativo a obtener convergencia a funciones meromorfas de tipo Markov f = µ̂+r,
donde r es una función racional con k polos en el plano ampliado. En la serie
de art́ıculos [3], [4] y [5] se demuestra que los ATP no sólo complementan a los
AP, sino que les superan en aspectos esenciales como los señalados en la página
11 al final de la subsección 1.1.1.

Un resultado reciente sobre la velocidad de convergencia de los ATP a fun-
ciones de tipo Stieltjes, puede ser visto en [18]. La caracteŕıstica principal de este
trabajo es que el número de polos fijos de los ATP, representa una proporción
constante con respecto al orden de los aproximantes racionales. Los resultados
de [18] se derivan de la teoŕıa de Rakhmanov sobre el comportamiento asintótico
de los polinomios ortogonales asociados a pesos de tipo Freud.

Los AP han sido utilizados con éxito en la tarea de prolongar anaĺıticamente
a series de potencias, en regiones fuera de su disco de convergencia, o para
sumar series formalmente divergentes [12, 13]. Sin embargo, no se ha encontra-
do solución a los problemas prácticos que surgen al tratar de estimar el error
que se comete al aproximar por medio de AP, a una función definida por su serie
de potencias. De hecho, aunque hay casos completamente resueltos (ver [94]),
no parece existir una solución general a este problema. Un avance importante
en esta dirección fue hecho por Brezinski [43] quien tuvo la idea de extender el
método usado por Kronrod para estimar los errores producidos por cuadratu-
ras gaussianas. En [132] se logran superar los escollos prácticos del método de
Brezinski, que en esencia consiste en estimar el error [k− 1/k](f)− f mediante

56En la interpolación polinomial se prefija el grado y con ello se decide el orden del polo en infinito.
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(2k/2k + 1)(f)− [k − 1/k](f).(57

Aunque los últimos párrafos muestran las ventajas que los especialistas han
encontrado en los ATP respecto a los ya clásicos AP, en las próximas ĺıneas re-
tomamos el tema relativo a los segundos debido a su gran importancia teórica.

El primer resultado de convergencia de AP, para el caso en que r tiene polos
complejos, fue obtenido por Gonchar.

Teorema sobre aproximación de Padé a funciones meromorfas [101]
Sea µ una medida finita y positiva cuyo soporte está contenido en [−1, 1], y
tal que µ′ > 0 c.d. Entonces el siguiente estimado es válido uniformente sobre
compactos del complemento de [−1, 1] ∪ {z/ r(z) = ∞}.

ĺım sup
n

|f(z)− πn(z)|1/n ≤ 1

|φ(z)|2 ,

donde φ es la representación conforme que transforma al complemento de [−1, 1]
sobre el exterior del disco unidad, y f = µ̂ + r.

Sea f una función holomorfa arbitraria en una región Ω. El AP que interpola
a f en una tabla prefijada α de puntos del plano ampliado

α = {αn,k : k = 1, ..., k(n) ≤ 2n, n ∈ N},
recibe el nombre de aproximante multipuntual de Padé (AMP) y es conside-
rado como una extensión del AP. Los AMP son también llamados interpolantes
racionales, AP en N puntos, o aproximantes de Newton Padé, dependiendo del
contexto.(58

La manera natural de obtener la condición de interpolación respecto a la
tabla α consiste en exigir que la función

qnf − pn

k(n)∏

k=1

(
1− z

αn,k

) ,

sea holomorfa en la misma región Ω. El estudio de los AMP ha permitido
obtener mediante condiciones de extremalidad exigidas a la tabla α, resultados
exactos de convergencia a cero del error

‖µ̂− [n, n](µ̂)‖K ,

siendo K un compacto contenido en Ω. Para funciones de tipo Stieltjes respecto
a medidas con soporte no acotado, los AMP también han ofrecido un enfoque

57Observar que hemos usado los corchetes para los AP, y los paréntesis para los ATP.
58Ver el caṕıtulo 7 de [13].
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alternativo al problema de la convergencia que no depende de la determinación
del problema clásico de momentos. Sobre este tema puede ver por ejemplo [104]
para el caso holomorfo f = µ̂, y [101, 119, 152, 155, 157] para el caso meromorfo
f = µ̂ + r, donde r es una función racional.

El estudio de la convergencia de los AMP ha sido vinculado al estudio de
la distribución ĺımite de los ceros de polinomios que son ortogonales respecto a
medidas variantes, lo cual a su vez ha sido considerado en términos de la solu-
ción de problemas de la teoŕıa del potencial sobre la distribución de equilibrio en
presencia de campos externos. Un clásico sobre este tema es [106]. Resultados
más recientes sobre la convergencia débil de medidas variantes, directamente
vinculados a los polinomios ortogonales de Hermite-Padé, pueden verse en [67].

El interés creciente por los AP se debe no solamente a sus múltiples apli-
caciones, sino también a sus variadas generalizaciones. Además de los AMP,
otra de las conocidas extensiones del clásico AP es el aproximante de Padé en
dos puntos, la cual surge cuando se trata de obtener un aproximante racional
asociado al siguiente desarrollo en serie de Laurent

f(z) =
∞∑

n=−∞
cnz

n,

convergente en un anillo r < |z| < R, considerando por separado los desarrollos
en |z| < R (z = 0), y en |z| > r (z = ∞).

Los aproximantes de Padé en dos puntos son especialmente útiles cuando so-
lamente uno o unos pocos términos de una serie están disponibles. Otras de las
ventajas reconocidas de estos aproximantes, son: 1) que los miembros sucesivos
de la sucesión de fracciones continuas asociadas a estos aproximantes pueden
ser obtenidos calculando a lo más dos coeficientes adicionales del desarrollo, 2)
facilitan considerablemente el estudio de ciertas ecuaciones diferenciales ordi-
narias.

Según refiere McCabe [165], el primero que extendió el concepto de AP al de
aproximante de Padé en dos puntos fue G. A. Baker en una nota publicada en el
volumen 135 de la Physical Review, del año 1964. Más información respecto a
los aproximantes de Padé en dos puntos podemos hallarla en [13, 53, 54, 55, 230],
y en la bibliograf́ıa contenida en [165].

Los AP, ı́ntimamente vinculados a las fracciones continuas [177] y conside-
rados como una extensión natural del clásico polinomio de Taylor, han encontra-
do aplicación en diversos campos de la f́ısica (consultar [21, 232], los caṕıtulos
22, 23 y 24 de [12], y los caṕıtulos 9, 10 y 11 de [13]), el análisis numérico
[110, 143] y la teoŕıa de los números [194]. En particular resulta de gran in-
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terés su estrecha relación con las fórmulas de cuadratura (racional) de tipo
interpolatorio. Para obtener más información técnica sobre los aproximantes
(multipuntuales) de Padé el lector puede leer la introducción de la sección 4.1,
y el caṕıtulo 9 de [159].

Entre los numerosas publicaciones que tratan el tema de los AP hemos in-
cluido en la bibliograf́ıa algunas de carácter básicamente teórico tales como
[5, 13, 42, 44, 45, 59, 96, 102, 103, 104, 108, 119, 120, 121, 123, 141, 151, 153,
154, 161], y otras concernientes a los aspectos numéricos(59 [52, 109, 110, 245].
Sobre la relación existente entre los AP y los polinomios ortogonales el lector
puede comenzar su recopilación de datos consultando el caṕıtulo 7 de [12], sin
omitir la obra de Nikishin y Sorovkin [177], donde el lector podrá hallar una
magńıfica introducción a los aproximantes simultáneos de Padé. En estos ma-
teriales pueden encontrarse otros apuntes históricos y algunas aplicaciones.

Además de la conocida obra de Walsh [242] sobre aproximantes racionales
con polos prescritos, puede verse en [158] cómo este tipo de aproximantes se
utiliza para aproximar funciones transferenciales de sistemas dinámicos de di-
mensión infinita.

Aunque existe una fuerte relación entre la aproximación racional y la aproxi-
mación mediante splines en los espacios Lp, 0 < p < ∞, no le hemos incluido
en estas notas por razones de espacio. Los dos resultados básicos de esta teoŕıa
pueden verse en el libro de Lorentz [159], y en los art́ıculos [184, 185, 189].

En los párrafos subsiguientes se ofrecerá un breve recorrido sobre la teoŕıa
de la integración numérica, incluyendo algunos resultados que muestran las co-
nexiones con la aproximación racional.

1.2.3. La integración numérica

Sea f : I → R una función integrable Riemann con respecto a una función
no decreciente α, también definida sobre el intervalo real I.

El problema de calcular aproximadamente la integral
∫

I f dα, puede ser re-
suelto mediante el método aproximado de cuadraturas, cuya formulación se
muestra a continuación.

En(f) =

∫

I

f(x) dα(x)−
n∑

k=1

λkf(xk). (1.77)

Los coeficientes λk son escalares reales o complejos, mientras que los nodos xk

pertenecen al intervalo I o a una región D del plano complejo con D ⊃ I. Gene-
ralmente los nodos y coeficientes se seleccionan atendiendo a algún criterio de

59Fiabilidad, estabilidad, precisión, eficiencia, uso de la memoria y generalidad.
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error establecido de antemano.
La fórmula (1.77) es interpolatoria o de interpolación si En(p) = 0 para to-

do polinomio p cuyo grado no sobrepasa un cierto número natural r. Decimos
entonces que (1.77) tiene grado de exactitud r.

Las fórmulas del paralelogramo, el trapecio y de Simpsom son ejemplos bien
conocidos de fórmulas de cuadratura de tipo interpolatorio.

Si el intervalo I es acotado, este criterio de exactitud se corresponde con la
posibilidad de aproximar uniformemente cualquier función continua por medio
de polinomios algebraicos. En el caso no acotado, es decir, cuando I tiene ex-
tremos a y b, a < b, y a = −∞ ó b = +∞, el concepto de exactitud polinomial
requiere adicionalmente de la finitud de todos los momentos cν =

∫
I xνdα(x).

Si pn es el polinomio de Lagrange de grado ≤ n−1, que interpola a la función
f en los puntos xk, k = 1, ..., n, entonces la sucesión

n∑

k=1

λkf(xk) =

∫ b

a

pn(x) dα(x), n ∈ N, (1.78)

define en (1.77) una fórmula de interpolación con grado de exactitud no menor
que rn = n− 1. En este caso los coeficientes se calculan mediante la fórmula

λk =

∫ b

a

qn(x)

q′n(xk) (x− xk)
dα(x), (1.79)

con qn(x) =
n∏

j=1

(x− xj); o mediante el sistema

n∑

k=1

λkx
m
k =

∫ b

a

xm dα(x), n ∈ N, m = 0, 1, ..., n− 1. (1.80)

A los efectos del cálculo numérico, el sistema (1.80) es más apropiado que la
fórmula (1.79).

En lo que sigue nos referiremos siempre al intervalo de integración [−1, 1], ya
que mediante el cambio de variable u = (b−a)x/2+(a+ b)/2 podemos obtener
de nuevo a la integral sobre [a, b].

Otra forma de definir la exactitud de la fórmula (1.77), consiste en asegurar
que

ĺım
n

En(p) = 0, (1.81)

para todo polinomio p.
Un planteamiento más flexible de la fórmula (1.77), que usaremos en lo que
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sigue, se obtiene si consideramos las siguientes tablas triangulares

X = {xn,k; k = 1, ..., n, n ∈ N}, Λ = {λn,k; k = 1, ..., n, n ∈ N},
de nodos y coeficientes respectivamente.

La exactitud algebraica es en general más exigente que la exactitud en el
ĺımite (1.81). Por otra parte, si rn es la sucesión de exactitudes algebraicas de
(1.77), es relativamente fácil ver que si

sup
n

n∑

k=1

|λn,k| < ∞, y ĺım
n

rn = ∞,

entonces ĺım En(f) = 0, para toda f ∈ C[a, b].

Fórmulas de Newton-Cotes.

Los nodos equidistantes, a pesar de no producir en general métodos discretos
eficientes, son utilizados en el diseño de los métodos de cuadratura numérica
que reciben el nombre de “Newton-Cotes”. Para hallar la forma general de es-
tas reglas de integración consideremos para cualquier natural n ≥ 1, el llamado
paso h = (b−a)/n, y la tabla xn,k = a+kh, k = 0, 1, ..., n, asociada al intervalo
[a, b].(60 La consideración de estas tablas uniformes tiene ciertas ventajas, ya
que con ellas se facilita el diseño de esquemas anidados y de fórmulas com-
puestas. Además, resulta más simple la aplicación o deducción del método de
extrapolación de Richardson.

Mediante el cambio de variable x = x0 + sh, dx = hds, aplicado a los poli-
nomios lk(x) definidos en (1.14), se obtiene

Lk(s) =
s(s− 1)...(s− k + 1)(s− k − 1)...(s− n)

k(k − 1)...(1)(−1)...(k − n)
,

de modo que si p es el polinomio de Lagrange (1.15) resulta
∫ b

a

p(x)dx = (b− a)
n∑

k=0

Cn,kp(xn,k), (1.82)

donde los coeficientes

Cn,k = (1/n)

∫ n

0
Lk(s)ds,

reciben el nombre de “números de Cotes”, y satisfacen (ver [82])

Cn,k = Cn,n−k,

n∑

k=0

Cn,k = 1.

60Se trata de una fórmula cerrada. La versión “abierta”tiene lugar para k = 1, ..., n− 1.
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Si consideramos el caso n = 2 obtenemos a la fórmula de Simpson.
∫ b

a

f(x)dx ≈ (b− a)

(
1

6
f(x2,0) +

4

6
f(x2,1) +

1

6
f(x2,2)

)
,

mientras que para n = 1 obtenemos los coeficientes C1,0 = C1,1 = 1/2, de la
conocida fórmula de los trapecios.

La manera tradicional de estimar el error asociado a fórmulas interpolatorias,
consiste en asumir la existencia de las derivadas del integrando f hasta un orden
mayor que el de la cuadratura, y entonces utlizar la fórmula de Taylor con resto.
Por ejemplo, si se trata de la fórmula de Simpson aplicada a n subintervalos,
podemos considerar que f ∈ C4[a, b] para obtener que (ver [82])

|En(f)| ≤ (b− a)
h4

180
‖f (4)‖∞.

El uso de las derivadas de orden superior en la obtención de estimados
superiores, impone exigencias de tipo estructural que obviamente no todas las
funciones integrables satisfacen. Para fórmulas compuestas de Newton-Cotes,
Popov [188] obtuvo estimados generales del error en términos del módulo de
suavidad definido con diferencias k-ésimas. Resultados de este tipo también
pueden verse en [131], donde se generalizan estimados clásicos del error para
fórmulas como la de los trapecios, válidas para cualquier función de Lp definida
donde quiera.

Fórmulas de Gauss.

El problema de hallar la tabla de nodos X en la fórmula (1.77), para obtener
el grado máximo de exactitud, fué resuelto por Gauss [86, 87] a principios
del siglo XIX, al demostrar que estos son los n ceros del enésimo polinomio
ortogonal asociada a la distribución dα(x). El caso más general, con nodos
múltiples, fué investigado por Tschakalov [233] en 1954.(61

El método de Gauss ha sido uno de los principales métodos numéricos para
calcular integrales con singularidades. El procedimiento en términos generales
es el siguiente. Sea

∫ 1
−1 g(x)dx la integral cuyo valor tenemos que aproximar.

El integrando se descompone en dos factores g(x) = f(x)w(x); donde f es
una función continua, y w contiene las singularidades de g, que asumiremos
sin perder generalidad, que están situadas en los extremos del intervalo de
integración. Ahora calculamos los ceros de los polinomios ortogonales respecto

61Un tratado clásico sobre polinomios en la circunferencia unidad e intervalos acotados es el de G. Szëgo [228].
El caso relativo a intervalos no acotados puede verse en Freud [79]. El trabajo referativo de Gautschi [89] es
uno de los más completos sobre las cuadraturas de tipo Gauss, aunque sólo abarca el peŕıodo 1965-1980.



Sección1.2. Resultados y ĺıneas de investigación 63

a la distribución de medida dα = wdx, y mediante el sistema (1.80) obtenemos
los coeficientes λn,k, k = 1, ..., n, n ∈ N, de la fórmula (1.77).(62

Las fórmulas de cuadratura gaussianas son especialmente eficientes al ser
aplicadas a integrandos anaĺıticos. Es decir, cuando consideramos uno de los
dos siguientes casos:

1. la función f del párrafo anterior es una función anaĺıtica en los puntos de
(−1, 1), y tiene singularidades en alguno de los extremos del intervalo,(63

2. la función f es anaĺıtica en una región abierta y simplemente conexa G del
plano complejo, que contiene a [−1, 1].

El primer caso, que incluye a los espacios Hp, 1 ≤ p ≤ ∞, aparece estudiado
en [7, 8, 17, 28, 125, 149, 150, 174], mientras que el segundo, que representaremos
por f ∈ A(G), puede verse en [118, 121, 123, 128, 183, 202, 203, 204].

¿Cómo medir la eficiencia de las cuadraturas gaussianas al ser aplicadas a
funciones anaĺıticas? Petras [183] ha respondido a esta pregunta comparando
la velocidad de convergencia de las cuadraturas gaussianas con la velocidad
de las fórmulas óptimas del tipo de Bahvalov [10], cuya forma está dada a
continuación.

SB
n (f) =

m∑
ν=1

(aν<f(xν) + bν<f ′(xν) + cν=f(xν) + dν=f ′(xν))+

+
n∑

ν=m+1

(aν<f(xν) + bν<f(xν) + cν=f(xν) + dν=f(xν)), (1.83)

donde f ∈ A(G), x1, ..., xm son números reales y xm+1, ..., xn, al igual que los
coeficientes aν, bν, cν, y dν, ν = 1, ..., n, son números complejos. Para obtener
(1.77) basta poner n = m, bν = dν = 0, y aν = cν.

En [183] se concluye que las fórmulas gaussianas son asintóticamente ópti-
mas cuando son aplicadas a funciones abundantemente anaĺıticas, es decir,
f ∈ A(G), siendo G el interior de una región conformemente equivalente a
una elipse.(64

En efecto, para precisar comencemos considerando la condición de optimal-
idad para las fórmulas del tipo (1.83). Es decir, dado el error en la clase A(G),

62Existen procedimientos bastante generales para calcular los ceros de los polinomios ortogonales respecto a
una medida dada.

63Si no se dice lo contrario, a lo largo de este libro entendemos por singularidad de una función f , un punto
donde f no admite prolongación anaĺıtica.

64Hay que agregar algunas hipótesis adicionales según [183].
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definido por

E(SB
n , A(G), α) = sup

‖f‖G≤1, f∈A(G)

∣∣∣∣
∫ 1

−1
f(x)dα(x)− SB

n (f)

∣∣∣∣ , (1.84)

donde ‖f‖G = supz∈G |f(z)| y SB
n (f) está dada por (1.83), se considera el ı́nfimo

de (1.84) para todas las posibles cuadraturas (1.83) de orden n. Es decir

En(A(G), α) = inf
SB

n

E(SB
n , A(G), α).

La sucesión de pérdidas de una cuadratura particular Sn se define como

P(Sn, A(G), α) =
E(Sn, A(G), α)

En(A(G), α)
, n ∈ N.

Se dice que una sucesión de cuadraturas (Sn) está cercana al óptimo si la
sucesión de pérdidas P(Sn, A(G), α), está acotada.

En [183] se demuestra que las cuadraturas gaussianas están cercanas al ópti-
mo para f ∈ A(G), en el sentido dado en el párrafo anterior, cuando G es el
interior de una elipse cuyos focos coinciden con los extremos del intervalo.

Diversos resultados sobre el orden de convergencia del error |En(f)| para
fórmulas gaussianas pueden hallarse en [63, 80, 90, 121, 118, 142, 198, 199, 200].

Uno de los más significativos inconvenientes de las fórmulas gaussianas es la
propiedad de que los nodos xn,k se entrelazan al variar n [79, 228]. Es decir, entre
xn,k y xn,k+1 hay un único nodo xn+1,j, con lo cual se hace imposible el diseño, al
menos de forma directa, de un método anidado con fórmulas gaussianas.(65 Sin
embargo, la llamada fórmula de Gauss-Kronrod es un modelo basado en la regla
de Gauss de orden n, que mejora los resultados obtenidos por ésta al permitir
el cómputo de una segunda aproximación de orden 2n+1, que sólo utiliza n+1
valores funcionales nuevos. Las ventajas económicas de éstas fórmulas las han
convertido en la base de muchas rutinas de cuadratura con posibilidades prácti-
cas de estimar el error. La bibliograf́ıa sobre las cuadraturas de Gauss-Kronrod
es muy extensa por lo que nos limitamos a citar el art́ıculo de Ehrich [73] y la
recopilación de Gautschi [89].

El siguiente resultado clásico nos muestra que la exactitud en el ĺımite tiene
lugar para las cuadraturas de Gauss, aplicadas a una amplia clase de funciones.

Teorema de Stieltjes [221]
El error En(f) para cuadraturas de tipo Gauss converge a cero (n → ∞) para
toda función continua sobre [a, b].

65Los métodos o algoritmos anidados permiten ahorrar tiempo y memoria porque utilizan los cálculos efec-
tuados en los pasos anteriores.
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El teorema de Stieltjes expresa que las medidas atómicas

λn :=
n∑

k=1

λn,kδxn,k
,

concentradas en los nodos de la fórmula gaussiana, y con los coeficientes posi-
tivos λn,k, dados por las fórmulas (1.79) y (1.80), convergen débilmente a dα.(66

Lo cual equivale a la convergencia fuerte (1.76) dada por el teorema de Markov
(ver la página 55, y la teoŕıa del caṕıtulo 4).

El principio de las fórmulas de Gauss puede ser extendido a sistemas li-
nealmente independientes de funciones no polinomiales(67 U = {u1(t), u2(t), ...},
t ∈ I (I ⊂ R es un intervalo), de modo que U tenga envoltura lineal densa en
un espacio de funciones adecuado. Ya Stieltjes [222] en 1884 hab́ıa propuesto el
esquema de exactitud máxima para las funciones

ur(x) = xα(r), 0 ≤ α(1) < α(2) < ...,

sobre [0, 1]. El planteamiento general de este problema consiste en conseguir la
integración exacta de tantas funciones u ∈ U como sea posible. Si las primeras
2n funciones uj hacen exacta la fórmula decimos entonces que se trata de una
fórmula gaussiana respecto al sistema U (ver [89]). Un caso especialmente im-
portante es cuando consideramos que las uj son funciones racionales. Para este
esquema racional hay dos enfoques diferentes en general, que están excelente-
mente tratados en [53, 57, 236].(68

En general el comportamiento asintótico de la distribución de los puntos
xn,k, 1 ≤ k ≤ n, cuando n → ∞, está descrito en [25, 26] en el caso de fórmu-
las interpolatorias convergentes para toda función continua, no necesariamente
gaussianas. Para explicar con precisión estos resultados consideremos a la suce-
sión de probabilidades atómicas

µn :=
1

n

n∑

k=1

δxn,k
,

donde δx0
es la delta de Dirac en x = x0, y µn tiene masa 1/n en cada punto

xn,k. En [25] se demuestra que para fórmulas interpolatorias, convergentes para
toda función continua en [−1, 1], se cumple que

dµn(x)
∗→ 1

2
(v(x)dx + dν(x)),

66Se demuestra que λn,k > 0.
67Polinomios generalizados.
68Ver la página 68
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donde

v(x)dx =
1

π
(arcsen x)′dx =

dx

π(1− x2)1/2 ,

y ν es una medida de probabilidad arbitraria sobre [−1, 1].
Los ejemplos más conocidos de fórmulas de cuadratura, convergentes para

todo integrando continuo, cumplen que ν ≡ 0.
En [24] se prueba la existencia de cuadraturas interpolatorias convergentes

cuyos nodos tienen una distribución asintótica prefijada. La demostración de
este resultado se basa en la teoŕıa de los polinomios ortogonales respecto a me-
didas variantes [104, 154, 156].

Sobre la construcción de ejemplos de funciones continuas o anaĺıticas para las
cuales la fórmula interpolatoria de Newton-Cotes diverge, pueden consultarse
[166] y la bibliograf́ıa que contiene.

Sea ahora un espacio seminormado X, cuyos elementos son funciones que
cumplen los requisitos de la fórmula (1.77), y supóngase además que los fun-
cionales lineales Sn y L son continuos. El error de la fórmula (1.77) en el espacio
X, está dado por

En(X) = sup{|En(f)|, ‖f‖ ≤ 1} = ‖L− Sn‖. (1.85)

Uno de los problemas asociados a (1.85) consiste en probar la existencia de
coeficientes y nodos de modo que En(X) sea el menor entre todas las posibles
elecciones del funcional Sn, manteniendo fijo el orden n. Tales cuadraturas ex-
tremales son llamadas “óptimas 2su estudio parece haber sido iniciado al final
de la década de los años cincuenta.(69

El problema extremal relativo a la fórmula (1.77) y al espacio X ha sido
planteado principalmente en los siguientes casos: X = W q

r es el espacio de
Sobolev de la funciones f , con derivada f r−1 absolutamente continua y tal que
f r ∈ Lq ([30, 31, 35, 36, 145]); cuando X = H, es un espacio de Hilbert de
funciones anaĺıticas ([17, 202, 203, 204, 10]); y para X = Hp, 1 ≤ p ≤ ∞
([7, 8, 17, 27, 33, 149, 150, 174]).

La mayoŕıa de los resultados obtenidos en esta ĺınea son relativos al pro-
blema de la existencia y unicidad de los nodos y coeficientes óptimos ([8, 17,
32, 33, 35, 111, 179]); a las propiedades de estos últimos ([149, 202, 203]); y a
los teoremas de representación para el error óptimo y su orden de convergencia
a cero ([7, 8, 27]).

69El libro de Nikolski [179] es un clásico de la literatura matemática sobre cuadraturas. La cuarta edición,
traducida al castellano, contiene un apéndice de N.P. Korneichuk sobre cuadraturas extremales. Ver también
[211, 178].



Sección1.2. Resultados y ĺıneas de investigación 67

Un resultado exacto, de gran valor teórico, lo constituye el siguiente debido
al matemático sueco J. E. Andersson [7].(70

Teorema de Andersson Para f ∈ Hp, p > 1, sea la fórmula de cuadratura
siguiente

Sn(f)−
∫ 1

−1
f(x) dx = En(f),

donde

Sn(f) =
k∑

i=1

mi∑

j=1

aijf
(j−1)(zi).

Entonces

ĺım
n

(inf {|En(H
p)|, Sn})1/

√
n = exp

(
− π√

q

)
, (1.86)

donde q = p/(p− 1).

Nótese que si dµ = χ[−a,a]dx, 0 < a < 1, se deduce de [121] que

ĺım sup
n

(inf {|En(H
p)|; Sn})1/n ≤ exp

(
− 2

Ca

)
, (1.87)

para todo p, 1 ≤ p ≤ ∞, donde Ca es la capacidad logaŕıtmica del condensador
plano (|z| = 1, [−a, a]). Este tipo de problema está tratado en la proposición
2.3.1 (página 108) y en el teorema 4.1.6 (página 181).

Salta a la vista el grado de coincidencia que hay entre (1.86)-(1.87) y los
resultados expuestos en la primera parte sobre la aproximación racional de
funciones.

La demostración de (1.86) está basada en gran parte en el siguiente teorema
de representación [27, 150]

inf
Sn

|En(H
p)| = inf

Bn

sup
‖f‖p≤1

∣∣∣∣
∫ 1

−1
f(x)Bn(x) dx

∣∣∣∣ , (1.88)

donde f ∈ Hp , p > 1, ‖f‖p es la norma de f en el espacio Hp y el ı́nfimo se
toma sobre todos los productos de Blaschke Bn de orden n.

La igualdad (1.88) jugó un papel muy importante en el estudio de las fórmulas
óptimas de cuadratura en los espacios Hp, p > 1, que excepto para p = 2, no
son isométricamente isomorfos al espacio dual.

Las investigaciones sobre las fórmulas óptimas en el espacio H∞ comenzaron
a principios de los 70 con Bojanov [27]. En el caso general de los espacios Hp,

70En esta dirección también debe consultarse [8].
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1 < p ≤ ∞, Loeb y Werner [150], usaron (1.88) y la técnica desarrollada por
Newman [172] para obtener estimados superiores del error óptimo.(71

Newman [174] por su parte modificó aspectos de su primer trabajo [172] para
mejorar los estimados hallados por Loeb y Werner.

Uno de los aspectos más significativos de esta breve historia- sólo duró seis
años- es que Andersson [7] renunció parcialmente a la ingeniosa técnica de
Newman, y probó el resultado exacto (1.86) al reducir el cálculo del estimado
superior del error óptimo a un problema propio de la aproximación racional. La
teoŕıa de los AMP utilizada por Andersson, a la cual llega por la v́ıa del núcleo
de Cauchy, se debe a A. Gonchar y G. López [104].

La relación existente entre las fórmulas de cuadratura y la aproximación
racional, establecida por medio del núcleo de Cauchy, es el tema central del
caṕıtulo 4 de esta monograf́ıa, el cual a su vez está basado en los art́ıculos
[126, 127, 120, 123] de López Lagomasino y el autor. Esta conexión, que ya
hab́ıa sido considerada por Gauss [87] en 1814, aparece mencionada en [215],
en el contexto del llamado problema de momentos. En [90, 107, 108, 120, 121]
se muestran algunas de sus posibles aplicaciones en la obtención de resultados
teórico experimentales de la integración numérica. En la última década del siglo
XX se publicaron trabajos como [53, 54, 55, 56, 57, 134], en los cuales se utiliza
al núcleo de Cauchy para conectar a los polinomios de Laurent(72 con ciertas
fórmulas racionales de cuadratura naturalmente asociadas a los primeros.

Una presentación aparte merece el problema de aproximar integrales respecto
a medidas complejas. En ([107], 1995) se considera a la siguiente integral.

I(f) :=

∫ 1

−1
f(x) ω(x) dx, (1.89)

donde ω es una función de valores complejos que satisface
∫ 1

−1
|ω(x)| dx = M < ∞,

y la función f es anaĺıtica sobre una vecindad del intervalo [−1, 1].
El problema de aproximar (1.89) ya hab́ıa sido considerado bajo severas res-

tricciones por Nuttall y Wherry [182] en 1978, de modo que los pesos del tipo

ω(x) = (1− x)α(1 + x)β, α, β ∈ C; Re α, Re β > −1, (1.90)

no hab́ıan sido incluidos en su totalidad. Uno de los propósitos de [107] ha
sido el diseño de cuadraturas racionales de interpolación con nodos múltiples,

71Básicamente el lema de Newman (pag. 37).
72Este es un esquema lineal de funciones racionales.
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asociadas a los ATP, para las cuales se garantiza convergencia respecto a los
pesos (1.90).

El tratamiento dado por [236] a las fórmulas de cuadratura racionales de
interpolación permite apreciar algunos aspectos anatómicos que diferencian a
estas últimas de las conocidas polinomiales. Consideremos el problema de a-
proximar al valor de la integral (1.89) siendo ω(x) una función de peso, positiva
casi donde quiera sobre [−1, 1]. La base de interpolantes consiste ahora en la
sucesión

1

1 + t1x
,

1

1 + t2x
, ...,

1

1 + tnx
, ...., (1.91)

donde t1, t2, t3, ... son parámetros pertenecientes al intervalo abierto (−1, 1).
Expongamos los dos enfoques diferentes que ofrece [236] para seleccionar a

los nodos de interpolación.(73 Elijamos para el primer caso como nodos a los
ceros de la función ortogonal rn+1 que se obtiene ortogonalizando al sistema
(1.91) respecto al producto escalar

( f , g ) =

∫ 1

−1
f(x)g(x)ω(x)dx. (1.92)

A la fórmula interpolatoria obtenida por esta v́ıa se le llama cuadratura orto-
gonal. El segundo punto de vista considerado en [236] consiste en seleccionar los
nodos de manera que la cuadratura tenga el mayor grado de exactitud posible.
Es decir, la siguiente igualdad

∫ 1

−1
φk(x)ω(x)dx =

n∑
i=1

βiφk(xi),

se verifica para el mayor valor posible del ı́ndice k. A este planteamiento se
le llama fórmula gaussiana. Para el caso polinomial ambos enfoques coinciden,
mientras que, para el sistema (1.91), estos enfoques dan lugar a fórmulas dife-
rentes.

Tal como se señala en [236], el planteamiento gaussiano generalizado puede
establecerse en términos de un sistema de Haar extendido(74 {φi : i = 1, ..., n}
sobre [−1, 1].

En [167], un art́ıculo posterior a [236], se muestra un tipo de cuadratura
racional de interpolación sobre [−1, 1] y respecto al peso 1/

√
1− x2, que son

73Que coinciden con los nodos de la cuadratura.
74Es aquél que cumple que cada combinación lineal φ =

∑n
i=1 aiφi tiene a lo más n − 1 ceros en [−1, 1],

contando sus multiplicidades.
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exactas para las funciones racionales siguientes(75

1

x− a1
,

1

(x− a1)2 , ...,
1

x− an
,

1

(x− an)2 , (1.93)

donde {ak}∞k=1 ⊂ R\[−1, 1].
Entre las caracteŕısticas más notables de las cuadraturas de Min [167] están

las siguientes:

1. No son cuadraturas gaussianas ni ortogonales (ver [236]).

2. Son positivas. Es decir, los coeficientes λk de las fórmulas son todos números
positivos.

3. Si ER
n (f) denota a la mejor aproximación de la función f por medio de com-

binaciones lineales de las fracciones 1/(x− ak), k = 1, ..., n, en el intervalo
[−1, 1], entonces el error E0

n(f) de la cuadratura

E0
n(f) :=

∣∣∣∣
∫ 1

−1

f(x)√
1− x2

dx− Sn(f)

∣∣∣∣ ,

satisface el siguiente estimado superior.

E0
n(f) = O(ER

n (f)).

El teorema siguiente caracteriza a la convergencia de las cuadraturas de [167].

Teorema 2.5 de [167]
Sea la sucesión {ak}∞k=1 ⊂ R\[−1, 1]. Si definimos {ck}∞k=1 por

ak = (ck + c−1
k )/2, |ck| < 1, k = 1, ..., n, (1.94)

entonces son equivalentes las siguientes proposiciones.

ĺım
n

Sn(f) =

∫ 1

−1
f(x)(1− x2)−1/2dx, para toda f ∈ C[−1, 1]. (1.95)

∞∑

k=1

(1− |ck|) = ∞. (1.96)

Hagamos una breve comparación entre las cuadraturas racionales de interpo-
lación del subeṕıgrafe 2.3.2 y las cuadraturas de [167]. La primera observación
es que las cuadraturas de Newman-Gonchar, estudiadas en la subsección 2.3.2,
no son positivas. Señalemos también que la condición (1.94), satisfecha por las
cuadraturas de [167], es sustituida en el apartado 2.3.2 por la simetŕıa respecto

75Sobre la densidad del sistema (1.93) consultar [1, 168].
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a una circunferencia entre nodos y polos. Por último, la condición de conver-
gencia (2.63), establecida para las cuadraturas racionales de esta monograf́ıa, es
similar a (1.96), pero la primera sólo garantiza la convergencia para integrandos
de la clase Hp.

Aunque el modelo de las fórmulas de integración de la subsección 2.3.2
está orientado al cálculo numérico, es indudable que también tiene interés teóri-
co en la misma dirección que Min [167].

La formulación que hemos presentado en la sección 4.1 fue estudiada por
López Lagomasino y el autor en [120, 121, 123], y está más cercana a la teoŕıa
de los polinomios ortogonales y la aproximación multipuntual de Padé que la
dada en [236]. En los métodos de integración numérica de la sección 4.1 se fi-
ja el número n de fracciones (1.91) y se consideran los polinomios ortogonales
respecto al peso o medida modificada.

Sobre la conexión existente entre las fórmulas de cuadratura y los aproxi-
mantes multipuntuales de tipo Padé, puede verse también [108]. Respecto al
tema general de la integración numérica de tipo racional pueden también con-
sultarse otros t́ıtulos como [42, 91].

Las fórmulas de cuadratura han sido también vinculadas con la aproximación
mediante splines. No nos extenderemos en esta ĺınea de trabajo que el lector
puede ver en [34, 149].

La teoŕıa sobre el problema de momentos ha desempeñado un importante
rol en el estudio de las cuadraturas numéricas que aproximan integrales sobre
intervalos no acotados. El caṕıtulo 3 de [79] y [56] están dedicados a este tema
en el caso de cuadraturas polinomiales positivas sobre la recta real, exactas en
el infinito, y definidas para funciones dominadas por polinomios que son inte-
grables en el sentido de Riemann Stieltjes.

La integración numérica se ha estudiado desde otros puntos de vista. Por
ejemplo, la consideración de las sucesiones

Sn(f) =
n∑

k=1

λn,kf(xn,k),

ha conducido al estudio de las tablas infinitas (ver [79, 120, 195])

Λ = {λn,k} y X = {xn,k}.
El tema de la complejidad de las fórmulas de integración numérica es tratado

en [66], donde se da a éste un tratamiento matemático conceptual, y se discute
la relación existente entre el coste computacional y la exactitud algebraica.

Consideremos por último a las fórmulas de cubatura. Estas son fórmulas
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espećıficas para el cálculo aproximado de integrales dobles, que han sido parti-
cularmente estudiadas en los últimos años. En el contenido de la sección 4.1 de
esta monograf́ıa, hemos incluido a estas fórmulas como un caso particular de
nuestra teoŕıa. Sobre este tema pueden consultarse [30, 201, 181].

1.3. Las singularidades y los problemas singulares

En el ámbito de las matemáticas es frecuente el uso de los términos “sin-
gular”, “singularidad”, “singularidad débil”, etc. En bien sabido que no existe
una definición general, que abarque todos los posibles significados que estos
términos tienen en las diferentes ramas de la matemáticas. Cuando hablamos
de singularidades, del punto singular de una función, o de un problema singular,
estamos apelando a un contexto. Nosotros, en lugar de preocuparnos por emitir
definiciones generales de dudosa utilidad, trataremos de reconocer la existen-
cia de ciertas caracteŕısticas en la estructura de las funciones, y clasificarlas
para su estudio. Algunas de estas propiedades singulares, que también debemos
asociar a la geometŕıa de las regiones involucradas, afectan de manera adver-
sa al desarrollo de los procesos que conducen a la solución de los problemas,
y con frecuencia se localizan en algunos puntos y zonas. Por tanto, dado un
problema, una de las principales tareas consiste en diseñar o elegir adecuada-
mente un método de solución que ofrezca información sobre las incógnitas con
una eficiencia aceptable, teniendo en cuenta el papel que juegan estos puntos o
configuraciones geométricas excepcionales. La gran variedad de problemas sin-
gulares y las dificultades que conlleva obtener su solución, hacen que su estudio,
además de atractivo, se convierta en un reto. Actualmente se produce mucha
literatura sobre este tema, y es creciente la cantidad de investigadores e inge-
nieros que están interesados en el desarrollo de nuevas técnicas que permitan
abordar la solución de estos problemas ([246]).

En el terreno del análisis numérico la palabra “singularidad”está asociada
al mal acondicionamiento de un método de solución o de un algoritmo. En nu-
merosos casos es teóricamente previsible el mal acondicionamiento de un método
o algoritmo, como ocurre por ejemplo con el cálculo de la ráız cuadrada de un
número positivo muy cercano al cero. El análisis numérico no sólo se encarga
de explicar las discrepancias entre los resultados exactos y aproximados. Tam-
bién tiene tareas de diseño que permiten conciliar los resultados de la teoŕıa
de la aproximación y el álgebra matricial con las exigencias de la simulación
numérica. Cada método numérico tiene previsto un ámbito D de datos dentro
del cual debe funcionar y ofrecer los resultados esperados. Sin embargo, o bien
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estos métodos no funcionan en algunas zonas interiores de D, o descubrimos
que además funcionan en zonas exteriores no previstas en la teoŕıa. Como un
caso especial mencionemos a los métodos de cuadratura numérica.(76 Si µ es
una medida finita y positiva sobre los conjuntos de Borel de un intervalo [a, b],
entonces se demuestra que algunas fórmulas de integración, por ejemplo las
gaussianas, convergen para toda función continua en este intervalo.(77 Sin em-
bargo, es fácil definir funciones continuas para las cuales no es posible obtener
resultados numéricos aceptables. En efecto, existen funciones f ∈ C∞[a, b], cuyo
soporte está contenido en el intervalo (α, β), siendo α y β, a < α < β < b, dos
números consecutivos del ordenador, y tal que la integral

I(f) =

∫ b

a

f(x) d(x),

tiene un valor positivo muy grande. Es evidente que Q(f) = 0 ¿ I(f) cualquiera
sea el método numérico Q(·) que utilicemos.(78

Un caso particular muy simple es el de la integral impropia siguiente.

∫ 1

0

dx

x0,99 = 100. (1.97)

La integral (1.97) tiene aproximadamente el 80 % de su masa concentrada
en el intervalo (0, 1/4909093465), a la cual no es fácil acceder, aún utilizando
esquemas adaptables. Es obvio que x = 0 es una singularidad del integrando.
Una integral propia como ∫ 1

e−10

dx

x
= 10, (1.98)

tiene caracteŕısticas parecidas a las dadas en (1.97), pero el integrando de (1.98),
a diferencia de (1.97), es una función con abundante analiticidad en el intervalo
de integración. Para este tipo de función los esquemas polinomiales de inte-
gración pueden aspirar teóricamente a converger con una velocidad geométrica.
Sin embargo, la presencia de un polo en el integrando, peligrosamente cerca del
intervalo de integración, dificulta la obtención de resultados numéricos satisfac-
torios. El uso de métodos adaptables es inevitable en este caso.(79 Puede verse
fácilmente que la correspondencia entre los datos y los resultados, en este caso

76Ver los comentarios sobre el ejemplo 2.80 en la página 122.
77Ya se conoce cuáles son estas cuadraturas convergentes para toda f ∈ C[a, b] y dµ = dx. Ver [24, 25].
78El śımbolo a ¿ b significa que b es “significativamente”mayor que a.
79Basados en fórmulas compuestas, consisten en la modificación manual o automática del criterio de subdivisión

del intervalo, según el comportamiento experimental del error.
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entre los valores del ĺımite inferior x, 0 < x < 1, y el valor y de la integral (1.99)
∫ 1

x

dt

t
= y, (1.99)

tiene como derivada a dy/dx = −1/x, lo que prueba el mal acondicionamiento
para |x| muy pequeño. El cero es, sin lugar a dudas, un punto conflictivo o
una singularidad para el problema (1.98), porque influye negativamente en la
calidad de los resultados numéricos, a pesar de la abundante analiticidad de la
función integrando.

En la subsección 2.3.3 se muestra una clasificación (no exhaustiva) de las
principales singularidades que aparecen en la integración de funciones.

Para abordar el tema de las singularidades que presentan las regiones aten-
diendo a las caracteŕısticas de su frontera consideremos dos problemas de con-
torno. El siguiente problema tiene solución clásica.

Hallar una función armónica u(x, y) en la región

R = {(x, y); 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4},
tal que u(x, y) = 0 sobre ‖(x, y)‖2 = 1, y u(x, y) = 1 sobre ‖(x, y)‖2 = 2.

Sin embargo, el problema de Dirichlet no tiene solución si se trata de la
región

R′ = {(x, y); x2 + y2 ≤ 4, }\[−1, 1],

asumiendo que u(x, y) = 0 sobre el intervalo [−1, 1] y u(x, y) = 1 sobre la cir-
cunferencia de centro en el origen y radio r = 2.

Usando métodos tradicionales o aplicando el principio de Harnack a las solu-
ciones un(x, y) de una sucesión de regiones Rn, convenientemente elegida para
que Rn ↗ R′, puede llegarse a una solución para el segundo problema que de
cualquier modo no está definida en los puntos (−1, 0) y (1, 0), donde están pre-
cisamente localizadas las singularidades del problema.(80 La configuración de la
frontera de la región R, donde debe vivir la solución u(x, y) del problema de
contorno, puede restar regularidad desde el punto de vista teórico como es el
caso anterior. En general no está garantizada la estabilidad numérica, si para
un n suficientemente grande consideramos el problema relativo a alguna de las
regiones Rn que invaden a R′ en el ĺımite. Tenemos que enfrentar el problema
que consiste en construir las regiones Rn, y lograr que éstas se acerquen, cuando
n →∞, de una manera adecuada al intervalo [−1, 1]. En principio, el diseño de
las regiones Rn podŕıa hacerse de modo que éste abarque la solución de otros

80Además, ĺım u(x, y) = +1 o ĺım u(x, y) = −1, dependiendo de que los puntos (x, y) se acerquen al intervalo
(−1, 1) por el semiplano superior o inferior, respectivamente.
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problemas de contorno cuyas irregularidades en la frontera tengan similitudes
con las del caso anterior.

Los problemas establecidos en términos de ecuaciones en derivadas parciales
eĺıpticas están, muy frecuentemente, afectados por singularidades. Citemos, de
acuerdo con [246], algunas situaciones de tipo general que producen puntos
singulares.(81 Si Ω es la región donde debe estar definida la solución de nuestro
problema, los “puntos esquina”de su frontera ∂Ω pueden ser singulares, espe-
cialmente si se trata de una esquina cóncava. Cerca de este punto las derivadas
de la solución se hacen infinitas. Otra situación conducente a singularidades
es la imposición de diferentes condiciones de contorno. La intersección de es-
tos tramos de frontera puede ser también una singularidad, si en el ĺımite no
coinciden las funciones de contorno en este punto común. También es posible
que el problema de contorno simule la presencia de dos materiales diferentes
en el dominio. La zona de contacto entre las respectivas interfases deviene en
un conjunto de singularidades. Por último citemos los problemas de contorno
con dominio no acotado, para los cuales el infinito es siempre considerado de
antemano una singularidad.

En el tema de las ecuaciones diferenciales ordinarias nos encontramos que en
general los ceros del coeficiente an(x) de la ecuación diferencial

an(x)y(n) + ... + a1(x)y(1) + a0(x)y = F (x),

son también considerados puntos singulares.(82

La estrategia a seguir para el estudio sistemático de problemas con singulari-
dades contempla una definición precisa del tipo de singularidad cuya presencia
está prevista en los datos del problema, aśı como la estructura de las funciones
o regiones que las contienen.

Las secciones 1.2.2 y 1.2.3 muestran algunas direcciones de trabajo dentro
del tema de la aproximación de funciones que son anaĺıticas salvo en algunos
puntos de su dominio. Las mencionadas técnicas y resultados representan con-
tribuciones al tema de los problemas directos e inversos, cuando estos tienen
como datos funciones con ciertos tipos de singularidades. La teoŕıa expuesta
en esta monograf́ıa está dirigida hacia el uso del esquema racional de aproxi-
mación, para el diseño de métodos de solución de problemas con singularidades.
Las ĺıneas siguientes tratan brevemente acerca de las diferentes clases de pro-
blemas y los métodos generales para obtener la correspondiente solución.

81La influencia de las singularidades en el método de los elementos finitos puede verse en [117, 227].
82Sobre las singularidades en las ecuaciones diferenciales pueden consultarse [22, 6, 246].
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La Matemática Numérica clasifica a los problemas de acuerdo con la ecuación

Lx = y, (1.100)

donde L es un operador que actúa entre los espacios normados X e Y . Si L es
lineal existe a disposición de los especialistas una teoŕıa unificada, a diferencia
del caso no lineal que aún se basa en una teoŕıa fragmentada según el tipo de
operador L que se considere.

Si los datos sobre L y x están dados, y el término y (output), es la incógnita,
se clasifica el problema como directo. El cálculo de una integral definida o el
cálculo del valor de una función trascendente en un punto dado, son dos ejem-
plos t́ıpicos de problemas directos.

Hay dos grandes estrategias de solución para los problemas directos. El pro-
blema original Lx = y se discretiza y se convierte en Lxn = yn, n ∈ N, donde
xn converge en un sentido débil al vector x, y Lxn puede ser calculado mediante
rutinas sencillas.(83 La segunda estrategia de solución consiste en aproximar a
Lx mediante una sucesión Lnx.

Los problemas inversos consisten en hallar información acerca del vector
x, conociendo a L y a y. Estos son considerados los más importantes de la
Matemática Numérica. Son de este tipo las ecuaciones integrales y diferenciales,
y las ecuaciones algebraicas y trascendentes. Aqúı es también inevitable sub-
clasificar los problemas en lineales y no lineales, según el operador L cumpla o
no esta condición. La existencia del operador inverso L−1 nos garantiza la exis-
tencia y unicidad de la solución x pero, salvo el interés que puedan tener algunas
propiedades del mismo, es poco usado en la solución del problema (1.100).

La estrategia general de solución de un problema inverso consiste en construir
adecuadamente cierta sucesión de problemas

Lnxn = yn, n ∈ N, (1.101)

cuyas soluciones respectivas xn, deben tener como ĺımite, en algún sentido pres-
crito, a la solución del problema original. El operador Ln se define sobre Xn, y
toma valores en Yn, siendo ambos espacios normados de dimensión finita. En
general Xn no es un subespacio de X, por lo que es imprescindible definir un
procedimiento que permita construir a la solución definitiva x̃ ∈ X en términos
de xn ∈ Rn.

La siguiente desigualdad

‖xn − x‖ ≤ ‖L−1
n ‖ ‖yn − y‖, n ∈ N, (1.102)

83Aqúı decimos de una manera imprecisa que los aproximantes xn = xn(x), convergen débilmente a x, cuando
éstos en su diseño utilizan relativamente poca información acerca del ĺımite x.
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nos da la condición suficiente por excelencia que garantiza la convergencia del
método (1.101).

Teorema 1.3.1 Si el método (1.101) cumple las siguientes propiedades

1. L−1
n existe y es continuo para todo n ∈ N,

2. ĺımn yn = y,

3. supn ‖L−1
n ‖ < ∞,

entonces es convergente.

El lector puede apreciar que la prueba del teorema 1.3.1 es inmediata a partir
de (1.102), y que la propia desigualdad (1.102) no tiene sentido si no se verifica
la primera condición del teorema 1.3.1.

La tercera propiedad del teorema 1.3.1 es conocida como la estabilidad del
método (1.101).

La solución de (1.101) se reduce a la resolución de ciertas ecuaciones al-
gebraicas. La importancia del Álgebra Matricial Numérica radica en que son
pocos los problemas que al ser discretizados no se expresan en términos de la
solución de un sistema lineal de ecuaciones.

Finalmente, cuando el operador L es desconocido, hallar información sobre
el mismo es conocido como resolver un problema de identificación.

Los problemas de identificación, que en una primera etapa fueron clasificados
junto a los inversos, tienen caracteŕısticas especiales.(84 Generalmente están mal
planteados en el sentido de Hadamard, por lo cual su solución se establece en
términos de una condición optimal. El ajuste mı́nimo cuadrático de una recta a
una nube de puntos, pertenece a esta categoŕıa de problemas. En general ten-
emos el llamado criterio de error en la ecuación que se formula en términos
de obtener L0 tal que

‖L0x− y‖ = mı́n{‖Lx− y‖, L ∈ L},
donde L es el conjunto de parámetros seleccionado por el investigador y ‖ · ‖
es una seminorma correspondiente al tipo de información que se desea obtener
de la solución exacta. El resultado L0 se adopta como solución del problema
original.

En lo sucesivo llamaremos problema singular, a aquél cuya formulación con-
tiene datos en forma de funciones anaĺıticas en una región del plano, excepto
en conjuntos que pueden ser despreciados.(85 Generalmente las caracteŕısticas

84Consultar por ejemplo [14].
85Conjuntos de contenido, medida o capacidad cero.



78 Caṕıtulo 1. La aproximación de funciones

de los datos de un problema se trasmiten a la solución del mismo. Es por ello
que nuestro objeto de estudio es la aproximación racional de ciertas clases de
funciones anaĺıticas, que eventualmente están asociadas a los problemas que en
este libro hemos considerado singulares.

El siguiente problema de identificación puede ser resuelto mediante el método
de aproximación estudiado en el caṕıtulo 3 de esta monograf́ıa (ver [112]).

Un problema singular de identificación Sea la ecuación diferencial lineal
de segundo orden

w(2) + f w + F = 0, (1.103)

con valores frontera w(a) = wa, w(b) = wb. Los valores perturbados ŵ(ξk),
ŵ(2)(ξk), F̂ (ξk), k = 1, .., m; están dados como datos, y f es una función
anaĺıtica a tramos desconocida.

La componente espacial de la ecuación de ondas bidimensional tiene la forma
de (1.103) con f = k2 y F ≡ 0. Si sustituimos en (1.103) al parámetro k por
p/h y asumimos que p2/2m = T = E − V (x), donde m es la masa de una
part́ıcula, T es la enerǵıa cinética, E es la enerǵıa total y V (x) la enerǵıa
potencial, entonces obtenemos la ecuación de Schrödinger independiente del
tiempo. Lo anterior explica la costumbre de llamar potencial al coeficiente f de
la ecuación (1.103). El papel que desempeña la ecuación (1.103) en la f́ısica de
ondas aparece excelentemente explicado en el libro de Nettel [171].

La ecuación (1.103) se aplica en ingenieŕıa civil para calcular la deflección
w = w(x) de una viga de sección transversal rectangular que está sujeta por los
extremos y soporta una carga uniforme. En este caso

f = −S E−1 I−1, y F = −q x (x− l) 0,5(E I)−1,

donde esta letras representan las siguientes magnitudes.

x : distancia al extremo izquierdo de la viga.

l : longitud de la viga.

q : intensidad de la carga uniforme.

E : módulo de elasticidad.

S : fuerza por unidad de área en los extremos.

I : momento de inercia central.

Las condiciones de contorno w(0) = w(l) = 0 indican que no hay deflección
en los extremos de la viga.
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Cuando la viga es de grosor constante, la ecuación (1.103) es de coeficientes
constantes. Por tanto, atendiendo a la formulación polinomial del término F ,
es sencillo obtener la solución exacta. No obstante, en muchas aplicaciones el
grosor de la viga no es uniforme, lo cual se expresa diciendo que el momento de
inercia I, y por ende f , dependen de la variable x. La presencia de singulari-
dades en el coeficiente f se interpreta como la aplicación de fuerzas puntuales
sobre la viga. Los valores experimentales de w se pueden obtener en la práctica
mediante un instrumento llamado flexómetro.

Hallar información sobre el parámetro f , es un problema de identificación
con singularidades cuando se asume que el estado real de la naturaleza f , es una
función anaĺıtica en [a, b] salvo quizás en los puntos del conjunto {a, x1, ..., xν, b},
cuya localización exacta se desconoce. En principio, se dice que una solución
ha sido obtenida cuando alguna información espećıfica sobre f ha sido hallada,
especialmente aquella relacionada con las singularidades.

Las expectativas que razonablemente podemos establecer sobre la conducta
de los polos, cuando se consideran aproximantes óptimos, han sido tenidas en
cuenta al seleccionar un método racional en [112]. Por otra parte, el esquema a
tramos parece ser conveniente al tratar con funciones reales cuyas singularida-
des bajo interés están todas contenidas en el intervalo [a, b].

Si w es la solución de la ecuación (1.103), entonces podemos afirmar que la
siguiente igualdad

|w(f − fn,ν)| = |w(2) + wfn,ν + F |, (1.104)

es el v́ınculo entre [112] y la teoŕıa tratada en el caṕıtulo 3.
Más detalles sobre la solución numérica de la ecuación (1.103) pueden en-

contrarse en la subsección 3.4.2.
Otro ejemplo de problema de identificación lo encontramos en [65], donde

se presenta un problema no estacionario de propagación de ondas, con aplica-
ciones a la imagenoloǵıa médica y la exploración geof́ısica. El problema, en su
versión unidimensional,(86 consiste en considerar una barra o cuerda de longi-
tud L, cuyo velocidad de propagación del sonido depende de la localización.
Sea u(x, t) la medida de una perturbación en el momento t, localizada en x.
Entonces u satisface la ecuación siguiente

utt = c2(x)uxx, para 0 < x < L,

donde c(x) es la velocidad del sonido en el medio. Asumamos que el medio

86En [65] también aparece el planteamiento bidimensional.
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satisface

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ L, y ux(0, t) = f(t) para t > 0.

Adicionalmente supongamos que f(t) es de soporte compacto lejos del momento
t = 0, y que en la parte derecha se cumple una condición de contorno de
radiación

[ut − c(x)ux]|x=L = 0.

El anterior problema consiste en hallar la incógnita c(x).
El cálculo de una integral definida de una función f , respecto a una medi-

da positiva µ o una función de peso W , puede ser considerado un problema
con singularidades atendiendo a las caracteŕısticas del integrando. Un ejemplo
bastante estudiado es la integral de Riemann de una función con singularidad
logaŕıtmica:(87

f(x) = g(x) log(x2), x ∈ [−1/2, 1/2], g ∈ Ck[−1/2, 1/2].

Otro caso de integral singular es aquél con núcleo de Hilbert, como el que se
ofrece a continuación.

(Hf)(t) =

∫ 2π

0
w(τ)f(τ)cot

(
τ − t

2

)
dτ, t ∈ [0, 2π], (1.105)

donde w es una función de peso no negativa dada, de peŕıodo 2π, f es una
función periódica de peŕıodo 2π, y la integral (1.105) está dada en el sentido
del valor principal de Cauchy.(88 Las fórmulas llamadas de cuasi-interpolación
se aplican en el cálculo de (1.105), y han sido utilizadas por Jinyuan Du [133]
para ampliar las posibilidades prácticas de las cuadraturas de máxima exactitud
trigonométrica. Consultando las referencias de [133], el lector puede localizar los
principales resultados que se han publicado sobre la aproximación de integrales
con el núcleo de Hilbert, y sobre la solución de las correspondientes ecuaciones
integrales.

Dos amplias clases de problemas inversos muy estudiados, son las ecuaciones
integrales de Fredholm con singularidades débiles (ecuación (1.106), y las ecua-
ciones diferenciales cuyos coeficientes son de clase Cn, y anaĺıticas a tramos
[22]. En este libro sólo trataremos los primeros cuyo planteamiento se muestra
a continuación.(89

87Consultar [62].
88Ver el eṕıgrafe 3.2 de [89].
89Entre los numerosos tratados sobre las ecuaciones integrales pueden verse, por ejemplo, [11, 193].
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Un problema inverso singular Resolver la siguiente ecuación integral de
Fredholm de segunda especie no homogénea.

f(x) + λ

∫ b

a

K(x, y)f(y)dy = g(x), (1.106)

donde el núcleo K(x, y) tiene singularidades de una naturaleza dada en la dia-
gonal {(x, x); x ∈ [a, b]}, y λ es un valor regular.

En la subsección 2.3.6 se presentan algunos resultados numéricos, obtenidos
al tratar de resolver numéricamente las ecuaciones (1.106) mediante fórmulas
de cuadratura del tipo racional.

Otro grupo importante de problemas inversos lo constituyen las ecuaciones
integrales singulares de Cauchy, cuya forma general es la siguiente.

F (x, u(x)) +
b(x)

πi

∫ b

a

u(y)

y − x
dy +

∫ b

a

k(x, y)u(y)dy = f(x), x ∈ (a, b), (1.107)

donde F : [a, b] × R → R, b y f son datos, u es la incógnita, y la primera
expresión integral de (1.107) está dada en el sentido del valor principal.

Algunas contribuciones recientes sobre la solución de problemas del tipo de
(1.107), o de aproximación de integrales de Cauchy, pueden verse en [69, 70,
136, 137, 144]

1.4. Notas al lector

Este eṕıgrafe está dedicado a ofrecer al lector una explicación acerca de la
organización y el contenido de los restantes caṕıtulos.

En el caṕıtulo 2 demostramos varios teoremas directos para la mejor a-
proximación racional en la métrica del espacio Lp(µ), sobre el intervalo abierto
I0 = (−1, 1), a funciones definidas en I0 que admiten prolongación anaĺıtica a
la clase Hp, siendo µ una medida de Carleson.(90 En especial, los teoremas 2.2.1
y 2.2.2 son extensiones de los estimados dados por Gonchar en [97], mientras
que el teorema 2.2.4 muestra cómo introducir información respecto a la dis-
tribución µ, en el estimado del orden de convergencia de la mejor aproximación
racional.(91 El caṕıtulo finaliza con la acotación teórica del error de fórmulas
de cuadratura que siguen el esquema racional, y el planteamiento de algunos
criterios para el diseño numérico de estos métodos racionales.

Uno de nuestros principales objetivos al escribir esta monograf́ıa ha sido
90Sobre las medidas de Carleson puede verse la sección 1.1.6.
91El teorema 2.2.1 fue sugerido por V. A. Popov. Una primera versión de este resultado fue dada en [122].
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el de formalizar un concepto de cuadratura racional interpolatoria, que se co-
rresponda con intereses teóricos y experimentales suficientemente generales y
divulgar algunas de sus aplicaciones. Una versión de este concepto, no publicada
anteriormente, el lector la puede encontrar en el subeṕıgrafe 2.3.2 establecida
para intervalos acotados. El caso impropio de primera especie sobre el intervalo
[0, +∞[ aparece formulado en la página 110. Esta definición incluye un tipo de
fórmulas de cuadraturas que hemos llamado de tipo Newman- Gonchar, y que
son estudiadas en 2.3.1 mediante técnicas de la aproximación racional. En 2.3.3
mostramos cómo extender convenientemente estas fórmulas al ámbito numérico
experimental para lo cual establecemos un criterio de selección de los nodos,
que conserva las ideas básicas de la teoŕıa. Los resultados numéricos que se
muestran en este eṕıgrafe permiten apreciar mejor la naturaleza intŕınseca de
las cuadraturas racionales de interpolación.

El tema de la aproximación racional a tramos con nodos libres está desa-
rrollado en el caṕıtulo 3. La clase aproximada está constituida por funciones
continuas en un intervalo I, que además se prolongan anaĺıticamente al espacio
Hp en los intervalos Ik asociados a una subdivisión de I. Las singularidades
presentes en estas funciones tienen una caracteŕıstica común cuyo tratamiento
técnico se inició al estudiar Newman [172] en 1964, la velocidad de convergen-
cia racional a la función |x|. Sobre este tema el lector puede consultar también
([173], 1978), ([174], 1979) y ([175], 1981). En el caṕıtulo 3 abordamos técnica-
mente la solución de estos problemas con el estilo desarrollado por Gonchar [97]
en 1967. En esta parte hemos incluido el estudio del correspondiente modelo
discreto de aproximación, basado en modificaciones técnicas de la teoŕıa line-
al desarrollada en [63]; y hemos demostrado un resultado general relativo a la
atracción que ejercen las singularidades sobre los nodos óptimos, que se aplica
directamente a las funciones anaĺıticas a tramos, y puede servir de referencia
básica en la búsqueda de resultados más profundos. Hemos incluido algunos
resultados experimentales para que el lector pueda apreciar las posibilidades
prácticas de estos métodos.

Los resultados del caṕıtulo 3, cuyas demostraciones están parcialmente basadas
en la técnica del caṕıtulo 2, fueron considerados originalmente con el propósito
de resolver un problema de identificación con singularidades que fue planteado
durante los seminarios del año 1993, por un grupo de investigadores de la Fa-
cultad de Ciencias F́ısico Matemáticas de la Universidad Autónoma de Puebla,
PUE, Mexico.(92 No obstante, el objetivo básico de este caṕıtulo es seguir la
dirección de los trabajos de Szüsz, Turán y Szabados en la teoŕıa de la aproxi-

92Consultar la página 75 de la sección 1.2 y el art́ıculo [112].
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mación de funciones que tienen mejores propiedades en subintervalos que en
todo el dominio de definición. Los teoremas 3.2.1 y 3.2.3 se corresponden con la
teoŕıa de Szabados [223] para funciones anaĺıticas en el interior de Ik, mientras
que el teorema 3.2.2 sigue el estilo de los trabajos de Szüsz y Turán [229] cuan-
do tratamos de aproximar funciones que son anaĺıticas sobre la clausura de Ik,
k = 1, ..., ν. Los teoremas 3.2.1 y 3.2.2 permiten concluir que cuando tratamos
con funciones anaĺıticas a tramos, la aproximación racional por tramos es más
adecuada que el tradicional esquema racional de una sola pieza, especialmente
si tratamos de localizar singularidades mediante métodos de bajo costo.

El estimado de convergencia dado por el teorema 3.2.2 para los aproximan-
tes racionales a tramos, no representa una novedad teórica. De hecho, puede
demostrarse con una técnica muy simple, que los polinomios a tramos alcanzan
una velocidad de aproximación geométrica a funciones anaĺıticas a tramos. Sin
embargo, el teorema 3.2.2 muestra cómo la teoŕıa de Gonchar puede ser aplica-
da a la clase de las funciones anaĺıticas a tramos, considerando funciones que
se prolongan anaĺıticamente a discos cuyas intersecciones contienen a las singu-
laridades. Esta última clase se denota por Hν,ε y aparece definida en la página
131. Un resultado cuya validez conjeturamos, es que la distancia entre los nodos
del esquema racional a tramos y las singularidades de la función aproximada,
tiende a cero más rápidamente que en el caso polinomial a tramos.

La sección 4.1 comienza con la integración numérica sobre intervalos no aco-
tados respecto a integradores variantes. Este enfoque está presente en traba-
jos previos, realizados por el autor conjuntamente con G. López Lagomasino
en el año 1979. En esta parte establecemos un v́ınculo directo entre la inte-
gración numérica y la aproximación racional a través del núcleo de Cauchy
fz(x) = 1/(z − x). De esta teoŕıa hemos derivado un concepto de cuadratura
racional de interpolación, cuyo caso gaussiano está directamente asociado a los
AMP. El corolario 4.1.1 del teorema 4.1.4 da una condición suficiente de conver-
gencia de los AMP a funciones de tipo Stieltjes, que permite considerar tablas
de interpolación con puntos de acumulación en el soporte de la medida.(93 A
diferencia de la teoŕıa desarrollada en [79], el teorema 4.1.4 permite obtener
convergencia de cuadraturas sin la determinación del problema de momentos
clásico. Este tipo de resultado proviene de la teoŕıa de los AMP surgida a finales
de la década de los 70, y puede ser visto en [104, 119, 151].

Siguiendo la ĺınea trazada en las páginas anteriores, en la sección 4.1 plantea-
mos la definición 4.1.6 de cuadratura racional de interpolación, correspondiente
al intervalo no acotado I = [0, +∞[, y demostramos algunos resultados cualita-

93En un trabajo inédito M. Bello encuentra estimados superiores del error utilizando teoŕıa del potencial.
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tivos sobre la convergencia de estos métodos definidos respecto a integradores
variantes de tipo racional. La teoŕıa de la integración numérica tratada en el
caṕıtulo 4 está conectada con la aproximación racional a través del núcleo de
Cauchy. El caso particular de la aproximación multipuntual de Padé aparece
aqúı estudiado con suficientes detalles.

Las cuadraturas de tipo Gauss son tratadas en la sección 4.1. Es por ello
que en esa parte hemos inclúıdo el caso gaussiano racional respecto a intervalos
[−a, a], 0 < a < 1. El teorema 4.1.6 consiste en explicar exactamente el compor-
tamiento asintótico del error en la clase Hp.(94 Del teorema 4.1.6 inferimos que
la acotación del orden de error para las cuadraturas interpolatorias de Gonchar
en la clase Hp, dada por la proposición 2.3.1, mejora cuando el parámetro a se
acerca a uno.

Las clases de funciones que son sometidas a un proceso de aproximación en
el caṕıtulo 4 están constituidas por aquellas que son representables en términos
de la transformada de Cauchy de una medida o una función de Lq. Este tipo de
funciones juega un papel relevante en la solución de los problemas de contorno
y tienen la caracteŕıstica de que la localización de sus singularidades depende
del soporte de la distribución asociada.(95 En la sección 4.2 que a continuación
describimos, hemos probado que toda función holomorfa en el plano ampliado
menos el disco unidad cerrado, es la transformada de Cauchy de un funcional
lineal.

El v́ınculo existente entre la aproximación racional de funciones anaĺıticas
y la convergencia de cuadraturas numéricas, en particular las de tipo racional,
parećıa no estar suficientemente estudiado en la literatura disponible a princi-
pios de los años 80. La sección 4.2 contiene los resultados que el autor pub-
licó entonces con la intención de completar esta teoŕıa, y en él hemos planteado
y resuelto problemas como el siguiente. Sea R0 el conjunto de las funciones
racionales con ceros en el infinito y polos en el disco unidad, y sea la fórmula
de cuadratura cuya forma general es

Sn(f) :=

∫

|z|=1
f(z)rn(z)dz ≈

∫

|z|=1
f(z)g(z)dz,

donde rn(z) ∈ R0 tiene un orden no mayor que n, f ∈ Hp, y g ∈ Lq(|z| = 1),
1/p + 1/q = 1.

¿Qué relación existe entre la convergencia débil de los funcionales Sn y la
convergencia fuerte de las funciones racionales rn(z) = Sn(fz) ∈ R0.?

94Otros resultados cuantitativos para cuadraturas de tipo Gauss sobre la recta real pueden verse en [80, 199,
200, 198].

95También reciben los nombres de integrales de Cauchy, funciones de tipo Stieltjes, Markov, etc.
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En esta parte demostramos que la convergencia puntual de cuadraturas Sn(f)
sobre el espacio Hp, está caracterizada en términos de la convergencia uniforme
sobre cada compacto de rn(z). Además probamos el teorema 4.2.2 donde se
muestra la imposibilidad de caracterizar a la convergencia de sucesiones cua-
lesquiera

(rn(z))∞n=0, rn(z) ∈ R0, n ∈ N,

en términos de la convergencia de la sucesión Sn(f), f ∈ Hp. Para obtener este
tipo de caracterización por la v́ıa del núcleo de Cauchy fz, hemos construido
un espacio vectorial topológico barrilado B, constituido por clases de funciones
anaĺıticas(96 en el disco unidad cerrado.(97

Con el propósito de mostrar otras aplicaciones de la técnica utilizada en la
prueba del teorema 4.1.6, el caṕıtulo 4 termina con algunos resultados cuanti-
tativos sobre fórmulas óptimas de cuadratura y su relación con la mejor aproxi-
mación uniforme y racional de transformadas de Cauchy.

96Series de Borel.
97Ver el teorema 4.2.3 y el corolario 4.2.1. El diseño del espacio B comienza en la página 190.





Caṕıtulo 2

Orden de aproximación racional a
funciones de Hp

La técnica de Newman fue modificada y utilizada por varios de sus seguidores.
La función |x|, −1 ≤ x ≤ 1, es sólo la primera de una larga lista con el atrib-
uto común de tener una notable afinidad con los aproximantes racionales, en
detrimento de los clásicos polinomios. Gonchar y Szabados no esperaron mucho
para ampliar el alcance de las ideas de Newman e introdujeron en la teoŕıa,
a finales de los años sesenta del siglo XX, ciertos tipos de singularidades que,
casi 30 años después, fueron reconocidas en la literatura dentro de una clase
de funciones con nombre propio GS. Para Gonchar un punto x ∈ [a, b] es una
singularidad caracteŕıstica de la función continua f : [a, b] → R, si x está sobre
la frontera de un disco donde f admite prolongación anaĺıtica. La clase GS

admite singularidades interiores, y ha sustituido al disco por un rombo para
acercarse más al planteamiento de Szabados.

Cada una de estas clases de funciones se corresponde con un diseño diferente
de los puntos singulares. Es natural que la técnica matemática que utilizamos
en cada caso también sufra modificaciones, dependiendo estas del “dibujo”de
las singularidades y del comportamiento de las funciones en la frontera.

Este caṕıtulo contiene los resultados de la investigación que el autor comenzó en
1985, y muestra un camino, el de los espacios de Hardy, por el cual estas ideas
encuentran una continuación natural y productiva.





2.1. Preliminares

Sea µ una medida positiva y finita sobre los conjuntos de Borel del intervalo
(−1, 1).

Para f ∈ Lp(µ), 1 ≤ p ≤ ∞, definimos

Rn(f, [a, b])p = inf
{‖f − r‖Lp

; r ∈ Fn,n

}
,

donde Fn,m = { p/q; p ∈ Πn, q ∈ Πm}, y Πn es el espacio de todos los polinomios
de grado menor o igual que n.

El número Rn(f, [a, b])p recibe el nombre de mejor aproximación racional de
orden n, a la función f , en media de orden p. En lo sucesivo escribiremosRn(f)p

cuando se trate del intervalo abierto (a, b) = (−1, 1).
El efecto de la distribución µ en el orden de aproximación racional a funciones

de la clase Hp, es estudiado en este caṕıtulo.(1 Del teorema 2.2.4 deducimos
condiciones suficientes (corolario 2.2.2) sobre medidas µ, cuyo soporte coincide
exactamente con el intervalo (−1, 1), tales que la mejor aproximación racional
cumple la siguiente propiedad cuando f satisface cierta condición de Lipschitz.

ĺım
n

(Rn(f)p)
1/n = 0.

El teorema 2.2.4 basa su demostración en un lema debido a Ganelius [85], y
en técnicas de aproximación sobre subintervalos que se solapan (lema 2.2.1).(2

El problema de la unicidad del mejor aproximante racional no es tratado
en esta monograf́ıa. Sobre este tema, en el caso del espacio de Hardy H2(V ),
V := C\D = {z ∈ C| |z| > 1}, deben consultarse [15, 16].

El propósito fundamental de este caṕıtulo es el estudio del orden de aproxi-
mación racional en la métrica de Lp(µ), a funciones f ∈ Lp(µ) que admiten
prolongación anaĺıtica en la clase Hp.(3 El tipo de resultado que aqúı obtene-
mos, es conocido en la literatura como teorema directo o de tipo Jackson, y
representa una generalización de resultados clásicos de Gonchar [97] sobre la

1La influencia del integrador en la aproximación polinomial en Lp, está estudiado en [130].
2El lema de Ganelius que aqúı se menciona aparece enunciado en la página 93.
3Sobre la teoŕıa de los espacios Hp pueden consultarse [72], [116] y la Sección1.1.6.
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aproximación racional de funciones anaĺıticas y acotadas en un disco.
En esta parte introducimos un módulo integral de continuidad, cuya defini-

ción se ajusta naturalmente a las funciones del espacio Hp, y al esquema técnico
sugerido por Gonchar en [97].

El carácter de los resultados que demostramos en la primera y principal parte
del caṕıtulo, hacen posible hallar de forma directa, nuevos estimados para el
error de fórmulas de cuadratura en los espacios Hp, en términos del módulo in-
tegral de continuidad de orden p. Por esta v́ıa establecemos nuevas conexiones
entre la aproximación racional de funciones anaĺıticas y la integración numérica.

En todo el caṕıtulo asumimos que µ es una medida finita y positiva sobre la
σ álgebra boreliana del intervalo (−1, 1). Suponemos además que D es el disco
unidad {z; |z| < 1}; que c, c0, c1, ..., son constantes absolutas y positivas; y si
f es una función sobre (−1, 1), fh(x) = f((1− h)x), 0 < h < 1, −1 < x < 1.

Definición 2.1.1 Sea Mp, 1 ≤ p ≤ ∞, la clase de las medidas µ tales que para
toda f ∈ Hp, f |(−1,1) ∈ Lp(µ).

Es simple comprobar que M∞ coincide con la clase de todas las medidas. De
lo anterior y del teorema 3.13 de [72] (desigualdad de Féjer-Riesz) tenemos que
la medida de Lebesgue dµ = dx, pertenece a Mp para todo p, 0 < p < ∞.

El teorema de Carleson(4 nos permite asegurar que Mp está constituido en
general por una amplia variedad de elementos. En particular, Mp contiene a
toda medida concentrada en un compacto de (−1, 1).

Definición 2.1.2 El módulo integral de continuidad de orden p, 1 ≤ p ≤ ∞,
de la función f ∈ Hp, asociado a la medida µ ∈ Mp, está dado por

ωp(f, µ, δ) = sup
0<h<δ

‖f − fh‖Lp
,

donde 0 < δ < 1.

Proposición 2.1.1 Sea f ∈ H∞. Si el soporte Sµ de la medida µ es un com-
pacto contenido en (−1, 1), o si f es continua en [−1, 1], entonces

ĺım
δ→0

ω∞(f, µ, δ) = 0.

Demostración En ambos casos ω∞(f, µ, δ) está mayorado por el módulo de
continuidad usual de una función continua sobre un compacto, que es bien
sabido converge a cero cuando δ tiende a cero. ¥

4Ver [72] teorema 9.3 o el teorema 1.1.14 de la Sección1.1.6.
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Proposición 2.1.2 Si µ es de Carleson y 1 ≤ p < ∞, entonces para toda
función f ∈ Hp, se tiene que

ĺım
δ→0

ωp(f ; µ, δ) = 0.

Demostración Sea ε > 0 y δ > 0. Existe h = h(δ, ε) ∈ (0, δ) tal que

ωp(f, µ, δ) < ‖f − fh‖Lp
+ ε. (2.1)

Pero

ĺım
h→0

∫ 1

−1
|f − fh|pdµ = 0, (2.2)

cualquiera sea f ∈ Hp. En efecto, por ser µ de Carleson tenemos que

‖f − fh‖Lp(µ) ≤ c

(
1

2π

∫ 2π

0
|f(eiθ)− f((1− h)eiθ)|pdθ

)1/p

,

donde c > 0.
Del teorema 2.6 de [72], deducimos (2.2), y por tanto si δ es suficientemente

pequeño de (2.1) obtenemos la proposición. ¥

2.2. Una extensión de la teoŕıa de Gonchar-Newman

El objetivo principal de esta sección consiste en extender los estimados
obtenidos por Gonchar en [97] a las funciones de caracteŕıstica acotada en el
disco unidad, con la métrica del espacio Lp(µ, [−1, 1]).

Este escenario de los espacios Lp, donde ahora aplicamos las técnicas de
Newman y Gonchar, nos permite plantear nuevas interrogantes. Un problema
interesante consiste en expresar la influencia de las singularidades en la veloci-
dad de convergencia a cero del error, en términos de una caracteŕıstica de la
medida.

2.2.1. El teorema de Gonchar en Lp

Teorema 2.2.1 Para toda f ∈ Hp, y µ ∈ Mp, 1 ≤ p ≤ ∞, es cierto el siguiente
estimado

Rn(f)p = O

(
inf
t≥1

{
ωp(f, µ, e−t) + t exp

(
−nc0

t
+

t

p

)})
, (2.3)

donde c0 > 0.
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Demostración La generalización hecha por Gonchar [97] del lema de Newman(5

consiste en que para cada h, 0 < h < e−1, n ∈ N, existe una función racional
rn

rn(x) =
n∏

k=1

(
x− xk

n

x + xk
n

)
, (2.4)

donde xn := h1/n ∈ [h, 1), que cumple

|rn(x)| ≤ e exp

(
− n

log
( 1

h

)
)

, (2.5)

para todo x ∈ [h, 1).
Definamos gn(z) = rn(x(z)), donde x(z) es la función racional definida por

x(z) =
h(2(z + 1)− h)

(4− 3h)(2(1− z)− h)
. (2.6)

Las siguientes propiedades son ciertas.

h2

16
< x(−1 + h) ≤ x(z) ≤ x(1− h) = 1, (2.7)

para z ∈ R, |z| ≤ (1− h). Por otra parte tenemos que

Γh :=

{
s; |s| =

(
1− h

2

)}
= {s; Re x(s) = 0} , (2.8)

y la función racional gn verifica el siguiente estimado superior.

|gn(z)| ≤ e exp

{
− nc0

log
( 1

h

)
}

, (2.9)

para z ∈ R, |z| ≤ (1− h), y c0 = 1/(2 log(4e)).
Además se cumple que

|gn(z)| = 1, z ∈ Γh. (2.10)

Sea f ∈ Hp, 1 ≤ p ≤ ∞. Para z ∈ R, |z| ≤ (1− h) definimos

ρn(z) =
1

2πi

∫

Γh

gn(s)s− gn(z)z

gn(s)s(s− z)
f(s) ds. (2.11)

La función racional ρn tiene orden n e interpola a f en los ceros(6 de gn y
en z = 0.

5Aparece en la página 37.
6Los ceros y polos de gn son calculados en el teorema 3.2.1, página 135.
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De (2.7-2.11) deducimos que para z ∈ R, |z| < (1−h), es válida la siguiente
desigualdad

|f(z)− ρn(z)| ≤ c1‖f‖p log

(
1

h

)
exp

(
− nc0

log
( 1

h

) +
log

( 1
h

)

p

)
= m(n, h, p).

(2.12)
Luego

‖f − (ρn)h ‖Lp
≤ ‖f − fh‖Lp

+ m(n, h, p)‖µ‖1/p, (2.13)

donde ‖µ‖ = µ(−1, 1).
De (2.13) obtenemos que para 0 < h < e−t, t ≥ 1, se cumple el estimado

Rn(f)p ≤ c2 máx
{

1, ‖f‖p‖µ‖1/p
} [

ωp(f, µ, e−t) + t exp

(
−nc0

t
+

t

p

)]
,

lo que demuestra el teorema. ¥
Si p = ∞ del teorema 2.2.1 deducimos (1.67).
Sobre la unicidad del elemento de la mejor aproximación puede consultarse

[15].
La diferencia entre los estimados (1.67) y (2.3) radica en que el segundo

es válido para la clase más amplia Hp, 1 ≤ p ≤ ∞, y en que los módulos de
continuidad utilizados son diferentes. Los términos exponenciales que perturban
aditivamente a los respectivos módulos de continuidad en (1.67) y (2.3), son
equivalentes como funciones del parámetro n, pues dentro del intervalo (−1, 1)
las funciones de Hp, 1 ≤ p ≤ ∞, son todas abundantemente anaĺıticas.

De [97] puede deducirse que para n suficientemente grande se tiene que

c0 ≈ e−1(1 + ln 6) ≈ 1,02703091342.

Teorema 2.2.2 Para todo a, 1− e−1 < a < 1, se tiene que

ĺım sup
n

(
sup
(f,µ)

Rn(f, [−a, a])p

)1/n

≤ exp

(
− c0

log
( 1

1−a

)
)

, (2.14)

y el supremo se toma sobre todos los pares (f, µ) tales que f ∈ Hp, µ es una
medida cualquiera, y ‖f‖p µ[−a, a]1/p ≤ c3.

Demostración De (2.12) obtenemos, poniendo h = 1 − a, la siguiente de-
sigualdad

Rn(f, [−a, a])p ≤ c1µ[−a, a]1/p‖f‖p

log

(
1

1− a

)

(1− a)1/p
exp

(
− c0n

log
( 1

1−a

)
)

, (2.15)
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lo que prueba (2.14). ¥

Es presumible que el ĺımite superior en (2.14) no dependa del parámetro p,
sino únicamente de la geometŕıa de la región D\[−a, a].

2.2.2. Teoremas directos para la aproximación racional

En [97] aparece demostrado el siguiente resultado.

Corolario del teorema de Gonchar Para todo α > 0 se tiene el siguiente
estimado.

Rn(x
α, [0, 1])∞ = O

(
e−C(α)

√
n
)

, (2.16)

donde C(α) =
√

c0 α y c0 es la constante del teorema de Gonchar.

En la proposición 2.2.2 de esta sección probamos el estimado (2.17), que
extiende el anterior corolario a las funciones que cumplen una condición de
tipo Lipschitz en los espacios Hp (ver definición 2.2.1). A continuación de la
proposición 2.2.2 se presentan dos formas de mejorar el estimado (2.17). La
primera se establece a través de una variante del estimado de Newman (1.47)
que ha sido obtenida por Ganelius [85], y consiste en aumentar el tamaño de la
constante positiva que aparece en el argumento del exponencial en el teorema
2.2.3. La otra dirección es seguida por el teorema 2.2.4 del eṕıgrafe 2.2.3 donde se
muestra que existe una caracteŕıstica de la medida µ que influye en la velocidad
de convergencia.

Definición 2.2.1 Sea µ una medida positiva sobre los conjuntos de Borel de
(−1, 1). Por Λp

α(µ), 1 ≤ p ≤ ∞, α > 0, denotamos a la clase de las funciones
f ∈ Hp tales que ωp(f, µ, δ) ≤ c4δ

α, 0 < δ ≤ 1, siendo c4 una constante fija.

Observar que en la definición 2.2.1 no se exige que f ∈ Lp(µ), ni que µ sea
finita. Sin embargo se infiere que si f ∈ Λp

α(µ), entonces f(x) − f((1 − h)x) ∈
Lp(µ) para toda h > 0 suficientemente pequeña.

Proposición 2.2.1 Sea f ∈ Λ∞α (µ). Si α > 1 y Sµ tiene interior no vaćıo,
entonces f es constante.

Demostración Sea [a, b] ⊂ Sµ, −1 < a < b < 1. Entonces

|f(x)− fh(x)| ≤ ω∞(f, µ, δ) ≤ c5δ
α,

con h < δ, y x ∈ [a, b]. De la anterior desigualdad inferimos que −xf ′(x) = 0
para x ∈ [a, b]. Como f es anaĺıtica en D, concluimos la demostración. ¥
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El teorema 2.2.1 permite obtener para funciones de la clase Λp
α(µ) un resul-

tado análogo al estimado (2.16) dado en el corolario 1 de [97].

Proposición 2.2.2 Si f ∈ Λp
α(µ) (ver definición 2.2.1) entonces para cierta

constante c(α) > 0 se tiene el siguiente estimado

Rn(f)p = O
(√

n e−c(α)
√

n
)

. (2.17)

Demostración Basta usar 2.2.1 con t = (n p c0/(1 + pα))1/2. En tal caso se

tiene que c(α) = α (p c0/(1 + pα))1/2. ¥

El siguiente teorema muestra que el orden del estimado (2.17) puede mejo-

rarse como O
(
e−c(α)′

√
n
)

siendo c(α)′ ≈ 1,096 c(α).

Teorema 2.2.3 El siguiente estimado uniforme es válido

sup
(f,µ)

Rn(f)p = O

(√
n exp

(
−πα

√
np

8(1 + αp)

))
, (2.18)

donde (f, µ) es tal que f ∈ Λp
α(µ) (definición 2.2.1) y ‖f‖p‖µ‖1/p ≤ c6.

Demostración Hagamos una modificación a la demostración del teorema 2.2.1.
El siguiente lema es de Ganelius [85] (ver también [84]).

Lema Para todo r > 0 y n ∈ N, existe una función ln

ln(x) =
n∏

k=1

(
x− ak

x + ak

)
,

y ak = ak(n, r) ∈ (0, 1) tal que

máx
0≤x≤1

xr|ln(x)| ≤ Cr exp(−π
√

nr), (2.19)

y además
sup

0≤r≤r0

Cr < ∞,

para todo r0 > 0.

Sea x(z) igual que en (2.6). Si kn(z) = ln(x(z)), entonces de (2.19) y de
la propia expresión de ln(x) podemos deducir el estimado (2.20) y la igualdad
(2.21) que se muestran a continuación.

|kn(z)| ≤ 16 Cr exp

(
−π
√

nr + 2r log

(
1

h

))
. (2.20)
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|kn(z)| = 1, si z ∈ Γh. (2.21)

Definamos a ρn(z) igual que en (2.11), con kn en lugar de gn.
El mismo procedimiento seguido para la demostración del teorema 2.2.1, nos

permite probar que

Rn(f)p ≤ Mr c(f, p, µ)
[
ωp(f, µ, e−t)

+t exp
(−π

√
nr + (2r + 1/p) t

)]
, (2.22)

donde

c(f, p, µ) = máx
{

1, ‖f‖p‖µ‖1/p
}

,

para todo t > 0, estando Mr acotada sobre compactos de [0,∞).
Sea m(r) definida por

m(r) = π
√

nr − (2r + 1/p) t, 0 < t < π

√
np

8
.

Tenemos que m(r) > 0 si

|√r − π
√

n|
4t

<

√
π2n− 8t2

p
,

y alcanza su valor máximo en

r =
π2n

16t2
.

Tomemos t de manera que

rn ≤ π2

16ν2 , 0 < ν < π

√
p

8
.

Para r = rn la desigualdad (2.22) se convierte en

Rn(f)p ≤ Mν c(f, p, µ) inf
t≥1

{
ωp

(
f, µ, e−t

)
+ t exp

(−π2n

8t
+

t

p

)}
, (2.23)

donde el ı́nfimo lo tomamos para

t ∈ I(n, p, ν) =
[
ν
√

n, π
√

np/8
)

, 1 ≤ p ≤ ∞.

Sea tn = tn(p, α) la solución positiva de la ecuación

−π2n2

8t
+

t

p
= ξπ

√
n

8
,
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con ξ > 0 tal que

αtn = πξ

√
n

8
.

Es simple comprobar que tn ∈ I(n, p, ν) para un cierto ν > 0, y

ξ = α
√

p(1 + αp)−1.

Poniendo t = tn en (2.23) obtenemos que para f ∈ Λp
α(µ)

Rn(f)p ≤ M ′(ν)c(f, p, µ)
√

n exp

(
−πα

√
np

8(1 + αp)

)
, (2.24)

lo que demuestra el teorema. ¥
Para α ó p muy grandes, el estimado (2.18) se comporta como

O

(√
n exp

(
−π

√
nα

8

))
.

Por otra parte, la dependencia del parámetro p podemos suprimirla volun-
tariamente en (2.18), ya que

n

α + 1
≤ np

1 + α p
,

para todo p ≥ 1.

Corolario 2.2.1 Para 0 < α < 1 sea

a
√

n
n = sup {Rn(f)∞; f ∈ Λ∞α (dx), ‖f‖∞ ≤ c7} .

Entonces

exp(−2π
√

α) ≤ ĺım inf
n

an ≤ ĺım sup
n

an ≤ exp

(
−π

√
α

2
√

2

)
.

Demostración El estimado inferior es consecuencia de Ganelius [85], ya que
fα(z) = c8(z + 1)α, 0 < α < 1, verifica fα ∈ Λ∞α (dx) (definición 2.2.1) y
‖fα‖∞ ≤ c7 para una selección adecuada de c8. El estimado superior lo obtene-
mos de (2.24) para p = ∞. ¥

2.2.3. El efecto de la medida en el orden de convergencia

Definición 2.2.2 Sea Mδ,p, 1 ≤ p < ∞, δ > 0, la clase de las medidas µ ∈ Mp,
tales que ∫ 1

−1

dµ(x)

(1− x2)δ
< ∞.
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Ejemplos Denotemos por χA a la función indicadora del conjunto A. Es
decir,

χA(x) =

{
0 si x /∈ A

1 si x ∈ A.

Sea dx la medida de Lebesgue en (−1, 1), y consideremos a las siguientes
medidas

dµk(x) = (1− x2)kdx, con k > −1,

dµa = χ[−a,a]dx, 0 < a < 1,

dµσ(x) = exp

(
− 1

(1− x2)σ

)
dx, σ > 0.

Es fácil comprobar que para todo p, 1 ≤ p < ∞, se cumplen las siguientes
relaciones de pertenencia.

dx ∈
⋂

0<δ<1

Mδ,p,

dµk ∈
⋂

0<δ<k+1

Mδ,p,

dµa, dµσ ∈
⋂

0<δ

Mδ,p.

Proposición 2.2.3 Si δ1 > δ2 > 0, entonces

Mδ1,p ⊂ Mδ2,p,

para todo p, 1 ≤ p < ∞.

Demostración Es consecuencia de la monotońıa de la integral de Lebesgue,
y de que (1− x2) < 1, para |x| < 1. ¥

El siguiente resultado extiende al lema 3 de [122].

Lema 2.2.1 Sea f ∈ Lp(µ), con µ una medida positiva y finita sobre la σ

álgebra boreliana de [−b, b], b > 0. Sean también I1 = [−b, a] y I2 = [−a, b], con
0 < a < b; y ri, i = 1, 2, dos funciones racionales tales que

‖ (f − ri) χIi
‖Lp

≤ β1, (2.25)

‖ri‖Lp
≤ A, (2.26)
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deg ri ≤ ki, (2.27)

donde β1 > 0, A > 0, ki ≥ 0, i = 1, 2, están prefijados.
Entonces, para cada β2 > 0 existe una función racional r tal que

‖f − r‖Lp
≤ 6(β1 + β2), (2.28)

‖r‖Lp
≤ 2A, (2.29)

deg r ≤ k1 + k2 + c9 log

(
e +

b

a

)
log

(
e + 2

[‖f‖Lp
+ A

]
β−1

2

)
, (2.30)

siendo c9 > 1.

Demostración Sean β2 > 0, k > 0. Del lema 3 de [97] tenemos que existe
una función racional ρ, tal que

|ρ(x)| ≤ k β2, para x ∈ [−b,−a],

|1− ρ(x)| ≤ k β2, para x ∈ [a, b],

0 ≤ ρ(x) ≤ 1, para x ∈ (−a, a),

deg ρ ≤ c9 log

(
e +

b

a

)
log

(
e +

1

kβ2

)
,

con c9 > 1.
Sea k definido por

k =
[
2(p−1)/p

(‖f‖Lp
+ A

)]−1
,

y sea r la función racional definida por

r = (1− ρ) r1 + ρ r2.

De inmediato es posible comprobar (2.29) y (2.30).
Para probar (2.27) observemos que

‖f − r‖p
Lp
≤ ‖(f − r)χI1

‖p
Lp

+ ‖(f − r)χ[−a,a]‖p
Lp

+ ‖(f − r)χI2
‖p

Lp
.

Por una parte tenemos que

‖(f − r)χIi
‖p

Lp
≤ 2p−1

(
βp

1 + βp
22

p−1kp
(
‖f‖p

Lp
+ Ap

))
≤ 2p−1 (βp

1 + βp
2) , (2.31)
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i = 1, 2. Mientras que

‖(f − r)χ[−a,a]‖p
Lp
≤ 2pβp

1 ≤ 2 (βp
1 + βp

2) . (2.32)

Sumando miembro a miembro (2.31) y (2.32), y teniendo en cuenta que

(βp
1 + βp

2)
1/p ≤ β1 + β2,

obtenemos (2.28).
El lema está demostrado. ¥

Teorema 2.2.4 Sean α > 0, 1 ≤ p < ∞, δ > 0, y µ una medida de Carleson
tal que µ ∈ Mδ,p. Es válido el siguiente estimado uniforme

sup
f∈Λp

α(µ), ‖f‖p≤c10

Rn(f)p = O

(
exp

(
−απ

√
nφpδ

αp + 1

))
, (2.33)

donde 0 < φ < 1/2.

Demostración Sean r = δ/p y n,m ∈ N con n > m. Sea ln(x) = ln(x, r) la
correspondiente función racional dada por el lema de Ganelius (página 93).

Definamos

xk(z) =

(
1− h

2
+ (−1)k+1z

)

2(3− h)

(
3

4
+ (−1)kz

) , k = 1, 2. (2.34)

Observemos que

xk

(
(−1)k

(
1− h

2

))
= 0, k = 1, 2,

y además

h

21
< xk((−1)k(1− h)) ≤ xk(z) ≤ xk

(
(−1)k+1

2

)
= 1,

para z entre (−1)k(1− h) y (−1)k+1/2, k = 1, 2.
Sean I1 = [−1, 1/2] , I2 = [−1/2, 1], y sea Γh,k la circunferencia con centro

en el punto
(
(−1)k(1− 2h)/8, 0

)
y radio (7− 2h)/8, k = 1, 2.

Podemos verificar que

Γh,k = {s; Re xk(s) = 0} , k = 1, 2. (2.35)

Para f ∈ Hp, 1 ≤ p < ∞ sean las funciones racionales

(2πi)Rm,k(z) =
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∫

Γh,k

ρm,k(s)T (s, k, h)− ρm,k(z)T (z, k, h)

ρm,k(s)(s− z)T (s, k, h)
f(s)ds,

donde

T (s, k, h) =

(
s− (−1)k

(
1− 2h

8

))
,

y ρm,k(z) = lm(xk(z)), z ∈ [−1 + h, 1/2] si k = 1, z ∈ [−1/2, 1− h] si k = 2.
Tenemos que

‖ (f −Rn,k)h χIk
‖Lp

≤ M exp(−π
√

mr) C(z, k, h,m, p, r),

donde C = C(z, k, h, m, p, r) está dada por

Cp =

∫

Ik




∫

Γh,k

|f(s)||ds|
U(m, k, s, h)

|xk((1− h)z)|r




p

dµ(z),

donde
U(m, k, s, h) = |ρm,k(s)T (s, k, h)| .

Luego

‖ (f −Rm,k)h χIk
‖Lp

≤

M ‖f‖p

exp (−π
√

mr) log

(
1

h

)

h1/p

(∫

Ik

dµ(z)

|xk((1− h)z)|pr

)1/p

.

Las anteriores desigualdades son válidas en virtud de que
∫

Γh,k

|ds|
|s− (1− h)z| ≤ c11 log

(
1

h

)
,

|ρm,k(s)| = 1, si s ∈ Γh,k,

y la desigualdad (2.19) del lema de Ganelius (página 93).
De esta forma tenemos

‖ (f −Rm,k)h χIk
‖Lp

(2.36)

c12‖f‖p log

(
1

h

)
K(k, h, p, r) exp


−π

√
mr +

log

(
1

h

)

p


 ,
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donde

K(k, h, p, r) =




∫

Ik

dµ(x)∣∣∣∣
(

1− h

2

)
+ (−1)k+1(1− h)x

∣∣∣∣
rp




1/p

.

Podemos asegurar que

K(k, h, p, r) ≤ 2r+ 1/p




∫ 1

−1

dµ(x)∣∣∣
(
1− h

2

)2 − (1− h)2x2
∣∣∣
rp




1/p

, (2.37)

para k = 1, 2. De (2.36) y (2.37) obtenemos

‖ (f −Rm,k)h χIk
‖Lp

= O(β(m, p, h, r)), (2.38)

donde

β(m, p, h, r) =

‖f‖p log

(
1

h

) 


∫ 1

−1

dµ(x)∣∣∣
(
1− h

2

)2 − (1− h)2x2
∣∣∣
rp




1/p

exp

(
−π
√

mr +
log

( 1
h

)

p

)
.

Es decir

‖ (
f − (Rm,k)h

)
χIk
‖Lp

≤ ‖f − fh‖Lp
+ O(β(m, p, h, r)) = β1. (2.39)

Supongamos que s ∈ Γh,k, k = 1, 2, y que escogemos a z según la siguiente
regla: z ∈ [−1 + h, 1/2], si k = 1, z ∈ [−1/2, 1 − h] si k = 2. En tal caso
tenemos que |s− z| ≥ h/2, para h < e− 1.

Luego, para k = 1, 2

‖ (Rm,k)h ‖Lp
≤ c12‖f‖p

‖µ‖1/p

h
= A. (2.40)

Además

orden (Rm,k)h = m. (2.41)

Notemos que (2.39), (2.40) y (2.41), se corresponden respectivamente con
(2.25), (2.26) y (2.27) del lema 2.2.1.

Sean hn = e−t
√

n y β2 = βn = e−d
√

n, t, d > 0 con n suficientemente grande.
Si 0 < a < b < 1, existe n0 tal que si n > n0 entonces

n−1c9 log(e + 2) log
(
e + 2β−1

n ‖f‖p

(
c13 + c12‖µ‖1/ph−1

n

))
<
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a < b < 1− 2

n
,

donde hemos utilizado que ‖f‖Lp
≤ c13‖f‖p, porque µ es una medida de Car-

leson.
Sea m definida por

m =

[
n− 1

2
− c9 log(e + 2) log

(
e +

2‖f‖p

βn

(
c13 + c12

‖µ‖1/p

hn

))]
+ 1, (2.42)

donde n > n0, y [x] denota aqúı a la parte entera de x.
Del lema 2.2.1 tenemos que existe una función racional r tal que

‖f − r‖Lp
≤ 6

(
β (m, p, hm, r) + βn + ‖f − fhm

‖Lp

)
.

Según (2.42) y el lema 2.2.1, tenemos que para n > máx{n0,m}

orden r ≤ 2m + c9 log(e + 2) log

(
e +

2‖f‖p

βn

(
c13 + c12

‖µ‖1/p

hn

))
≤ n.

Por otra parte, para k = 1, 2

‖ (Rm,k)hm
‖Lp

≤ c12‖f‖p‖µ‖1/pet
√

n.

Luego, también del lema 2.2.1 deducimos que

‖r‖Lp
≤ 2c12‖f‖p‖µ‖1/pet

√
n.

Si n > n0 tenemos que

Rn(f)p ≤ 6‖f − fhm
‖Lp

+ (2.43)

6c14‖f‖p log

(
1

hm

)
K(hm, r, p) exp

(
−π
√

mr +
t
√

m

p

)
+ 6e−d

√
n,

donde

K(h, r, p) =




∫ 1

−1

dµ(x)∣∣∣
(
1− h

2

)2 − (1− h)2 x2
∣∣∣
rp




1/p

.

Sea σ > 0 suficientemente pequeño (σ < 1−√2/2). Entonces

∣∣∣∣∣
(

1− hm

2

)2

− (1− hm)2 x2

∣∣∣∣∣

−δ

≤ v(δ, x),



104 Caṕıtulo 2. Orden de aproximación racional a funciones de Hp

para todo m, donde

v(δ, x) =





|1− x2|−δ si x ∈ [−1,−σ −
√

2
2 ] ∪ [

√
2

2 + σ, 1]

M si x ∈
(
−σ −

√
2

2 ,
√

2
2 + σ

) ,

siendo M una cierta constante positiva.
La condición µ ∈ Mδ,p, implica que v(δ, z) ∈ L1(µ). Del teorema de la con-

vergencia dominada de Lebesgue, deducimos que el ĺımn K (hn, δ, p) existe y por
tanto supn K (hn, δ, p) = K (δ, p) < ∞.

Por otra parte, de (2.42) se tiene que para n suficientemente grande, se
cumple que m ≥ n (b− a)/2 = nφ.

Si f ∈ Λp
α(µ), de (2.43) tenemos para π

√
δ/p > t/p, las siguientes desigual-

dades.

Rn(f)p ≤ Mδ,φ

(
e−αt

√
m + e−d

√
n + ‖f‖p

√
n exp

(
−π

√
mδ

p
+

t
√

m

p

))

≤ Mδ,φ

(
e−αt

√
nφ + e−d

√
n + ‖f‖p

√
n exp

(
−

√
nφ

(
π

(
δ

p

) 1
2

− t

p

)))
.

Si t y d son tales que

√
φ

(
π

√
δ

p
− t

p

)
= d = αt

√
φ,

tendremos entonces que

Rn(f)p ≤ M ′(δ, φ0) máx {1, ‖f‖p} exp

(
−απ

√
npδφ0

αp + 1

)
, (2.44)

donde φ0 depende de n y 0 < φ0 < φ. El parámetro n es suficientemente grande,
y M ′(δ, φ0) sólo depende de δ y φ0, lo que demuestra el teorema 2.2.4. ¥
Corolario 2.2.2 Sea 1 ≤ p < ∞. Si la medida µ es tal que µ ∈ Mδ,p para algún
δ > 0, y es de Carleson, entonces

ĺım sup
n

(
sup

f
Rn(f)p

)1/
√

n

≤ exp

(
− απ

αp + 1

√
pδ(µ)

2

)
, (2.45)

donde el supremo se toma sobre las f tales que f ∈ Λp
α(µ) (definición 2.2.1), y

‖f‖p ≤ c16, para una cierta constante c16 > 0, y

δ(µ) = sup {δ > 0; µ ∈ Mδ,p} .
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Demostración De (2.44) tenemos

ĺım sup
n

(
sup

f∈Λp
α(µ),‖f‖p≤c16

Rn(f)p

)1/
√

n

≤ exp

(
−απ

√
φpδ

αp + 1

)
, (2.46)

cualquiera sea la constante φ, 0 < φ < 1/2, y δ es tal que 0 < δ < δ(µ). Por la
continuidad del miembro derecho de (2.46) obtenemos (2.45). ¥

Corolario 2.2.3 Sean 1 ≤ p < ∞ y δ(µ) como en el corolario 2.2.2. Si µ es
de Carleson y δ(µ) = ∞, entonces

ĺım sup
n

(
sup

f
Rn(f)p

)1/
√

n

= 0,

donde el supremo se toma sobre las f tales que f ∈ Λp
α(µ), (definición 2.2.1) y

‖f‖p ≤ c16, para una cierta constante c16 > 0.

Demostración El estimado (2.46) es cierto para todo δ > 0. Basta pasar al
ĺımite cuando δ tiende a infinito. ¥

2.2.4. Aproximación de funciones de variación acotada

Denotemos por BV [−1, 1] a la clase de las funciones de variación acotada en
el intervalo [−1, 1].

Tiene lugar la siguiente proposición.

Proposición 2.2.4 Sea f ∈ H1 ∩BV [−1, 1]. Entonces

1. f ∈ Λ1
1(dx), y se cumple que

ω1(f, dx, δ) ≤ c17V (f)δ,

siendo V (f) la variación total de f en [−1, 1].

2. Si además f ′ ∈ L1(dx), entonces f ∈ Λ1
1
(|x|−1dx

)
.

Rećıprocamente, si f ∈ Λ1
1
(|x|−1dx

) ⊂ Λ1
1(dx), entonces f ∈ BV [−1, 1].

Demostración Para (1) y el rećıproco usaremos una modificación de la prue-
ba del lema 1 de [72].(7 Para demostrar (2) adaptaremos las condiciones del
teorema al lema 9.2 de [68].

Sea f ∈ H1 ∩ BV [−1, 1], y sea V (x) la variación total de f en [−1, x],
7Este lema 1 aparece en el caṕıtulo 5, de [72], y es utilizado para demostrar una caracterización de las

funciones f ∈ Hp que satisfacen una condición de tipo Lipschitz en media de orden p.
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−1 < x ≤ 1.
Si h es pequeño, tenemos que

∫ 1

0
|f(x)− fh(x)|dx ≤

∫ 1

0
|V (x)− Vh(x)|dx =

∫ 1

0
V (x)dx− 1

1− h

∫ 1−h

0
V (x)dx ≤

∫ 1

1−h

V (x)dx ≤ V (f)h.

Por otra parte

∫ 0

−1
|f(x)− fh(x)|dx ≤

∫ 0

−1
(Vh(x)− V (x)) dx =

1

1− h

∫ 0

−1+h

V (x)dx−
∫ 0

−1
V (x)dx ≤

∫ −1+h

−1
V (x)dx +

h

1− h

∫ 0

−1
V (x)dx ≤ h(2− h)

1− h
V (f) ≤ 4hV (f).

Luego, para 0 < h < 1/2 tenemos que
∫ 1

−1
|f(x)− fh(x)|dx ≤ 5hV (f). (2.47)

De (2.47) se demuestra la primera parte.
Supongamos ahora, adicionalmente, que f ′ ∈ L1(dx). Tenemos que

∫ 1

−1

|f(x)− f((1− h)x)|
|x| dx ≤

∫ 0

−1

dx

|x|
∫ (1−h)x

x

|f ′(t)|dt +

∫ 1

0

dx

|x|
∫ x

(1−h)x
|f ′(t)|dt =

∫ 1

0

dx

|x|

[∫ −(1−h)x

−x

|f ′(t)|dt +

∫ x

(1−h)x
|f ′(t)|dt

]
=

∫ 1

0

dx

|x|
[∫ 0

−1
|f ′(t)|χ[−x,−(1−h)x](t)dt +

∫ 1

0
|f ′(t)|χ[(1−h)x,x](t)dt

]

=

∫ 1

0

dx

|x|
[∫ 0

−1
|f ′(t)|χ[−t, −t

1−h ]
(x)dt +

∫ 1

0
|f ′(t)|χ[t, t

1−h ]
(x)dt

]
.

Es decir, se tiene que

∫ 1

−1

|f(x)− f((1− h)x)|
|x| dx ≤ ln

(
1

1− h

) ∫ 1

−1
|f ′(t)|dt. (2.48)
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De (2.48) se tiene que f ∈ Λ1
1
(|x|−1dx

)
.

Sea ahora f ∈ Λ1
1
(|x|−1dx

)
. Definamos

F (x) =

∫ x

−1
f(t) dt,

y

fn(x) =
n

x
[F (x)− F ((1− 1/n) x)] ,

para x 6= 0, y fn(0) = f(0).
Observemos que fn(x) es derivable, y en todo x ∈ (−1, 1) se cumple que

ĺım
n

fn(x) = f(x).

Mediante cambios de variable convenientes, para h > 0 se verifica que

fn(x)− (fn)h (x) =
n

x

[∫ x

(1−1/n)x
f(t) dt− 1

(1− h)

∫ (1−h)x

(1−1/n)(1−h)x
f(t) dt

]
=

n

(∫ 1

(1−1/n)
(f(xu) − fh(xu)) du

)
.

Luego, de las siguientes desigualdades

∫ 1

−1
|fn(x)− (fn)h (x)|dx

|x| ≤ n

∫ 1

1−1/n

dt

∫ 1

−1
|f(x)− fh (x)| dx

|x| ≤ c18h,

concluimos que

∫ 1

−1
|fn(x)− (fn)h (x)|dx

|x| ≤ c18h,

siendo c18 independiente de n. El lema de Fatou prueba que

∫ 1

−1
|f ′n(x)|dx ≤ ĺım inf

h→0

1

h

∫ 1

−1
|fn(x)− (fn)h (x)|dx

|x| ≤ c18.

Sea −1 = x0 < x1 < ... < xm = 1 una partición finita y arbitraria del inter-
valo [−1, 1]. Teniendo en cuenta que fn(x) es absolutamente continua, tenemos
que

m∑

k=1

|fn(xk)− fn(xk−1)| ≤
∫ 1

−1
|f ′n(x)|dx ≤ c18. (2.49)
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Como fn(x) → f(x) en todo x ∈ (−1, 1), pasando al ĺımite en (2.49) obtene-
mos que

m∑

k=1

|f(xk)− f(xk−1)| ≤ c18. (2.50)

De (2.50) se tiene que f ∈ BV [−1, 1].
La proposición 2.2.4 está demostrada. ¥

El lema 9.2 de [68] es válido para cualquier función de variación acotada, y
prueba que éstas cumplen una condición de tipo Lipschitz en media, mientras
que la primera parte de la proposición 2.2.4 está dada sólo para la subclase de
las que se prolongan a H1. En [72] sólo interesa el cumplimiento de la condición
de Lipschitz sobre la circunferencia unidad.

La clase de tipo Lipschitz definida en 2.2.1 y que se menciona en la proposi-
ción 2.2.4, difiere de [68] y [72] en el desplazamiento variable 4x = hx utilizado
en nuestra teoŕıa.

En [68] puede verse que toda f ∈ BV [−1, 1] se aproxima en L1(dx) por
medio de funciones de la clase de Sobolev W 1

1 [−1, 1] definida por

W 1
1 [−1, 1] = {f ∈ C[−1, 1]; f abs. cont.; f (1) ∈ L1[−1, 1]}.

Este resultado permite reducir la demostración a f ∈ W 1
1 , y después extenderla

a f ∈ BV . Un procedimiento análogo debe permitir caracterizar a la clase
Λ1

1
(|x|−1dx

)
.

Corolario 2.2.4

ĺım sup
n

(
sup

f
Rn(f)1

) 1√
n

≤ e−
π

2
√

2 ,

donde el supremo se toma para las f ∈ H1 ∩ BV [−1, 1] tales que ‖f‖1 ≤ 1; y
V (f) ≤ c19.

Demostración Es consecuencia del corolario 2.2.2 y de la proposición 2.2.4
tomando α, p y δ0 iguales a uno. ¥

2.3. Aplicaciones a la integración numérica

En esta sección se derivan de la teoŕıa anterior algunos resultados teóricos
y experimentales relativos a fórmulas de cuadratura numérica sobre el espacio
Hp. La subsección 2.3.1 está dedicada fundamentalmente a la obtención de
estimados superiores del error de cuadraturas cuyo diseño se deriva de la teoŕıa
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de Newman-Gonchar. La subsección 2.3.2 introduce el concepto de cuadratu-
ra racional de interpolación, mientras que la 2.3.3 trata sobre algunos diseños
adecuados para el cálculo numérico de integrales cuyos integrandos tienen sin-
gularidades caracteŕısticas. El subeṕıgrafe 2.3.6 tiene como principal objetivo
utilizar a las cuadraturas racionales de interpolación en el cálculo numérico de
ecuaciones integrales con singularidades débiles.

2.3.1. Estimados del error

Lema 2.3.1 Sea µ una medida con Sµ ⊂ [−a, a], 0 < a < 1. Sean f ∈ H1 y
ρn = ρn,h, n ∈ N, 1 − h = a, la función racional asociada a f según (2.11),
exceptuando al cero como punto de interpolación. Es decir

ρn(z) =
1

2πi

∫

Γh

g(s)− gn(z)

gn(s)(s− z)
f(s)ds,

donde Γh, 1− h = a, es la circunferencia definida en (2.8).
Entonces las integrales

Sn(f) =

∫ 1

−1
ρn(x)dµ(x), n ∈ N,

constituyen una regla de integración numérica del tipo

∫ a

−a

f(x) dµ(x) ≈ Sn(f) =
n∑

k=1

λn,k f(ak), (2.51)

donde los λn,k, k = 1, ..., n, son coeficientes complejos, y los nodos ak, k =
1, ..., n, son números diferentes dos a dos, pertenecientes al intervalo [−a, a].

Demostración Sea gn(z) = Pn(z)/Qn(z), la función racional de la demostración
del teorema 2.2.1, donde Pn y Qn son polinomios primos relativos y Pn es
mónico.

La fracción ρn podemos escribirla de la siguiente forma

ρn(z) =
1

2πiQn(z)

∫

Γh

Mn(z, s)

Pn(s)
f(s) ds,

donde

Mn(z, s) =
Qn(z)Pn(s)− Pn(z)Qn(s)

s− z
.
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De la propia definición de gn, deducimos que Pn(0) 6= 0, n ∈ N; los ceros de
Pn son simples y están en el intervalo [−a, a]; los ceros de Qn y Pn se corres-
ponden uno a uno, a través de la simetŕıa relativa a la circunferencia Γh.

Los teoremas de Fubini e Integral de Cauchy nos permiten obtener que

∫ 1

−1
ρn(x)dµ(x) =

∫ a

−a

ρn(x)dµ(x) =

1

2πi

∫

Γh

f(s)

Pn(s)

(∫ a

−a

Mn(x, s)

Qn(x)
dµ(x)

)
ds =

n∑

k=1

λkmn(ak) f(ak),

donde los números ak, k = 1, ..., n; son los ceros de Pn; los coeficientes λk,
k = 1, ..., n, provienen de la descomposición en suma de fracciones simples
siguiente

1

Pn(z)
=

n∑

k=1

λk

z − ak
,

y finalmente

mn(z) =

∫ a

−a

Mn(x, z)

Qn(x)
dµ(x).

El lema está demostrado. ¥

Proposición 2.3.1 Para 0 < a < 1, sea Ma la clase de las medidas µ tales que
su soporte Sµ cumple Sµ ⊂ [−a, a], y ‖µ‖ ≤ 1. Sea

En,p(µ) = sup
‖f‖p≤1

∣∣∣∣
∫ a

−a

f(x) dµ(x)− Sn(f)

∣∣∣∣ ,

1 ≤ p ≤ ∞, el error de la fórmula de cuadratura (2.51), de orden n, asociada
a una medida cualquiera µ ∈ Ma, en el espacio Hp. Entonces

sup
µ∈Ma

En,p(µ) ≤ c20

log

(
1

1− a

)
exp


−

c0 n

log

(
1

1− a

)




(1− a)1/p
. (2.52)
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Demostración Sea Sn(f), f ∈ Hp, el aproximante del lema 2.3.1. De la si-
guiente desigualdad

∣∣∣∣
∫ a

−a

f(x) dµ(x) − Sn(f)

∣∣∣∣ ≤ µ[−a, a]1/q

(∫ a

−a

|f(x)− ρn(x)|p dµ(x)

)1/p

,

(2.53)
y de (2.12,2.53) concluimos (2.52). El teorema queda demostrado. ¥
Proposición 2.3.2 Sea µ ∈ Mp, 1 ≤ p ≤ ∞. Para cada n ∈ N, t ≥ 1, existe
una regla de integración Sn,t, de orden n, tal que

∣∣∣∣
∫ 1

−1
f dµ − Sn,t(f)

∣∣∣∣ = O

({
ωp(f, µ, e−t) + t exp

(
−c0n

t
+

t

p

)})
, (2.54)

para cada f ∈ Hp.

Demostración Es consecuencia de las desigualdades (2.13) y (2.53), tomando
Sn,t como

Sn,t(f) =

∫ 1

−1
ρn((1− h)x)dµ(x), (2.55)

donde log (1/h) = t y ρn es como en el lema 2.3.1. ¥
Si ĺım

δ→0
ωp(f, µ, δ) = 0, podemos elegir una sucesión (tn), tn ≥ 1, tn →∞, tal

que

ĺım
n

∣∣∣∣
∫ 1

−1
f dµ − Sn,tn(f)

∣∣∣∣ = 0.

Si f ∈ Λp
α(µ) sea tn =

√
nc0(α + 1/p)−1. De (2.54) deducimos entonces que

∣∣∣∣
∫ 1

−1
f dµ − Sn(f)

∣∣∣∣ ≤ c21
√

n exp(−m(α, p)
√

n), (2.56)

donde m(α, p) =
√

c0/(α + 1/p) ≥
√

c0/(α + 1).
El orden del estimado (2.56), como función de n, es exacto para dµ = dx

(ver [7]).
La fórmula exacta de los nodos utilizados en este subeṕıgrafe 2.3.1, está cal-

culada en la demostración del teorema 3.2.1, página 135.

2.3.2. Cuadratura racional sobre intervalos acotados

En esta parte presentamos un concepto de fórmula de cuadratura racional de
interpolación que incluye a las fórmulas utilizadas en el subeṕıgrafe anterior. La
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condición de exactitud va a estar asociada a la sucesiones (ωn) de polinomios
algebraicos, y de números naturales rn, tales que n− 1 ≤ rn ≤ 2n− 1.

Definición 2.3.1 Decimos que la fórmula de cuadratura
∫ b

a

f(x) dµ(x) ≈
n∑

k=1

λn,kf(yn,k), (2.57)

es racional interpolatoria respecto a las sucesiones (rn) y (ωn), si para todo
natural n existe un número δn, 0 ≤ δn < (b− a)/2, tal que

∫ b−δn

a+δn

p

ωn
dµ =

n∑

k=1

λn,k

(
p

ωn

)
(yn,k), (2.58)

para todo polinomio p cuyo grado es no mayor que rn.

La presencia de la sucesión de números positivos (δn) en la definición 2.3.1,
se corresponde con la naturaleza intŕınseca de las funciones que queremos inte-
grar. Es decir, se trata de integrales impropias de funciones anaĺıticas en todos
los puntos del intervalo de integración, salvo quizás en los extremos.

La condición de interpolación referida al intervalo [a+ δn, b− δn] nos permite
analizar el comportamiento del procedimiento en dos zonas altamente sensibles:
cerca de los extremos y en el interior del intervalo.

El comportamiento del método cerca de los puntos a y b se explica en térmi-
nos de un módulo integral de continuidad, mientras que la abundante analitici-
dad de algunas funciones f sobre intervalos de la forma [c, d], a < c < d < b; nos
debe permitir obtener teóricamente una velocidad de convergencia exponencial.

Notemos que la anterior definición conlleva la preselección de los polos del
esquema racional, y que el método correspondiente a la función f se basa en el
polinomio de Lagrange pn(f) de grado n−1 que interpola a la función ωn(x)f(x)
en los puntos yn,k.

La fórmula (2.58) puede interpretarse como aquella de coeficientes

λ′n,k = λn,kωn(yn,k)
−1,

de tipo interpolatoria polinomial respecto a medidas variantes

dµn(x) = ωn(x)−1dµ(x).

Obviamente, el peso variante Wn(x) = ωn(x)−1 puede tener un diseño no
racional. La sección 4.1 está dedicada a la integración numérica con medidas
variantes de tipo racional, trata el caso en que los ceros de los polinomios ωn(x)
se corresponden con los puntos de una tabla de interpolación con lo cual se
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vincula a esta teoŕıa con los aproximantes multipuntuales de Padé.(8

El procedimiento para el cálculo de los coeficientes λn,k aparece explicado en
el siguiente subeṕıgrafe.

2.3.3. Diseños para el cálculo numérico

La construcción de fórmulas eficientes de cuadratura numérica para la inte-
gración de funciones con diversos tipos de singularidades, cobró mucha fuerza
en los últimos años del siglo XX. Para abordar este tema comencemos con-
siderando la integral ∫ b

a

f(x)dx. (2.59)

Una singularidad para (2.59) es un punto x0, llamado punto singular, que
puede pertenecer a alguno de los siguientes tipos:

1. La integral (2.59) es impropia convergente, x0 ∈ {a, b}, y además

a) ĺımx→x0
f (j)(x) = ∞, para algún j = 0, 1, ...,

b) f no admite prolongación anaĺıtica en x0,

2. x0 ∈ (a, b), y en tal caso puede ser

a) una singularidad débil por la presencia de un factor en f del tipo

|x0 − x|−λ, 0 < λ < 1,

b) una singularidad fuerte por la presencia en f de alguno de los siguientes
factores:

1) |x0 − x|−λ, 1 ≤ λ,

2) (x0 − x)−λ, λ ∈ N, λ ≥ 2,

c) (x0 − x)−1 y (2.59) está dada según el valor principal de Cauchy,

d) logβ |x0 − x|, β > 0,

3. f es anaĺıtica en [a, b] y meromorfa en el abierto U , [a, b] ⊂ U , siendo x0 ∈ C
un polo “significativamenteçercano a [a, b],

4. f es una función oscilante.(9

El caso 1 ha sido estudiado tradicionalmente mediante esquemas abiertos
de cuadratura, especialmente con los conocidos métodos de Gauss. En [238]

8La definición de aproximante multipuntual de Padé puede verse en la página 57.
9Numerosos cambios de signo.
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se utiliza un desarrollo del error para las cuadraturas de Gauss-Legendre, que
permite obtener aceleración de la convergencia por medio de extrapolación.

Es simple convencernos de que el caso 2a se puede reducir al caso 1, o se
utiliza directamente el conocido método de substracción de singularidades.

El caso 2b de las singularidades fuertes es tratado en [71], un art́ıculo que
puede ser interesante para el lector dedicado a problemas con derivadas frac-
cionadas o ecuaciones diferenciales fraccionadas. Las últimas se presentan en los
problemas de difusión, y en otras áreas de la qúımica, la f́ısica y la ingenieŕıa.
Una caracteŕıstica de [71] es el uso de la aproximación mediante splines.

Para el caso 2c han sido utilizadas cuadraturas basadas en el esquema gaus-
siano [69], y las llamadas cuadraturas modificadas, es decir, aquellas en las que
se substrae la singularidad para aplicar luego algún esquema conocido [70, 139].

Las singularidades logaŕıtmicas (2d) son reducidas al caso 2a que es más
estable, escribiendo

f(x) = |x0 − x|−λ
(|x0 − x|λ logβ |x0 − x|) g(x),

siendo g una función continua.(10

Más adelante veremos que tanto desde el punto de vista teórico como ex-
perimental, el caso 3 debe desglosarse en subcasos x0 ∈ Ri, correspondientes
a subregiones Ri ⊂ U , i = 1, ..., m. Para las cuadraturas de Newman-Gonchar
que hemos presentado en este caṕıtulo, corresponde considerar las regiones

R1 = C\D(a, b), y R2 = D(a, b)\[a, b],

donde

D(a, b) = {z; |z − (a + b)/2| ≤ (b− a)/2}.
Este tipo de singularidad se manifiesta en los resultados numéricos, y las expec-
tativas de convergencia, que dependen de la distancia entre [a, b] y x0, pueden
depender además de la posición relativa ocupada por el polo z = x0 con respec-
to al intervalo.

En [114] se presenta para el caso 3 un esquema automático de cuadraturas
para aproximar integrales de funciones que son anaĺıticas en [a, b], pero que
tienen un polo sobre el eje real, o polos dobles conjugados, cerca de [a, b]. Este
método se basa en reglas de integración producto de tipo interpolatorio, y sólo
utiliza valores funcionales del intervalo [a, b].(11 En la página 122 presentamos
algunos resultados y comentarios acerca del caso 3 para cuadraturas racionales
de Newman-Gonchar.

10Esto se denomina método de integración producto modificado.
11Ver [210] y las referencias que éste contiene
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Los métodos de integración aproximada para funciones oscilantes (caso 4)
han sido estudiados desde la primera mitad del siglo XX. Los problemas con
integrandos oscilantes son frecuentes en la matemática y en las aplicaciones.
Por ejemplo, éstos se presentan al calcular transformadas de Fourier, y al re-
solver ecuaciones diferenciales en derivadas parciales (problemas de contorno).
También surgen al modelizar sistemas ópticos y de control automático, construc-
ción de diagramas de dirección de antenas, solución de problemas de radioas-
tronomı́a, cristalograf́ıa, procesamiento de señales, reconocimiento de imágenes,
y en el procesamiento estad́ıstico de datos experimentales. En [164] se constru-
yen fórmulas óptimas en cierto sentido para aproximar integrales de integrandos
fuerte y débilmente oscilantes.(12

Las reglas de integración del lema 2.3.1, utilizadas en las proposiciones 2.3.1
y 2.3.2, tienen un interés fundamentalmente teórico: sus nodos producen matri-
ces mal acondicionadas y sólo actúan en la mitad derecha del intervalo.(13 No
obstante, el planteamiento de tipo interpolatorio (2.58) de estas fórmulas ofrece
alternativas para el diseño de fórmulas capaces de producir resultados satis-
factorios. Las siguientes ĺıneas muestran cómo hacerlo de modo que puedan
abordarse problemas vinculados a los casos 1a, 1b, 2a, 2d , y 3.

La teoŕıa presente en este caṕıtulo sugiere que la simetŕıa entre los polos
pn,j,t y cierta clase de nodos xn,j,t, respecto a una circunferencia de radio st,
debe producir convergencia.

Supongamos que n es par y adoptemos la definición

pn,j,t =
s2
t

xn,j,t
, (2.60)

con xn,j,t 6= 0.
Consideremos en lo que sigue al intervalo [−1, 1] para simplificar. De manera

general nos interesan radios st tales que

0 < st < 1, y − st < xn,j,t < st,

para j = 1, ..., n, n ∈ N, y t ≥ 1.
Si en particular fijamos

st = 1− e−t/2,

entonces de forma análoga a la seguida en el teorema 2.2.1, podemos probar
que ∣∣∣∣

∫ 1

−1
f(x) dµ(x)−

∫ 1

−1
ρn,t((1− e−t)x) dµ(x)

∣∣∣∣ = O(r(n, t)), (2.61)

12Ver también [64].
13Estos nodos aparecen calculados en la página 135.
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donde

r(n, t) = ω1(f, µ, e−t) + tMn,t,

y

Mn,t = sup





∣∣∣∣∣∣∣

n∏

j=1




x− xn,j,t

st

x
xn,j,t

st
− 1




∣∣∣∣∣∣∣
; |x| ≤ 2st − 1

st





, (2.62)

estando la fracción ρn,t asociada a los nodos xn,j,t, y polos pn,j,t, de igual forma
que en el teorema 2.2.1.

La siguiente condición(14

ĺım
n

n∑

k=1

(st − |xn,k,t|) = ∞, (2.63)

garantiza la convergencia a cero de Mn,t cuando n tiende a infinito. Luego, si
además t es suficientemente grande tenemos que el aproximante Sn,t(f), definido
en (2.55), es una buena aproximación de la integral de la función f .

Los nodos equidistantes

en,j,t = st

(
−1 +

2j

n + 1

)
, j = 1, ..., n; (2.64)

y los nodos de Chebyshev relativos a [−st, st]

cn,j,t = −st cos

(
(2j − 1)π

2n

)
, j = 1, ..., n; (2.65)

satisfacen (2.63), y son apenas sensibles a las variaciones del parámetro t.
Los nodos (2.65), y en general los ceros de polinomios ortogonales, configu-

ran el tratamiento clásico de la integración numérica impropia sobre intervalos
acotados y no acotados.

A diferencia de (2.65), la formulación (2.64) con t ≥ 1 fijo, permite el diseño
directo de esquemas anidados.

Mediante el cambio de variable u = (1 − e−t)x, la fórmula de integración
(2.55) adopta la forma interpolatoria en el sentido dado por la definición 4.1.6
(página 176) considerando que está asociada a la sucesión de polinomios ωn(x),
definidos por

ωn(x) =
n∏

j=1

(x− pn,j,t),

14Ver por ejemplo [242], donde se establece la convergencia uniforme a cero del producto infinito sobre com-
pactos dentro del disco unidad.
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con exactitud rn ≥ n− 1, n ∈ N.
Los coeficientes λn,j = λn,j,t podemos calcularlos como solución del sistema

lineal de ecuaciones siguiente(15

∫ 1−e−t

−1+e−t

dµ(x)

x− pn,k,t
=

n∑
j=1

λn,j

xn,j,t − pn,k,t
, k = 1, ..., n. (2.66)

A las fórmulas obtenidas mediante el sistema lineal de ecuaciones (2.66) les
llamaremos en lo que sigue cuadraturas de Newman-Gonchar, y espećıficamente
X-racional y T -racional, cuando estén definidas para los nodos (2.64) y (2.65)
respectivamente.

2.3.4. Convergencia sobre C[−1, 1]

El objetivo de esta subsección, que incidentalmente hemos intercalado en
esta sección, es hacer un análisis breve acerca de la convergencia de las fórmulas
racionales de cuadratura sobre el espacio de las funciones continuas, para lo cual
sólo conservaremos de la teoŕıa estudiada en los párrafos anteriores, la condición
de exactitud dada por el sistema (2.66).

Sea Y = {xn,k} una tabla Newtoniana de nodos en (−1, 1). Es decir, xn′,k =
xn,k, para todos los n y k tales que n′ > n ≥ k. Para simplificar escribamos
Y = {xn}. Sea {sn} una sucesión de radios sn, que satisfacen las dos siguientes
condiciones

0 < sn < 1, (2.67)

−s2
n < xk < s2

n, k = 1, ..., n, n ∈ N. (2.68)

Supongamos adicionalmente que los polos pk, k = 1, ..., n, están definidos
en función de sn y de los puntos xk, según (2.60). De lo anterior se deriva que
|pk| > 1, para todo k = 1, ..., n, n ∈ N. Sea cn ∈ (−1, 1) definido por

pn =
cn + c−1

n

2
, n ∈ N. (2.69)

Entonces, de ([1], problema 7, página 254) se deduce que la condición(16

∞∑

k=1

(1− |ck|) = ∞, (2.70)

15El método de cálculo dado en [128] para obtener numéricamente los coeficientes de la fórmula (2.55), tiene
interés puramente teórico.

16La extensión de este resultado para el caso en que los pk aparezcan repetidos, siendo conjugados aquellos
que no son reales, aparece en [168].
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es suficiente para que el sistema de funciones racionales{
1

x− pk
; k = 1, ..., n, n ∈ N

}
, (2.71)

tenga envoltura lineal densa en (C[−1, 1], ‖ · ‖∞).
Sea Sn la fórmula de cuadratura definida por el sistema (2.66),(17 donde

hemos sustituido a h = e−t por δn → 0. Si además sn = 1− vn, vn < δn, n ∈ N,
entonces se tiene la siguiente estimación del error para f continua.∣∣∣∣

∫ 1

−1
f(x)dµ(x)− Sn(f)

∣∣∣∣ ≤ 2ω(f, δn)

+

∣∣∣∣∣
∫ 1−δn

−1+δn

f(x)dµn(x)−
n∑

k=1

λn,kf(xk)

∣∣∣∣∣ , (2.72)

donde µn es la medida imagen correspondiente al cambio de variables.
Para que tengamos

ĺım
n

Sn(f) =

∫ 1

−1
f(x)dµ(x),

para toda función continua f , es suficiente que se cumplan(18

sup
n

n∑

k=1

|λn,k| < ∞, (2.73)

y la condición (2.70).
De lo anterior concluimos que, por causa de (2.70), los polos pk no deben

acercarse muy rápido en valor absoluto al valor uno. Por otra parte, la condición
(2.73) es bastante exigente. La positividad de los coeficientes λn,k, y un grado
de exactitud de la fórmula mayor que n, son suficientes para tener (2.73), pero
son propiedades dif́ıciles de tener en la práctica. En el caṕıtulo 4 se investiga
el caso de las cuadraturas racionales gaussianas, uno de los más importantes
métodos de cuadratura positiva y grado máximo de exactitud.

2.3.5. Nodos equidistantes y de Chebyshev

En el caso de los nodos equidistantes en,j,t dados en (2.64), la condición (2.68)
se traduce en la desigualdad

tn > log

(
n + 1

2

)
, n ∈ N.

17Que de momento sólo produce cuadraturas de orden par. Más adelante veremos que la extensión a un orden
n cualquiera es simple de establecer.

18La acotación uniforme (2.73) es también necesaria pues (C[−1, 1], ‖ · ‖∞) es un Banach.
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Para los nodos de Chebyshev (2.65) no es dif́ıcil deducir que (2.68) se cumple
si para n suficientemente grande se tiene que

tn > 2 log

(
2n

π

)
.

Para ambos tipos de nodos, los equidistantes y los de Chebyshev (2.65), se
satisface (2.68) para n ≤ 700 y t = 20.

La fórmula abierta X-racional es una versión de la fórmula polinomial de
Newton-Cotes. Las evidencias experimentales sugieren que la primera debe ser
también divergente cuando ha sido aplicada a la llamada función de Runge(19

[207], definida por

f(x) =
1

1 + 25x2 , −1 ≤ x ≤ 1.

El modelo computacional que utiliza nodos poco sensibles respecto a varia-
ciones del parámetro t, como es el caso de los equidistantes y los de Chebyshev,
podemos simplificarlo si asumimos que t es suficientemente grande para que en
(2.66) podamos sustituir e−t por el cero. Las pruebas numéricas realizadas con
el método racional asociado al sistema (2.66) con nodos (2.64) y (2.65), mues-
tran que este método tiene una estabilidad numérica aceptable para t ≥ 10.
Sin embargo, una caracteŕıstica que está presente en los tres tipos de nodos que
aqúı estamos considerando, es decir, los nodos de Gonchar (3.4) (página 136),
los nodos distribuidos uniformemente (2.64), y los de Chebyshev (2.65), es que
las matrices correspondientes al sistema (2.66) están mal acondicionadas. La
experiencia indica que la concentración de nodos en los extremos del intervalo
de integración es uno de los factores que producen el mal acondicionamiento de
la matriz asociada al sistema (2.66).(20 No obstante, los resultados numéricos
con fórmulas simples de hasta 700 nodos son satisfactorios, tal como lo demues-
tran las tablas 2.3.2, 2.3.5 y 2.3.6. Los estimados de los números de condición,
asociados a la norma euclideana, y para varios valores de n, están dados en la
tabla 2.3.1.

Tabla 2.3.1 Números de condición asociados al sistema (2.66). La fila
Cond(X) corresponde a los nodos (2.64) y Cond(T ) a los nodos (2.65)
(t = 40).

n 10 100 400 700

Cond(T ) 2.67e+05 1.04e+21 4.26e+21 1.32e+23
Cond(X) 7.88e+07 4.81e+19 5.65e+19 1.85e+20

19La función de Runge no admite prolongación a H1. Un trabajo relativamente reciente sobre la divergencia
de las cuadraturas de Cotes para la función de Runge puede verse en [166].

20Monegato y Scuderi [170] opinan igual.
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Ejemplo 2.3.1 Sea f(z) =
√

z la rama anaĺıtica y uniforme de la función ráız
cuadrada compleja, definida por f(1) = 1. Consideremos a la integral siguiente.

∫ 1

0
f(x) dx. (2.74)

Con el objetivo de comparar la eficiencia del método racional interpolato-
rio definido anteriormente, con un método polinomial, hemos considerado a la
conocida regla de los trapecios asociada al arreglo de nodos equidistantes (2.64),
respecto al intervalo

[−1 + e−20, 1− e−20].

Algunos de los resultados numéricos obtenidos se muestran en la primera colum-
na de las tablas 2.3.2 y 2.3.6.(21

Tabla 2.3.2 Errores al calcular (2.74), mediante el método de los
trapecios y las cuadraturas racionales de interpolación, con t = 20.

n 10 100 400 700

T -racional 0.453e-05 0.107e-07 0.841e-09 0.101e-08
X-racional 0.624e-03 0.103e-04 0.149e-05 0.666e-06
Trapecios 0.718e-02 0.207e-03 0.258e-04 0.111e-04

Los resultados de la tabla 2.3.2 muestran una vez más la superioridad de los
nodos de Chebyshev sobre las distribuciones uniformes.(22

El planteamiento polinomial interpolatorio que se corresponde con el sistema
(2.66) es el siguiente.

∫ 1−e−t

−1+e−t

xkdµ(x) =
n∑

j=1

λn,jx
k
n,j,t, k = 0, ..., n− 1. (2.75)

La matriz de este sistema (2.75) está también mal acondicionada, y la fórmula
de cuadratura asociada sólo converge en casos muy especiales. Por ejemplo, si
1− e−t = 1 y

dµ(x) =
dx√

1− x2
,

los nodos (2.65) aplicados al sistema (2.75) dan lugar a la conocida fórmula de
Gauss, que converge para toda función continua. Si dµ(x) = dx entonces los
nodos equidistantes (2.64) dan lugar a cuadraturas que divergen incluso para

21La fórmula de los trapecios se ha utilizado, como es usual, en su forma compuesta.
22Ver la sección 7 del caṕıtulo 3 de [63].
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algunas funciones anaĺıticas.(23

Teniendo en cuenta el papel que el parámetro t desempeña en el estimado
(2.61), la precisión de los resultados debe mejorar cuando t aumenta el valor.
Para t > 40 númericamente se tiene que 1− e−t = 1, de modo que únicamente
nos hemos interesado en realizar experimentos en el rango t ∈ [10, 40]. En la
tabla 2.3.3 pueden apreciarse los diferentes comportamientos del error al variar
el parámetro t.

Tabla 2.3.3 Errores al calcular la integral (2.74), producidos por la
fórmula de cuadratura T -racional para diferentes valores de t.

n 10 100 400 700

t = 10 0.187e-04 0.228e-04 0.228e-04 0.228e-04
t = 20 0.453e-05 0.107e-07 0.841e-09 0.101e-08
t = 30 0.453e-05 0.119e-07 0.186e-09 0.345e-10
t = 40 0.453e-05 0.118e-07 0.184e-09 0.405e-10

Tabla 2.3.4 Errores al calcular la integral (2.74), producidos por la
fórmula de cuadratura X-racional para diferentes valores de t.

n 10 100 400 700

t = 10 0.600e-03 0.978e-05 0.215e-04 0.222e-04
t = 20 0.624e-03 0.121e-04 0.470e-05 0.292e-06
t = 30 0.624e-03 0.123e-04 0.144e-05 0.680e-06
t = 40 0.624e-03 0.147e-04 0.153e-05 0.656e-06

Si queremos mantener la simetŕıa al extender los sistemas de nodos (2.64) y
(2.65) para el caso en que n = 2m + 1, tenemos que establecer la condición de
interpolación en el punto x = 0, pero entonces no podemos asignarle un polo
siguiendo el mismo criterio anterior. La solución la obtenemos considerando las
mismas ecuaciones del sistema (2.66) para k 6= m + 1, y considerar la ecuación
que a continuación se muestra para k = m + 1.

∫ 1−e−t

−1+e−t

dµ(x) =
n∑

j=1

λn,j. (2.76)

Las pruebas numéricas han mostrado que el comportamiento de estas fórmu-
las racionales de ı́ndice impar, calculadas en términos del sistema (2.66)-(2.76),
es similar al de aquellas con n par. Por otra parte, la convergencia teórica de
las cuadraturas de Newman-Gonchar cuando n → ∞, n ∈ N, está prevista

23En [20] pueden verse varios ejemplos.
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en la demostración del teorema 2.2.1, en la cual la interpolación en el punto
x = 0 sólo se justifica por la intención de producir un aproximante racional
cuyos numerador y denominador son ambos polinomios de grado n. La tabla
2.3.5 contiene los errores cometidos al calcular la integral (2.74) para valores
impares de n que permiten la comparación con los resultados de la tabla 2.3.2.

Tabla 2.3.5 Errores al calcular (2.74) mediante fórmulas de cuadratu-
ra racional de orden impar, asociadas al sistema (2.66)-(2.76) (t=20).

n 11 101 401 701

T -racional 0.988e-05 0.105e-06 0.841e-09 0.997e-09
X-racional 0.488e-03 0.117e-04 0.153e-05 0.506e-06

Ejemplo 2.3.2 Consideremos a la función f(z) = 1/
√

z, donde hemos consi-
derado a la rama anaĺıtica y uniforme de la función ráız cuadrada compleja,
con

√
1 = 1. Es posible comprobar que f ∈ Hp(D(1/2, 1/2)) para 0 < p < 4.

La siguiente integral es impropia de primera especie, con un punto singular
en x = 0. ∫ 1

0
f(x) dx. (2.77)

Tabla 2.3.6 Errores al calcular la integral (2.77), mediante fórmulas
de tipo polinomial con nodos (2.64), y racionales de interpolación
(t = 20).

n 10 100 400 700

T -racional 0.495e-01 0.497e-02 0.124e-02 0.711e-03
X-racional 0.168e-00 0.453e-01 0.226e-01 0.181e-01
Trapecios 0.141e+04 0.128e+03 0.318e+02 0.181e+02

De la propia definición de los dos sistemas de ecuaciones, uno para las cuadra-
turas de orden par (n = 2m), y el otro para el orden impar (n = 2m + 1), se
deduce que los coeficientes λn,j, j = 1, ..., n, de las cuadraturas T y X-racionales,
satisfacen la siguiente relación.

λn,1+j = λn,n−j; j = 0, ..., m− 1. (2.78)

La tabla 2.3.7, mostrada a continuación, confirma aceptablemente la pre-
visión teórica dada por (2.78), y al mismo tiempo revela el nivel de estabilidad
numérica del procedimiento, afectado fundamentalmente por el mal acondi-
cionamiento de la matriz de orden 20 asociada al sistema de ecuaciones.
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Tabla 2.3.7 Coeficientes λ20,j, j = 1, ..., 20, de la cuadratura T -racional
de orden n = 20 (t = 20).

j λ20,j j λ20,j

1 9.313431609077456e-03 20 9.313431608710010e-03
2 4.650330285386140e-02 19 4.650330286896501e-02
3 1.499000407648929e-02 18 1.499000384120784e-02
4 2.736194814144489e-01 17 2.736194835247435e-01
5 -5.518988011883386e-01 16 -5.518988135473160e-01
6 1.834891341995945e+00 15 1.834891392368192e+00
7 -3.241098424272097e+00 14 -3.241098573060275e+00
8 4.961280843656992e+00 13 4.961281171283090e+00
9 -4.420500368813523e+00 12 -4.420500917403023e+00

10 2.072898998609744e+00 11 2.072899706209109e+00

Los siguientes ejemplos corresponden a integrandos con polos cercanos al
intervalo de integración.(24

Ejemplo 2.3.3 Integrando anaĺıtico en [0, 1], con un polo real próximo al in-
tervalo de integración. ∫ 1

0

1

x + e−8 dx. (2.79)

Tabla 2.3.8 Errores al calcular la integral (2.79), mediante fórmulas
de tipo polinomial con nodos (2.64), y racionales de interpolación
(t = 20).

n 10 100 400 700

T -racional 0.135e+01 0.171e-03 0.309e-05 0.307e-05
X-racional 0.362e+01 0.111e+01 0.290e+00 0.111e+00
Trapecios 0.160e+03 0.122e+02 0.210e+01 0.928e+00

Ejemplo 2.3.4 Integrando anaĺıtico en [0, 1], con polos complejos próximos al
intervalo de integración. ∫ 1

0

1

x2 − x + 0,5
dx. (2.80)

Tabla 2.3.9 Errores al calcular la integral (2.80), mediante fórmulas
de tipo polinomial con nodos (2.64), y racionales de interpolación
(t = 20).

24En [210] se pueden encontrar referencias a art́ıculos que tratan el problema de la integración numérica con
singularidades cercanas al intervalo de integración.
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n 10 100 400 700

T -racional 0.518e-02 0.160e-03 0.291e-05 0.185e-04
X-racional 0.844e-01 0.753e-02 0.364e-02 0.185e-02
Trapecios 0.405e+00 0.401e-01 0.100e-01 0.572e-02

El error producido al calcular la integral (2.79) del ejemplo 2.3.3, refleja la
estabilidad de ambos métodos racionales, a pesar de la proximidad al intervalo
[0, 1] de un polo del integrando.

La tabla 2.3.9 expresa un comportamiento numérico inestable del método X-
racional, ante la presencia de polos dentro del disco D1/2, con centro en el punto
(1/2, 0), y radio r = 1/2. El integrando de (2.80) es una función que obviamente
no admite prolongación anaĺıtica a D1/2, de modo que no está previsto en la
teoŕıa la convergencia de las fórmulas T -racional y X-racional. Un experimen-
to numérico realizado con ambas fórmulas racionales, utilizando fórmulas de
orden n = 10, 20, 30, ..., 700, nos ha revelado el comportamiento oscilante del
error al calcular la integral (2.80) mediante la fórmula X-racional, lo cual nos
hace conjeturar que existen subsucesiones del mismo que no convergen a cero.
A diferencia de lo que ocurre en el ejemplo 2.3.3, el integrando de (2.80) tiene
polos relativamente alejados del intervalo de integración.

En la tabla 2.3.9 las fórmulas T -racional y de los trapecios śı parecen ser
convergentes, pero la última necesita hasta 10 000 nodos para alcanzar un error
igual a 0,400e− 03.

El uso de una fórmula de cuadratura X-racional compuesta, permite resolver
el inconveniente producido en el ejemplo 2.3.4, debido aparentemente a la pre-
sencia de singularidades dentro del disco D1/2, o polos en la frontera como es el
caso que nos ocupa. Por ejemplo, si subdividimos a [0, 1] en m = 7 subintervalos
iguales en longitud, la aplicación de la fórmula T de orden n = 100, en cada
uno de estos, no se afecta por causa de los polos 1/2 ± i/2, cuyas respectivas
distancias al intervalo de integración son ambas exactamente iguales a 1/2. De
esta forma se realizan 700 evaluaciones funcionales en total para arrojar un
error igual a 0,672e−08, que es casi 300,000 veces más pequeño que el obtenido
en la tabla 2.3.9 para n = 700.

2.3.6. Solución numérica de ecuaciones integrales singulares

En esta sección presentamos una pequeña muestra de los resultados obtenidos
al aplicar el método de cuadratura racional interpolatoria a la solución del pro-
blema inverso (1.106), planteado en la subsección 1.3.

Para investigar las propiedades de la solución de la ecuación (1.106) (pági-
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na 80), es recomendable considerar por separarado las malas propiedades que
pueden ser trasmitidas a f por causa de las singularidades presentes en los
datos. Si K(x, y) y g son continuas a tramos, con discontinuidades de salto
finito en ĺıneas paralelas a los ejes coordenados, decimos que se trata de un pro-
blema con singularidades leves.(25 Si el núcleo resolvente del problema (1.106)
es continuo, entonces la solución f debe heredar la forma y naturaleza de las
singularidades del término g.(26 Nosotros no nos detendremos en considerar este
caso, sino que asumiremos que g es anaĺıtica en (a, b), y que las singularidades
están concentradas en el núcleo K.

Uno de los casos más tratados en la literatura por su importancia práctica
es el de las singularidades débiles. Su planteamiento consiste en suponer que el
núcleo de la ecuación (1.106) tiene la forma K(x, y) = H(x, y)/|x − y|α, con
0 < α < 1, siendo H(x, y) continua en el intervalo producto [a, b]× [a, b].

Para resolver la ecuación singular (1.106) podemos utilizar en algunos casos
el método modificado de cuadratura, que se basa en aceptar a priori que la
solución f cumple una condición de Lipschitz de orden β > α. Este método
asume de antemano el conocimiento de la función(27

A(x) =

∫ b

a

H(x, y)

|x− y|αdy,

de modo que sea factible la aplicación de alguna fórmula de cuadratura a la
expresión siguiente

(1 + λA(x)) f(x) + λ

∫ b

a

H(x, y)

|x− y|α (f(y)− f(x))dy = g(x).

Sea Dn = {a = x1 < x2 < ... < xn = b} una subdivisión uniforme del
intervalo [a, b]. Es decir, xj = a + (b − a)(j − 1)/(n − 1), j = 1, ..., n. Nuestro
problema consiste en calcular aproximadamante los valores f(xj), j = 1, ..., n.

La fórmula de Newman-Gonchar con nodos en Dn no tiene una forma natural
de aplicarse a la solución de (1.106). Al igual que ocurre con otros métodos,
la diagonal contituye un sitio prohibido para realizar evaluaciones. Una varian-
te podŕıa ser la consideración de fórmulas abiertas con nodos {x2, ..., xi−1} y
{xi+1, ..., xn−1} respectivamente, aplicadas en cada uno de los subintervalos que
determina el punto singular xi, cuando el ı́ndice i está en el rango 3 ≤ i ≤ n−3.
En el caso de que i ∈ {1, n}, se utilizan los nodos {x2, ..., xn−1}. El siguiente

25Hemos traducido “leve”por la palabra inglesa “mild”.
26Ver la página 527 de [11].
27En el eṕıgrafe 3.2.4 de [89] se muestra el método de solución de 1.106 utilizando cuadraturas de Gauss-

Christoffel.
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sistema de ecuaciones se corresponde con este último planteamiento.

f(xi) +
n∑

k=1, k 6=i

λ′kK(xi, xk)f(xk) = g(xi), i = 1, ..., n, (2.81)

donde los coeficientes λ′k son modificaciones adecuadas de los obtenidos en los
sistemas (2.66) y (2.66)-(2.76).

Los inconvenientes que deben aparecer en el sistema (2.81) no son únicamente
debidos a la simulación numérica del núcleo K(x, y). Los nodos de la fórmula
de cuadraturas, y solamente ellos, generan las incógnitas del sistema de ecua-
ciones. No hay espacio para una cuadratura racional abierta en los subintervalos
[a, x2] y [xn−1, b], cuando x2 y xn−1, son respectivamente los puntos singulares
en la fórmula (1.106). La escasa contribución de los nodos x1 = a y xn = b al
sistema (2.81) produce serias perturbaciones en los resultados correspondientes
a abscisas cercanas a los extremos del intervalo.

El método que hemos diseñado no es el único posible, pero śı es uno de los
más simples que logra evadir el conflicto mencionado en el párrafo anterior. En
cada intervalo [xk, xk+1], k = 1, ..., n − 1, se aplica una fórmula de orden dos,
preferiblemente T -racional con t = 20, de modo que si f es suficientemente
suave se tiene la estimación

∫ xk+1

xk

H(xj, y)

|xj − y|αf(y)dy ≈

hn

(
λ1H(xj, tk,1)f(xk)

|xj − tk,1|α +
λ2H(xj, tk,2)f(xk+1)

|xj − tk,2|α
)

, (2.82)

donde k = 1, ..., n− 1, los factores hn están dados por

hn =
b− a

2(n− 1)
,

y los puntos tk,1 y tk,2 están definidos por

tk,1 = hnt1 + (xk+1 + xk)/2, tk,2 = hnt2 + (xk+1 + xk)/2,

siendo ti los nodos (2.65). Por otra parte, los escalares λi, i = 1, 2, son los
coeficientes dados por el sistema (2.66) para n = 2.

Notemos que en la fórmula (2.82) se han reemplazado f(t1) y f(t2), por f(xk)
y f(xk+1) respectivamente. El error de truncamiento en (2.82) producido por
esta última sustitución, puede estimarse superiormente por ω(f, δn), tomando
δn = hn(1− t2).
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Siguiendo la notación establecida en (2.82), sea An la matriz definida por

An(j, k) =





hn

(
λ2

H(xj, tk−1,2)

|xj − tk−1,2|α + λ1
H(xj, tk,1)

|xj − tk,1|α
)

2 ≤ k ≤ n− 1

hn

(
λ1

H(xj, t1,1)

|xj − t1,1|α
)

k = 1

hn

(
λ2

H(xj, tn−1,2)

|xj − tn−1,2|α
)

k = n

El arreglo X = (f̃(x1), ..., f̃(xn)) es la solución del sistema siguiente.

(λAn + In) X = B, (2.83)

donde B = (g(x1), ..., g(xn)) e In es la matriz identidad de orden n.
La solución exacta de las ecuaciones integrales (2.84) y (2.85) que aparecen

a continuación es para ambas la función f(x) = x. Las soluciones aproximadas
han sido calculadas en 100 puntos equidistantes del intervalo [0, 1], median-
te el sistema (2.83). Para simplificar la lectura, las tablas (2.3.10) y (2.3.11)
sólo contienen respectivamente los resultados numéricos correspondientes a las
abscisas x = 0, 0,25, 0,50, 0,75, 1, con t = 20.

Ejemplo 2.3.5 Sea la siguiente ecuación integral
∫ 1

0

f(y)

|x− y|1/2dy + f(x) = g(x), (2.84)

donde g(x) = (4/3)x3/2 + x + (2/3)(1− x)3/2 + 2x
√

1− x.

Tabla 2.3.10 Solución aproximada de la ecuación (2.84).

j xj f̃(xj) Error

1 0.0e-00 5.064e-03 5.06e-03
25 2.5-01 2.583e-01 1.59e-02
50 5.0e-01 5.241e-01 2.91e-02
75 7.5e-01 7.894e-01 4.20e-02

100 1.0e+00 1.034e+00 3.41e-02

Ejemplo 2.3.6 La ecuación

f(x)−
∫ 1

0
log |x− y|f(y)dy = g(x), (2.85)
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con g(x) = x−0,5(x2 log(x)+(1−x2) log(1−x)−(x+0,5)), tiene singularidades
débiles ya que el núcleo K(x, y) = log |x− y| puede escribirse como

K(x, y) =
H(x, y)

|x− y|α ,

siendo H(x, y) = |x− y|α log |x− y|, 0 < α < 1.

Tabla 2.3.11 Solución aproximada de la ecuación (2.85).

j xj f̃(xj) Error

1 0.0+00 4.605e-03 4.60e-03
25 2.5e-01 2.547e-01 1.22e-02
50 5.0e-01 5.165e-01 2.16e-02
75 7.5e-01 7.762e-01 2.88e-02

100 1.0e+00 1.024e+00 2.41e-02

Tabla 2.3.12 Errores máximos al resolver las ecuaciones (2.84) y (2.85),
y número de condición de la matriz del sistema (2.83).

n Ec. (2.84) Ec. (2.85) no mod. Ec. (2.85) mod. cond(An + In)

10 7.44e-02 2.5155e-02 3.08e-01 2.65e+00
100 5.07e-02 2.9888e-02 6.53e-02 3.20e+00
200 4.67e-02 3.0135e-02 4.75e-02 3.29e+00
300 4.52e-02 3.0216e-02 4.18e-02 3.33e+00
400 4.43e-02 3.0257e-02 3.90e-02 3.35e+00
500 4.37e-02 3.0281e-02 3.73e-02 3.37e+00
600 4.33e-02 3.0298e-02 3.62e-02 3.38e+00
700 4.29e-02 3.0309e-02 3.54e-02 3.39e+00

En las tablas 2.3.11 y 2.3.12 (columna del método no modificado) se observa
el comportamiento creciente del error al calcular los valores aproximados de
la solución de la ecuación integral (2.85), cuyo núcleo presenta singularida-
des logaŕıtmicas. En cambio, la columna del método modificado de la tabla
2.3.12 śı muestra un marcado comportamiento monótono decreciente, aunque
con valores mayores que los del método sin modificar. Esto último es debido al
error de truncamiento que adicionalmente introduce la propia modificación, tal
como se muestra en la definición de la matriz A′

n.
En efecto, para atenuar la influencia adversa de la singularidad logaŕıtmica

hemos utilizado la siguiente matriz A′
n, para discretizar la ecuación (2.85) con

la modificación que se indica en el ejemplo 2.3.6.
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A′
n(j, k) =





H(xj, xk)

(
hnλ2

|xj − tk−1,2|1/2 +
hnλ1

|xj − tk,1|1/2

)
2 ≤ k ≤ n− 1

hn

(
λ1

H(xj, xk)

|xj − t1,1|1/2

)
k = 1

hn

(
λ2

H(xj, xk)

|xj − tn−1,2|1/2

)
k = n

donde

H(xj, xk) =




|xj − xk|1/2 log |xj − xk|, j 6= k,

0, j = k.

Las aproximaciones en las tablas 2.3.10 y 2.3.11 son todas por exceso, lo
cual se explica en parte por la forma en que se ha diseñado la fórmula (2.82).
Sin embargo, se observa que el comportamiento del error puntual es uniforme
para aproximantes cuyo orden oscila entre n = 2 y n = 700, a diferencia de
los errores cometidos con el método tradicional de cuadratura modificado, si
tenemos en cuenta los resultados numéricos que se reportan en [11].

El ejemplo 2.3.6 aparece resuelto en [11] por medio de los métodos de cuadra-
tura modificado, y de integración producto. El primero de estos ya fue explicado
al comienzo del subeṕıgrafe. El segundo tiene dos versiones bien conocidas.
La primera versión es efectiva cuando el núcleo K(x, y) no tiene una especial
complejidad en su formulación. En este caso se sugiere el uso de cuadraturas
cuya forma se expresa a continuación.

∫ b

a

K(xj, y)f(y)dy ≈
m∑

i=1

λi(xj)f(xi). (2.86)

Es decir, los coeficientes de la regla de integración dependen del núcleo y del
punto singular que se considere. La fórmula (2.86) se exige que sea exacta para
ciertos tipos de funciones, generalmente polinomios a tramos.

La otra versión del método de integración producto consiste en factorizar
adecuadamente al núcleo K(x, y), en el caso de que éste pueda producir una
propagación del error no lineal al ser simulado mediante rutinas. La descom-
posición de K debe ser de la siguiente forma: K(x, y) = L(x, y)M(x, y), siendo
L una función que al menos es continua, M(x, y) = 1/|x− y|α, y α un número
entre cero y uno, preferiblemente alejado de los valores extremos. Ahora corres-
ponde aplicar la primera versión de la integración producto al núcleo M para
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obtener el siguiente sistema de ecuaciones algebraicas.

f̃(xi)− λ

n∑
j=1

λj(xi)L(xi, xj)f̃(xj) = g(xj). (2.87)

El sistema (2.87) con L ≡ 1 se corresponde con el planteamiento de la primera
versión que hemos dado de la integración producto.

El método modificado con matriz A′
n, que hemos aplicado a la singularidad

logaŕıtmica de la ecuación 2.85, se corresponde con la segunda versión del méto-
do de integración producto.

En la tabla 5.2, página 537 de [11], se muestran los errores cometidos al
calcular aproximadamente la solución f(x) = x de la ecuación integral (2.85),
mediante el método de cuadraturas modificado, considerando los pasos h = 1/n,
n = 2, 4, 8, 16, 32, 64, y cuadraturas compuestas de Simpson de orden m = n/2.
Para cuadraturas de orden n = 64, se observa en [11] que los errores en la región
central del intervalo [0, 1] alcanzan el sorprendente tamaño de 10−11, mientras
que cerca de los extremos del intervalo los errores están entre 10−4 y 10−5.

Los resultados obtenidos al aplicar la segunda versión del método de cuadra-
tura modificado a la ecuación (2.85) pueden verse en la tabla 5.3, página 548 de
[11]. En este caso no se observan marcadas diferencias en el comportamiento del
error cuando se consideran por separado las zonas intermedia y extremas del
intervalo de integración. El error máximo vaŕıa entre 7,2 × 10−2 para n = 40, y
1,6 × 10−1 para n = 10, lo cual significa que, en este ejemplo y en términos de
precisión, este método es ligeramente peor que nuestro método racional cuya
aplicación a la misma ecuación produce los errores 2,91 × 10−2 y 2,52 × 10−2,
para los órdenes n = 40 y n = 10, respectivamente.

El error máximo que se comete al calcular la solución de la ecuación (2.84)
mediante el sistema (2.81) con 21 nodos (n = 21), es 2.38. Sin embargo, si
compensamos las ecuaciones correspondientes a las singularidades x2 y xn−1

mediante cuadraturas T -racionales de orden 2 aplicadas a los subintervalos
[a, x2] y [xn−1, b] (fórmula (2.82)), el error máximo se reduce a 0.43.

Los resultados numéricos mostrados en las subsecciones 2.3.3 y 2.3.6 han sido
obtenidos mediante rutinas hechas en MatLab, y procesadas en un PC Pentium
MMX. Las cifras que aparecen en las tablas 2.3.5-2.3.12, han sido acortadas a-
tendiendo a razones tipográficas. Hemos hecho lo posible para no mutilar la
información que puede ser útil para el lector.



Caṕıtulo 3

Aproximación racional a tramos con
nodos libres

Los métodos polinomiales, aquellos cuyo diseño está basado en esquemas de
aproximación a tramos, son muy utilizados en las aplicaciones a la f́ısica y la
ingenieŕıa. Un ejemplo notable está dado por el método de los elementos finitos,
un procedimiento numérico diseñado con el propósito de discretizar y resolver
eficientemente problemas de contorno regulares. En este caṕıtulo consideramos
esquemas racionales a tramos para aproximar ciertas clases de funciones defini-
das en intervalos del eje real, con singularidades interiores, y cuya afininidad con
las funciones racionales es mayor que con los polinomios. Es decir, funciones que
deben cumplir la propiedad de Newman. Espećıficamente estudiamos, utilizan-
do el esquema técnico del caṕıtulo 2, la aproximación racional a tramos de dos
clases de funciones: Hν,εI y Hp

νI, ambas con la caracteŕıstica común de que sus
miembros admiten prolongación anaĺıtica a un espacio de Hardy en subinterva-
los. La clase Hν,εI está formada por funciones anaĺıticas a tramos, consideradas
primero por Szüsz y Turán, y más recientemente por Levin, Maimeskul y Saff.
La otra clase que investigamos: Hp

νI, está compuesta por funciones con sin-
gularidades caracteŕısticas interiores, en el sentido de las teoŕıas de Gonchar y
Szabados. Para construir los aproximantes racionales a tramos hemos utilizando
ciertos sistemas recurrentes de ecuaciones lineales, con los cuales se garantiza
la continuidad de estos aproximantes. Entre otros resultados, en esta parte lle-
gamos a la conclusión de que, en la tarea de aproximar funciones de las clases
mencionadas, los aproximantes racionales a tramos deben ser en general más
eficientes que los tradicionales de una única pieza.

En este caṕıtulo estudiamos la atracción que ejercen las singularidades sobre
los nodos, e incluimos una versión discreta con fines experimentales.
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3.1. Preliminares

El conjunto {xk}k=ν
k=1, tal que a = x0 < x1 < ... < xν < xν+1 = b, ν ∈ N,

representará en este caṕıtulo una ν-subdivisión del intervalo I con extremos
en los puntos a y b, a < b. Mediante Ik, k = 1, ..., ν, denotaremos al k-ésimo
subintervalo correspondiente a esta subdivisión.

Sigamos ahora la ĺınea trazada por el teorema B de Szabados. Para ello
definamos dos subclases de D(1/δ, ν, I), que están vinculadas con la obtención
de los resultados en este caṕıtulo.(1

Sea D el disco unidad y sea f una función continua en I tal que para alguna
ν-subdivisión {x1, ..., xν}, cada restricción fk(x) = f(x), xk−1 < x < xk, tiene
prolongación anaĺıtica al espacio de Hardy Hp(dk(D)), donde dk es la función
definida por

dk(x) = x lk + ck, ck = (xk−1 + xk)/2, lk = (xk − xk−1)/2;

k = 1, .., ν + 1; 1 ≤ p ≤ ∞.
Esta clase la denotamos por Hp

νI. En particular, las clases H∞
0 [−1, 1] y

Hp
0(−1, 1) = Hp, son especialmente consideradas en [97] y [124, 122] respec-

tivamente (ver el caṕıtulo 2).
Para ε > 0 sea Hν,εI la subclase de Hp

νI de las funciones f , para las cuales
fk tiene prolongación anaĺıtica a H∞(dk,ε(D)), siendo dk,ε(x) = (lk + ε)x + ck,
k = 1, ..., ν + 1.

Notemos que las singularidades de cada f ∈ Hp
νI tienen la misma caracteŕısti-

ca de estar todas situadas en la frontera de algún disco donde f es anaĺıtica
(ver [172, 97, 124]).

Es conocido que el orden de aproximación racional para la clase H0,εI es
O(e−d1n), con d1 > 0 (ver [97, 243]).

En [97] y [223] han sido obtenidos estimados del error óptimoRn(f, [−1, 1])∞,
para algunas funciones f ∈ Hp

1 [−1, 1].
Las definiciones y notaciones anteriores relativas a las clases de funciones que

1La definición de D(1/δ, ν, I) y el enunciado del teorema B de Szabados pueden ser vistos en la página 47.
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son anaĺıticas salvo en un número finito de puntos, se conservarán a través de
todo este caṕıtulo.

Para funciones anaĺıticas a tramos sobre un intervalo I, se demuestra en
[229] que(2

Rn(f, I)∞ ≤ Ce−c
√

n, (C > 0, c > 0).

Un enfoque adecuado para resolver el problema de aproximar funciones
con propiedades del tipo ST es aquel que utiliza esquemas de aproximación
a tramos. Si además el problema no ofrece de antemano información acerca de
la localización de los puntos xk que definen la subdivisión del intervalo, ello nos
conduce directamente a la consideración de aproximantes con nodos libres, lo
que otorga un carácter fuertemente no lineal al método.

No es dif́ıcil comprobar la siguiente

Proposición 3.1.1
Hν,εI ⊂ Hp

νI ⊂ D(1/δ, ν, I).

Por otra parte, es obvio que los elementos de Hν,εI son anaĺıticos a tramos en I.
Rećıprocamente, toda función anaĺıtica a tramos sobre [−1, 1] pertenece a algún
Hν,εI. Para probar la última afirmación posiblemente tengamos que aumentar
los puntos de la subdivisión inicial.

Tiene lugar la siguiente proposición.

Proposición 3.1.2 Si f es una función anaĺıtica a tramos sobre el intervalo
I = [a, b], entonces existe un número natural ν ≥ 1 y ε > 0, tales que f ∈ Hν,εI.

Demostración Consideremos primero un intervalo cerrado J = [α, β], α < β,
y un abierto bidimensional U 6= C con J ⊂ U . Sean ρ y n dados por

ρ = d(J,C\U) > 0, n = [(β − α)/ρ] + 1.

Entonces los discos Dk, de centro

cn,k = α + (2k + 1)(β − α)/(2n), k = 1, ..., n− 1,

y radio
rn = (β − α)/n + ρ/2 < ρ,

cubren a J , están contenidos en U , y

xn,k = α + k(β − α)/n ∈ Dk−1 ∩Dk,

donde k = 2, ..., n− 1, α ∈ D1, β ∈ Dn−1.
Para esta función existe una partición

a = t0 < t1 < ... < tm < tm+1 = b
2La definición de función anaĺıtica a tramos puede verse en la página 45.
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del intervalo I tal que la restricción de f a cada subintervalo Ik = [tk−1, tk],
k = 1, ..., m + 1, admite prolongación anaĺıtica a un abierto(3 Uk, Ik ⊂ Uk, pero
f no es anaĺıtica en los puntos tk, k = 1, ..., m.

Sea ρ = mı́nk d(Ik,C\Uk) > 0. A cada subintervalo Ik, k = 1, ..., m + 1,
aplicamos el mismo procedimiento que anteriormente se utilizó en el intervalo
J , y obtenemos una partición de Ik, de la forma

xk,i = tk−1 + i(tk − tk−1)/n, i = 2, ..., n− 1, k = 1, ..., m + 1,

para cierto n ∈ N que no depende de k.
Concluimos que f ∈ Hν,ε, para ν = (n− 1)(m + 1)− 1 y ε = ρ/2. ¥
Unos minutos de reflexión son suficientes para que en lector encuentre otras

formas de demostrar la proposición 3.1.2, para las cuales el valor de ν sea menor.
Sólo señalaremos que en tales casos el valor de n que encontremos para cada Ik

śı dependerá de k.
En las ĺıneas anteriores hemos comprobado que, por un lado, nuestro método

racional a tramos se aplica a un subconjunto de la clase de funciones conside-
rada por Szabados en [223], mientras que, por otra parte, la clase de funciones
estudiada por Szüsz y Turán en [229] está ı́ntegramente incluida en nuestros
resultados.

La clase de aproximantes que será usada en este caṕıtulo, y que denotaremos
por Sn,ν[a, b], ν ≥ 0, está formada por funciones racionales a tramos. Formal-
mente tenemos que(4

Definición 3.1.1 La clase de funciones aproximantes Sn,ν[a, b] la definimos de
la siguiente forma.

Si ν = 0 ponemos Sn,0[a, b] = Fn,n. Si ν ≥ 1, entonces fn,ν ∈ Sn,ν[a, b],
cuando fn,ν es continua en [a, b], y existen puntos τ1, ..., τm; 1 ≤ m ≤ ν, tales
que

a = τ0 < τ1 < ... < τm < τm+1 = b,

y m + 1 funciones racionales rk ∈ Fn,n, tales que para x ∈ [τk−1, τk], fn,ν(x) =
rk(x), donde {x; rk(x) = ∞}⊂ C\[τk−1, τk], k = 1, ..., m + 1.

Definición 3.1.2 Sea W ∈ L∞(dx, [a, b]), W ≥ 0, y sea ‖ ‖p la norma de
Lp(W ) = Lp(W dx, [a, b]), 1 ≤ p ≤ ∞. La mejor aproximación de la función f

mediante elementos de Sn,ν[a, b] está dada por

Rn,ν(f)p = inf
{
‖f − fn,ν‖p ; fn,ν ∈ Sn,ν[a, b]

}
, 1 ≤ p ≤ ∞.

3Que suponemos diferente de C sin perder generalidad. Si U = C tomamos cualquier disco con centro en
(α + β)/2, y no es necesario el procedimiento descrito.

4La definición de Fn,m está dada en la página 87.
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Este caṕıtulo tiene como objetivo el estudio de la aproximación racional a
tramos de funciones continuas, anaĺıticas a tramos y del tipo Hp a tramos, y
está organizado de la siguiente forma.

Algunos detalles de la técnica de Newman- Gonchar son usados en la sección
3.2, para construir una función racional a tramos próxima a una f ∈ Hp

νI dada.
La demostración de los teoremas 3.2.1,3.2.2 y 3.2.3 se basa fundamentalmente
en cierto sistema lineal de ecuaciones algebraicas, no homogéneo, que consta de
dos partes. Una expresa de forma recurrente la continuidad del aproximante,
mientras que la segunda constituye una condición de interpolación en los nodos
de Gonchar [97] para cada subintervalo de la subdivisión. Esta sección también
contiene un corolario del teorema 3.2.1.

La sección 3.3 está dedicada al estudio del modelo discreto. El propósito
principal de esta sección es el estudio del comportamiento del error uniforme
respecto a funciones continuas, sobre conjuntos discretos Y ⊂ X = [−1, 1]. Los
aproximantes utilizados son una versión discreta de la dada en la sección 3.2
para el caso continuo. La principal conclusión a la cual se llega es que las dis-
crepancias fuera del conjunto discreto Y están bajo control cuando la densidad
de Y tiende a cero.

Los resultados de la sección 3.3.2 son básicamente consecuencia de los ante-
riores eṕıgrafes 3.3 y 3.2. Se trata en esta parte de probar la existencia de
sucesiones óptimas de aproximantes racionales a tramos, en su versión discre-
ta, que convergen uniformemente a funciones anaĺıticas y H∞ a tramos sobre
todo el intervalo [−1, 1]. El orden de convergencia se prueba que es el del caso
continuo estudiado en la sección 3.2.

La localización de singularidades es uno de los principales objetivos del
art́ıculo [112]. En este sentido la sección 3.3.3 trata brevemente el tema del
comportamiento asintótico de los nodos óptimos. Se prueba bajo condiciones
muy generales que las singularidades atraen a los nodos óptimos relativos a
aproximantes discretos. Esta teoŕıa fundamenta el uso del método racional a
tramos en la solución de problemas de identificación con singularidades aisladas.

La sección 3.4 es la última de este caṕıtulo, y en ella se muestran algunos
resultados numéricos relativos a la aproximación discreta de funciones con sin-
gularidades, la localización de singularidades, y la solución del problema de
identificación (1.103) de la página 77.
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3.2. Estimados del orden de convergencia en Lp.

El objetivo principal de esta sección es estudiar el comportamiento asintótico
de Rn,ν(f)p, para f ∈ H, donde H es una de las siguientes clases: Hν,εI y Hp

νI.

Teorema 3.2.1 Sea f ∈ Hp
ν [a, b], 1 ≤ p ≤ ∞. Entonces

Rn,ν(f)p = O

(
inf
t≥1

{
ω(f, e−t, [a, b]) + t exp

(
−nc

t
+

t

p

)})
, (3.1)

donde c es una constante positiva absoluta, y ω(f, δ, [a, b]) es el módulo uniforme
de continuidad de f .

Demostración Para simplificar la notación, en lo que sigue

M(f, n, p, t, I) = ω(f, e−t, I) + t exp

(
−nc

t
+

t

p

)
,

donde c > 0 es la constante dada por (1.67) (página 49).
Del teorema 2.2.1 (ver [124]) podemos asegurar que existe una función racional

Λn,t,k ∈ Fn−1,n, tal que

(∫ 1

−1
|f ◦ dk(x)− Λn,t,k((1− e−t)x)|p W ◦ dk(x) dx

) 1
p

≤

≤ M0

(
ωp,k(f, e−t) + t exp

(
−nc

t
+

t

p

))
, (3.2)

donde t ≥ 1, M0 > 0 sólo depende de ‖f ◦ dk‖Hp. Además, ωp,k(f, δ) satisface
(Ver la definición 3.2.1.)

ωp,k(f, δ) ≤ ‖W‖
1
p∞2

1
p ([lk] + 1)ω(f, δ, [xk−1, xk]). (3.3)

La formulación dada en (3.24) para ωp,k(f, δ), corresponde a 1 ≤ p < ∞.
Para p = ∞, la norma integral es sustituida por ‖g‖∞ =ess sup |g(x) W (x)| .

Mediante cálculo directo podemos deducir de la demostración del teorema
2.2.1 que Λn,t,k tiene n polos pn,j,t(

1− e−t

2

)
< pn,j,t =

(
1− e−t

2

)(
M(n, j, t) + 1

M(n, j, t)− 1

)
,

y
f ◦ dk(xn,j,t) = Λn,t,k(xn,j,t),

donde

0 < xn,j,t =

(
1− e−t

2

)(
M(n, j, t)− 1

M(n, j, t) + 1

)
<

(
1− e−t

2

)
, (3.4)
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y

M(n, j, t) = (4− 3e−t) exp

(
t

(
1− j

n

))
, j = 1, ..n, t ≥ 1.

Sea gn,t definida por

gn,t(z) = Γn,t

n∏
j=1

(
z − xn,j,t

z − pn,j,t

)
,

donde

Γn,t =
n∏

j=1

(
1 + M(n, j, t)

1−M(n, j, t)

)
.

La siguiente propiedad, que permite obtener (3.2), es satisfecha por gn,t (ver
[97, 124]).

|gn,t(x)| ≤ M1

(
exp

(
−n c

t

))
(|x| ≤ 1− e−t).

Ahora definamos la siguiente función racional

ρn,t,k(x) = Λn,t,k

(
(1− e−t)d−1

k (x)
)
,

donde x ∈ [xk−1, xk], k = 1, .., ν + 1. Tenemos que ρn,t,k ∈ Fn−1,n, con polos en

pn,j,t,k = dk

(
pn,j,t

(1− e−t)

)
, (3.5)

y que satisface ρn,t,k(xn,j,t,k) = f(xn,j,t,k), donde

xn,j,t,k = dk

(
xn,j,t

(1− e−t)

)
, j = 1, .., n. (3.6)

La siguiente cota superior la deducimos de (3.2) y (3.3).

(∫ xk

xk−1

|f(x)− ρn,t,k(x)|pW (x) dx

) 1
p

= O(M(f, n, p, t, [xk−1, xk])). (3.7)

A continuación mostramos un sistema lineal de ecuaciones que permite cons-
truir un aproximante continuo fn,ν a la función f .

an,kx
n
k + ... + a0,k

qt,k(xk)
=

an,k+1x
n
k + ... + a0,k+1

qt,k+1(xk)
; k = 1, .., ν; (3.8)

an,kx
n
n,j,t,k + ... + a0,k = qt,k(xn,j,t,k)f(xn,j,t,k); j = 1, .., n; k = 1, .., ν + 1; (3.9)

donde

qt,k(x) =
n∏

j=1

(x− pn,j,t,k), t ≥ 1.
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El sistema (3.8-3.9), que es lineal con respecto a las incógnitas aj,k, tiene
matriz de sistema con rango (ν+1)(n+1)−1, y número de condición basado en
la norma ‖·‖∞ para matrices, cn,ν,t ≥ M2 eβt, M2 = M2(n, ν, a, x1, ..., xν, b) > 0,
β = β(n, ν) > 0.(5 Fijando an,1 = Γn,t obtenemos una solución {aj,k}, cuya co-
rrespondiente fn,ν,t ∈ Sn,ν[a, b], tiene ν + 1 piezas rn,t,k ∈ Fn,n. Es decir

fn,ν,t(x) = rn,t,k(x) =
an,kx

n + ... + a0,k

qt,k(x)
, x ∈ [xk−1, xk], k = 1, .., ν + 1.

Para z = (1− e−t) d−1
k (x), x ∈ [xk−1, xk] las ecuaciones (3.9) implican que

rn,t,k(x)− ρn,t,k(x) = an,k

n∏
j=1

(
z − xn,j,t

z − pn,j,t

)
. (3.10)

Por otra parte, para k = 1, .., ν; t ≥ 1, las igualdades dadas más abajo pueden
ser obtenidas de (3.8) y (3.10) (ver [124]).

f ◦ dk(1− e−t)− gn,t(1− e−t)In,t,k(1− e−t) + an,k

n∏
j=1

(
1− e−t − xn,j,t

1− e−t − pn,j,t

)
=

f ◦ dk+1(−(1− e−t))− gn,t(−(1− e−t))In,t,k+1(−(1− e−t))+

an,k+1

n∏

j=1

(
1− e−t + xn,j,t

1− e−t + pn,j,t

)
, k = 1, .., ν + 1; t ≥ 1, (3.11)

donde

In,t,k(x) =
1

2πi

∫

Kt

f ◦ dk(s)

gn,t(s)(s− x)
ds,

con

Kt =

{
s, |s| = (1− e−t

2
)

}
.

La siguiente desigualdad (ver [72]) produce el término et/p en (3.2) y (3.13).

|In,t,k(x)| ≤ 2
1
p+1‖f ◦ dk‖Hpe

t
p , k = 1, .., ν + 1, |x| ≤ 1− e−t. (3.12)

De (3.11) y (3.12) obtenemos
∣∣∣∣∣an,k

n∏

j=1

(
1− e−t + xn,j,t

1− e−t + pn,j,t

)∣∣∣∣∣ ≤ M3 M(f, n, p, t, [a, b]), (3.13)

5Por ejemplo β(2, 2) = 0,5, M2(2, 2, 0, 0,01, 1, 2) ≈ 103.
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donde k = 1, .., ν + 1; t ≥ 1, y M3 > 0 no depende de n y t.
Notemos que la relación

xn,j,t pn,j,t =

(
1− e−t

2

)2

,

j = 1, .., n, t ≥ 1, implica que
∣∣∣∣∣

n∏

j=1

(
z − xn,j,t

z − pn,j,t

)∣∣∣∣∣ ≤
n∏

j=1

(
1− e−t + xn,j,t

1− e−t + pn,j,t

)
, (3.14)

donde z ∈ R, |z| ≤ 1− e−t.
Existe M4 = M4(f) > 0 tal que (3.10,3.13,3.14) prueban el siguiente

(∫ xk

xk−1

|rn,t,k − ρn,t,k|p W dx

) 1
p

≤ M4 M(f, n, p, t, [a, b]), (3.15)

donde t ≥ 1, k = 1, .., ν + 1.
Usando propiedades bien conocidas de la integral de Lebesgue, (3.7), (3.15)

y la desigualdad
(α + β)p ≤ 2p−1(αp + βp),

donde α, β > 0, p ≥ 1, podemos concluir que

Rn,ν(f)p ≤
(∫ b

a

|fn,ν,t − f |p W dx

) 1
p

= O(M(f, n, p, t, [a, b])). (3.16)

El término Rn,ν(f)p no depende de t, por consiguiente (3.16) satisface (3.1).
¥

Corolario 3.2.1 Sea f una función tal que f ∈ Hp
ν [a, b], y ω(f, δ, [a, b]) =

O(δα), 0 < α ≤ 1. Existe una constante c0 > 0 tal que

Rn,ν(f)p = O
(
exp(−c0

√
n)

)
. (3.17)

Demostración Sea t = γ
√

n. De (3.16) y una selección conveniente de γ > 0
probamos (3.17). ¥

Sea f una función anaĺıtica a tramos en [a, b], y supongamos que los puntos
{x1, ..., xν} son los únicos puntos singulares de f en [a, b]. Entonces en cada
subintervalo Ik = [xk−1, xk] de analiticidad podemos encontrar una sucesión
de polinomios (pn,k)

∞
n=1 que aproxima uniformemente a f sobre Ik, con veloci-

dad geométrica.(6 Mediante un proceso simple de interpolación lineal, podemos
6Consultar la equivalencia (1.57) del caṕıtulo 1.
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modificar estos polinomios de modo que qn,k(xk) = qn,k+1(xk), k = 1, ..., ν, sien-
do qn,k el polinomio que resulta de modificar a pn,k. Como conclusión podemos
probar que existe una sucesión de polinomios a tramos que aproxima a f uni-
formemente sobre [a, b], con velocidad exponencial.

El anterior comentario muestra que, a diferencia de los casos polinomial y
racional, ambos de una pieza, la mejor aproximación polinomial a tramos con-
verge exponencialmente a funciones anaĺıticas a tramos. Obviamente, con más
razón tendremos un resultado análogo para las funciones racionales a tramos.

El teorema 3.2.2 muestra cómo construir mediante interpolación racional,
una sucesión de funciones racionales a tramos que converge exponencialmente
a una función anaĺıtica a tramos.

Teorema 3.2.2 Sea f una función en Hν,ε[a, b], con singularidades interiores
en los puntos {x1, ..., xν}. Entonces existe d = d(ε, {x1, ..., xν}) > 0, y una
sucesión de funciones racionales a tramos (fn,ν), tal que

‖fn,ν − f‖∞ = O
(
e−dn

)
. (3.18)

Demostración Sean ε > 0, ν ∈ N, y f ∈ Hν,ε[a, b], con ν singularidades
interiores x1, .., xν. Aplicaremos el método usado en la demostración del teorema
3.2.1 para construir funciones racionales rn,k,ε ∈ Fn,n, cada una suficientemente
próxima a f en los respectivos subintervalos [xk−1 − ε, xk + ε], k = 1, ..., ν + 1.

Para

∆ν =
mı́n

1≤k≤ν+1
{lk}

e− 1
,

sea ε1 definido como ε1 = ∆ν si ε > ∆ν, y ε1 = ε en los restantes casos. De este
modo

tk,ε = log

(
lk,ε

ε1

)
≥ 1,

donde lk,ε = lk + ε1, k = 1, .., ν + 1.
Recordemos que por definición dk,ε(z) = z lk,ε + ck, |z| < 1, k = 1, .., ν + 1.

Ahora es fácil probar para k = 1, .., ν, que se cumplen las siguientes igualdades.

dk,ε

(
1− e−tk,ε

)
= xk; dk+1,ε

(− (
1− e−tk+1,ε

))
= xk. (3.19)

Para k = 1, .., ν + 1; obtenemos de [124] que

(∫ 1

−1
|f ◦ dk,ε((1− e−tk,ε)x)− Λn,t,k((1− e−tk,ε)x)|p W ◦ dk,ε(x) dx

) 1
p

≤ M ′ tk,ε exp

(
− nc

tk,ε

)
. (3.20)
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Consideremos el sistema (3.8-3.9) con los parámetros

xn,j,t,k = dk,ε

(
xn,j,tk,ε

1− exp(−tk,ε)

)
, (3.21)

pn,j,t,k = dk,ε

(
pn,j,tk,ε

1− exp(−tk,ε)

)
, (3.22)

y los denominadores qk,ε = qt,k, con t = tk,ε.
Sean aj,k, j = 1, .., n; k = 1, .., ν + 1; la solución del sistema modificado

(3.8-3.9), de acuerdo con (3.21)-(3.22), y con an,1 = Γn,t, t = tk,ε; y sea fn,ν,ε

el correspondiente aproximante a tramos.
Las desigualdades (3.19) producen que ambos términos en (3.11) tengan el

mismo sumando f(xk), de modo que son cancelados. Por tanto, tenemos que
para k = 1, .., ν + 1

∣∣∣∣∣an,k

n∏
j=1

(
1− e−tk,ε + xn,j,tk,ε

1− e−tk,ε + xn,j,tk,ε

)∣∣∣∣∣ = O

(
exp

(
− c

tk,ε
n

))
. (3.23)

Entonces, para x ∈ [xk−1, xk], k = 1, .., ν + 1; (3.20) y (3.23) nos da

|fn,ν,ε(x)− f(x)|W (x) ≤ |fn,ν,ε(x)− ρn,t,k(x)|W (x)+

|ρn,t,k(x)− f(x)|W (x) ≤ M5 exp

(
− c

tk,ε
n

)
.

De la anterior desigualdad obtenemos que

Rn,ν(f)∞ ≤ M5 exp (−d n) ,

donde d = c/tε y tε = máx {tk,ε; k = 1, .., ν + 1}.
El teorema 3.2.2 está probado. ¥

De la demostración del teorema 3.2.2, podemos fácilmente deducir que d ≤ c,
donde c es la constante dada en el estimado de Gonchar (1.67). La desigualdad
d = c tiene lugar si

ε >
b− a

2(ν + 1)(e− 1)
,

y f tiene singularidades equidistantes. Valores pequeños de uno de los paráme-
tros ε o ∆ν hacen que d sea también pequeño.

El estimado (3.1), aplicado a f ∈ Hp
ν [a, b]

⋂
Lip α, muestra un orden de

convergencia algo mayor que el dado por el estimado (1.66) del teorema B de
Szabados (ver el Corolario 3.2.1, en la sección 3.2). Asimismo, el teorema 3.2.2
afirma que la aproximación racional a tramos para f ∈ Hν,ε[a, b] es en general
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mejor que la racional. De la teoŕıa de Gonchar [100] inferimos que la corres-
pondiente clase de singularidades caracteŕısticas interiores está asociada a la
atracción de nodos óptimos.(7

Los estimados (3.1, 3.18) pueden ser usados para estudiar el comportamiento
del método racional usado en [112] cuando el número de parámetros es grande.
Un esbozo de [112] está dado en la sección 1.2 del caṕıtulo 1.

Definición 3.2.1 El módulo integral de continuidad de f ∈ Hp
ν (a, b), relativo

al subintervalo k-ésimo de la subdivisión {xk}k=ν
k=1, está dado por

ωp,k(f, δ) =

sup
0<h<δ

(∫ 1

−1
|f ◦ dk(x)− f ◦ dk((1− h)x)|p W ◦ dk(x) dx

) 1
p

. (3.24)

El módulo de continuidad uniforme ω(f, δ, (a, b)) no tiende a cero cuando
δ → 0 para cada f ∈ Hp

ν (a, b). Para este caso podemos demostrar el teorema
3.2.3, más general que los teoremas 3.2.1 y 3.2.2.

Teorema 3.2.3 Sea f una función en Hp
ν (a, b), 1 ≤ p ≤ ∞, con singularidades

interiores {x1, ..., xν}. Entonces

Rn,ν(f)p = O

(
inf
t≥1

{
máx
1≤k≤ν

ωk(f, e−t) + máx
1≤k≤ν+1

ωp,k(f, e−t)+

t exp

(
−nc

t
+

t

p

)})
,

donde

ωk(f, δ) = sup { |f(xk)− f(y)|; y ∈ [ck, ck+1], |xk − y| < δ } .

Demostración Haremos una ligera modificación a la prueba del teorema 3.2.1.
La desigualdad (3.3) no es aqúı utilizada porque desconocemos el comportamien-
to de f ∈ Hp

ν (a, b) en los puntos extremos del intervalo. Por tanto, el módulo
integral de continuidad (3.24) debemos conservarlo en lo que sigue. El resto
de la prueba es igual excepto la desigualdad (3.13), que debe ser mejorada de
acuerdo a las siguientes desigualdades para k = 1, .., ν.

|f ◦ dk+1(−(1− e−t))− f ◦ dk((1− e−t))| ≤ M4 ω(f, xk, e
−t, [ck, ck+1]).

¥
7Ver las proposiciones 3.35, 3.36, 3.37, en la sección 3.3.
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3.3. Aproximación discreta a tramos

El objetivo de este eṕıgrafe es mostrar una versión discreta del método de
aproximación racional a tramos estudiado en el eṕıgrafe 3.2 (ver [129]). La tarea
consiste en aproximar funciones continuas, anaĺıticas a tramos y de clase H∞

a tramos sobre el intervalo [−1, 1], con respecto a seminormas uniformes con
peso.

Una de las principales caracteŕısticas de estos aproximantes es que todas las
piezas racionales tienen solamente polos reales. Esta caracteŕıstica, usada en
[112] para disminuir de manera efectiva el costo computacional del método, no
resulta perjudicial en la teoŕıa, tal como se mostró en el eṕıgrafe 3.2.

Los estimados obtenidos para funciones continuas en el subeṕıgrafe 3.3 son
lo suficientemente precisos como para ser reutilizados en el eṕıgrafe 3.3.2 para
obtener resultados de convergencia relativos a funciones anaĺıticas a tramos,
cuando consideramos simultáneamente que la densidad del conjunto discreto
tiende a cero y el orden de las piezas tiende al infinito.

La descripción de los aproximantes racionales a tramos, y la demostración de
algunas proposiciones, están algo cargadas de detalles, ciertamente innecesarios
para el lector experto, pero posiblemente útiles para el estudiante interesado en
el tema.

3.3.1. Aproximación de funciones continuas

Sean n,m, ν ∈ N, δ > 0, M > 1, y a, b ∈ R fijos tales que a < b.
Definamos el conjunto K(n,m, ν, δ) ⊂ Rp, p = (ν + 1)(n + m + 2)− 1, de los

vectores con la forma

v = (aj,k, pd,k, τs), (3.25)

j = 0, ..., n, k = 1, ..., ν + 1, d = 1, ..., m, s = 1, ..., ν; tales que

pj,k ∈ {R\]τk−1 − δ, τk + δ[} ∩ [−M,M ], j = 1, ..., m; k = 1, ..., ν + 1, (3.26)

an,kτ
n
k + ... + a0,k∏m

j=1(τk − pj,k)
=

an,k+1τ
n
k + ... + a0,k+1∏m

j=1(τk − pj,k+1)
, k = 1, ..., ν, (3.27)

−1 ≤ τk ≤ 1, k = 1, ..., ν, (3.28)

τk + δ ≤ τk+1, k = 0, ..., ν, (3.29)

donde τ0 = −1 y τν+1 = 1. Las ecuaciones (3.27) se corresponden con las defini-
das en (3.8), y están dadas con el objetivo de producir aproximantes continuos
y garantizar la existencia del mejor aproximante. Ofrecen, además, una fórmula
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recurrente ya utilizada en la primera parte de este caṕıtulo.
Si fijamos los valores de los parámetros pj,k: j = 1, ..., m, k = 1, ..., ν + 1, τk:

k = 1, ..., ν, la condición (3.27) define un sistema lineal homogéneo de ecuaciones
con (n + 1)(ν + 1) incógnitas ai,j, y ν ecuaciones, con soluciones no triviales.
Como el rango de la matriz del sistema es ν, concluimos que K(n,m, ν, δ) y
Sn,m,ν,δ son clases no vaćıas.

Definición 3.3.1 La clase Sn,m,ν,δ está formada por las funciones fn,m,ν,δ defi-
nidas en el intervalo [−1, 1], tales que existe un vector v ∈ K(n,m, ν, δ), con la
forma (3.25), y

fn,m,ν,δ(x) =
an,kx

n + ... + a0,k∏m
j=1(x− pj,k)

,

para x ∈ [τk−1, τk], k = 1, ..., ν + 1.

En lo sucesivo asumiremos que la función de peso W cumple que W 6= 0
Lebesgue casi dondequiera, y que

Pn,k(x) =
n∑

i=0

ai,kx
i, Qm,k(x) =

m∏
j=1

(x− pj,k), ‖(aj,k)‖1 =
ν+1∑

k=1

n∑
j=0

|aj,k|,

para k = 1, ..., ν + 1

Proposición 3.3.1 Sea ∅ 6= Y ⊂ X tal que

|Y | ≤ ρ <
1

2
mı́n

k=1,ν+1
|τk − τk−1|.

Entonces Y ∩ Yk 6= ∅, y |Y |[τk−1,τk] < 2ρ, para todo k, k = 1, ..., ν + 1.(8

Demostración Si para algún k, Y ∩Yk = ∅, el punto medio τ0 = (τk +τk−1)/2
del intervalo Yk cumple que d(τ0, Y ) > ρ y por tanto |Y | > ρ.

Si para cierto k,

|Y |[τk−1,τk] > 2ρ,

entonces existe x ∈ [τk−1, τk]\Y tal que

[x− 2ρ, x + 2ρ] ∩ [τk−1, τk] ∩ Y = ∅.
Al menos uno de los subintervalos [x − 2ρ, x] y [x, x + 2ρ] está contenido es-
trictamente en [τk−1, τk], pues de lo contrario tendŕıamos que Y ∩ [τk−1, τk] = ∅.
Supongamos que [x, x + 2ρ] ⊂ [τk−1, τk]. Inferimos que d(x + ρ, Y ) > ρ, y por
tanto |Y | > ρ. ¥

8Ver la definición de |Y |Z en la página 13.
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Proposición 3.3.2 Sea fn,m,ν,δ ∈ Sn,m,ν,δ, con parámetros aj,k: j = 0, ..., n,
k = 1, ..., ν + 1; pj,k: j = 1, ..., m, k = 1, ..., ν + 1; τk: k = 1, ..., ν. Entonces,
cualesquieran sean x, y ∈ X se cumple que

|fn,m,ν,δ(x)− fn,m,ν,δ(y)| ≤ (1 + M)m(n + m)

δ2m
‖(aj,k)‖1|x− y|. (3.30)

Demostración Atendiendo a la definición 3.3.1, comencemos considerando
los términos

gi,k(x) =
xi

Qm,k(x)
, i = 0, ..., n, k = 1, ..., ν + 1.

Luego, si x, y ∈ [τk−1, τk], tendremos que

|gi,k(x)− gi,k(y)| =
∣∣∣∣

xi

Qm,k(x)
− yi

Qm,k(y)

∣∣∣∣

≤ δ−2m
∣∣xi Qm,k(y)− yi Qm,k(x)

∣∣
≤ δ−2m

(|Qm,k(y)| |xi − yi| + |yi| |Qm,k(y)−Qm,k(x)|) .

El teorema del valor medio, teniendo en cuenta que |y|, |x| ≤ máx{|a|, |b|},
y |pj,k| ≤ M , prueba el estimado (3.30) para x, y ∈ [τk−1, τk], escribiendo∑n

i=0 |ai,k| en lugar de ‖(aj,k)‖1.
En general, si x, y ∈ X, con x ∈ [τk−1, τk] y y ∈ Yk′, 1 ≤ k ≤ k′ ≤ ν + 1, sin

perder generalidad consideramos los nodos intermedios

x ≤ τk ≤ ... ≤ τk′−1 < y.

Entonces para los pares (x, τk),...,(τk′−1, y) se cumple el estimado (3.30) con∑n
i=0 |ai,k| en lugar de ‖(aj,k)‖1. Es decir

|fn,m,ν,δ(x)− fn,m,ν,δ(y)| ≤
|fn,m,ν,δ(x)− fn,m,ν,δ(τk)|+ ... + |fn,m,ν,δ(τk′−1)− fn,m,ν,δ(y)| ≤

(1 + M)m(n + m)

δ2m

[
n∑

i=0

|ai,k||x− τk|+ ... +
n∑

i=0

|ai,k′||y − τk′−1|
]
≤

(1 + M)m(n + m)

δ2m
[‖(aj,k)‖1] (|x− τk|+ ... + |y − τk′−1|) .

Dado que |x−τk|+ ...+ |y−τk′−1| = |x−y|, queda demostrada la proposición.
¥

El siguiente lema es fácil de demostrar.
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Lema 3.3.1 Sean a < τ1 < ... < τν < b, a < τ ′1 < ... < τ ′ν < b dos subdivisiones
del intervalo [−1, 1], ambas cumpliendo (3.29). Sea T : X → X la función
definida por T (x) = Tk(x), si x ∈ [τk−1, τk], siendo

Tk : [τ ′k−1, τ
′
k] → [τk−1, τk], k = 1, ..., ν,

las funciones definidas por

Tk(x) =
τk − τk−1

τ ′k − τ ′k−1
x +

τk−1τ
′
k − τ ′k−1τk

τ ′k − τ ′k−1
, k = 1, ..., ν + 1.

Entonces T es continua y

|T (x)− x| ≤ 2

δ

ν∑

k=1

|τ ′k − τk|. (3.31)

Proposición 3.3.3 Sean fn,m,ν,δ, f
′
n,m,ν,δ ∈ Sn,m,ν,δ, asociados a los vectores v y

v′ respectivamente.(9

Sea ‖f‖W,Y según la definición dada en la página 13. El siguiente estimado
tiene lugar.

‖fn,m,ν,δ − f ′n,m,ν,δ‖W,Y ≤

M1

( ν∑

k=1

|τk − τ ′k|+
ν+1∑

k=1

(
n∑

i=0

|ai,k − a′i,k|+
m∑

i=1

|pi,k − p′i,k|
))

, (3.32)

donde Y ⊂ X, δ < 1, y M1 está dado por

M1 = 2‖W‖1,X
(1 + M)m(n + m)

δ2m+1 máx{1, ‖(ai,k)‖1, ‖(a′i,k)‖1}.

Demostración Sea x ∈ [τ ′k−1, τ
′
k], para algún k. Por P ′

n,k, Q′
m,k denotamos

ahora a los correspondientes polinomios con parametros a′i,j, p′j,k, τ ′k. Las si-

guientes desigualdades tienen lugar.(10

| (fn,m,ν,δ(x)− f ′n,m,ν,δ(x)
)
W (x)| ≤

‖W‖1,X [| (fn,m,ν,δ(x)− fn,m,ν,δ(T (x))) |+
∣∣∣∣
Pn,k(T (x))

Qm,k(T (x))
− P ′

n,k(T (x))

Qm,k(T (x))

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
P ′

n,k(T (x))

Qm,k(T (x))
− P ′

n,k(x)

Qm,k(T (x))

∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣
P ′

n,k(x)

Qm,k(T (x))
− P ′

n,k(x)

Q′
m,k(x)

∣∣∣∣∣

]
≤

9Ambos vectores pertenecen a K(n,m, ν, δ). Las componentes de v′ son a′j,i, p′i,k y τ ′k.
10El śımbolo [x] denota a la parte entera de x.
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‖W‖1,X

[
2 (1 + M)m(n + m)‖(aj,k)‖1

δ2m+1

ν∑

k=1

|τ ′k − τk| +

1

δm

n∑
i=0

∣∣a′i,k − ai,k

∣∣ +
‖(a′j,k)‖1

δm

∣∣T (x)j − xj
∣∣ +

‖(a′j,k)‖1

δ2m

∣∣Q′
m,k(x)−Qm,k(T (x))

∣∣
]

.

Para terminar la demostración basta tener en cuenta que (ver lema 3.3.1)

∣∣T (x)j − xj
∣∣ ≤ 2n

δ

ν∑

k=1

|τ ′k − τk|; j = 1, ..., n,

para x ∈ X. Además, para k = 1, ..., ν + 1, m ∈ N, tiene lugar el siguiente
estimado ∣∣Q′

m,k(x)−Qm,k(T (x))
∣∣ ≤

2m

δ
(1 + M)m−1

(
ν∑

j=1

|τ ′j − τj|+
m∑

j=1

|pj,k − p′j,k|
)

,

con lo que termina la demostración. ¥
Corolario 3.3.1 Sean f ∈ C(X), ∅ 6= Y ⊂ X. La función Φ : K(n,m, ν, δ) →
R, definida por Φ(ai,j, pj,k, τk) = ‖f − fn,m,ν,δ‖W,Y , es continua.

Demostración Sean los vectores v, v′ ∈ K(n,m, ν, δ) y sean fn,m,ν,δ, f
′
n,m,ν,δ ∈

Sn,m,ν,δ las correspondientes funciones racionales a tramos. Sean además v′ fijo
y ‖(ai,j − a′i,j)‖1 ≤ 1 de modo que M1 puede ser tomado en (3.32) como

M1 =
2‖W‖1,X(1 + M)m(n + m)

δ2m+1 (‖(a′i,k)‖1 + 1).

La proposición 3.3.3 y∣∣∣‖f − fn,m,ν,δ‖W,Y − ‖f − f ′n,m,ν,δ‖W,Y

∣∣∣ ≤ ‖fn,m,ν,δ − f ′n,m,ν,δ‖W,Y ,

terminan la prueba del corolario 3.3.1. ¥
Observemos que la proposición 3.3.3 no expresa la continuidad uniforme del

funcional Φ.

Lema 3.3.2 Para cada α > 1 existe ρ = ρ(n,m, δ) > 0, tal que cada fn,m,ν,δ ∈
Sn,m,ν,δ satisface

‖fn,m,ν,δ‖W,X ≤ α ‖fn,m,ν,δ‖W,Y ,

siempre que |Y | < ρ.
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Demostración Sea I(n,m, ν, δ) el conjunto de los aproximantes fn,m,ν,δ ∈
Sn,m,ν,δ, tales que el vector asociado v ∈ K(n,m, ν, δ), satisface(11

‖(aj,k)‖1 = 1. (3.33)

Sea fn,m,ν,δ ∈ Sn,m,ν,δ. Entonces tenemos que

fn,m,ν,δ(x) =
Pn,k(x)

Qm,k(x)
=

n∑
i=0

ai,kgi,k(x), (3.34)

x ∈ [τk−1, τk], k = 1, ..., ν + 1, donde

gi,k(x) =
xi

Qm,k(x)
,

i = 0, ..., n, k = 1, ..., ν + 1.
La independencia lineal del conjunto {g0,k, ..., gn,k}, y la continuidad de cada

gi,k sobre [τk−1, τk], son obvias. La subclase I(n,m, ν, δ) es compacta y ninguno
de los conjuntos {x ∈ [τk−1, τk]; W (x) 6= 0}, k = 1, ..., ν+1, puede ser finito. Las
afirmaciones anteriores y el corolario 3.3.1 permiten decir que existe f 0

n,m,ν,δ ∈
I(n,m, ν, δ) tal que

inf

{
‖fn,m,ν,δ‖W,X ; fn,m,ν,δ ∈ I(n,m, ν, δ)

}
= ‖f 0

n,m,ν,δ‖W,X =

Θ(n,m, ν, δ) > 0, (3.35)

y por tanto, para cada fn,m,ν,δ ∈ Sn,m,ν,δ, con parámetros de acuerdo con (3.25),
tenemos que

Θ(n,m, ν, δ) (‖(aj,k)‖1) ≤ ‖fn,m,ν,δ‖W,X . (3.36)

Sea α > 1 y tomemos fn,m,ν,δ ∈ Sn,m,ν,δ. Existe xk ∈ [τk−1, τk], para algún k,
tal que

‖fn,m,ν,δ‖W,X = |fn,m,ν,δ(xk)W (xk)|.
Sea Y ⊂ X con

|Y | < ρ < mı́n
k=1,...,ν+1

|τk − τk−1|/2,
siendo τk el k-ésimo nodo de fn,m,ν,δ. La proposición 3.3.1 garantiza la existencia
de yk ∈ [τk−1, τk] ∩ Y , tal que |xk − yk| < 2ρ. Tenemos que

‖fn,m,ν,δ‖W,X = |rk,n,m,δ(xk)W (xk)| ≤
|W (xk)rk,n,m,δ(xk)−W (xk)rk,n,m,δ(yk)|+

11El vector v tiene la forma dada por (3.25)



150 Caṕıtulo 3. Aproximación racional a tramos con nodos libres

|W (xk)rk,n,m,δ(yk)−W (yk)rk,n,m,δ(yk)|+ |W (yk)rk,n,m,δ(yk)|.
De la proposición 3.3.2, (3.36), y las desigualdades anteriores deducimos que

‖fn,m,ν,δ‖W,X ≤ ‖(aj,k)‖1

(
2ρ(M + 1)m(n + m)‖W‖1,X

δ2m
+

ω(W, ρ)

δm

)
+

‖fn,m,ν,δ‖W,Y . (3.37)

Combinando (3.36) y (3.37) obtenemos que

‖(ai,k)‖1

(
Θ(n,m, ν, δ)− 2ρ(M + 1)m(n + m)‖W‖1,X

δ2m
− 2ω(W, ρ)

δm

)
≤

‖fn,m,ν,δ‖W,Y . (3.38)

Finalmente, de (3.38) tenemos que

‖fn,m,ν,δ‖W,X ≤ α(n,m, ν, δ, ρ)‖fn,m,ν,δ‖W,Y , (3.39)

donde α = α(n,m, ν, δ, ρ) está dada por

α− 1 =

2ρ(M + 1)m(n + m)‖W‖1,X + δmω(W, ρ)

δ2mΘ(n,m, ν, δ)− 2ρ(M + 1)m(n + m)‖W‖1,X − 2δmω(W, ρ)
. (3.40)

Si fijamos los valores de n,m, ν, δ, y tomamos ρ suficientemente pequeño, de
(3.40) se tiene que α(n,m, ν, δ, ρ) < α cualesquiera sean los parámetros pi,j, ai,j

y τk de fn,m,ν,δ. Finalmente (3.39) demuestra el lema. ¥

El lema 3.3.2 expresa que para |Y | suficientemente pequeño de fn,m,ν,δ 6= 0
se tiene que ‖fn,m,ν,δ‖W,Y 6= 0.

La desigualdad (15,[112]) no es correcta. Ésta debeŕıa ser deducida de (3.37)
para el caso particular ν = 1.

Teorema 3.3.1 Sea f ∈ C(X). Para cada fn,m,ν,δ ∈ Sn,m,ν,δ las seminormas
‖f − fn,m,ν,δ‖W,Y , Y ⊂ X, convergen a ‖f − fn,m,ν,δ‖W,X cuando |Y | < ρ → 0,
de acuerdo con la siguiente desigualdad.

‖f − fn,m,ν,δ‖W,X ≤

3‖W‖1,Xω(f, ρ) + 3

(
‖f‖∞ + d ‖fn,m,ν,δ‖W,X

)
ω(W, ρ)+

‖f − fn,m,ν,δ‖W,Y + d ρ ‖fn,m,ν,δ‖W,X , (3.41)

donde d = d(n,m, ν, δ) > 0 no depende de Y y ρ.



Sección3.3. Aproximación discreta a tramos 151

Demostración Sea Y ⊂ X, tal que

|Y | < ρ < mı́n
k=1,...,ν+1

|τk − τk−1|/2.

Existen k, 1 ≤ k ≤ ν + 1, y xk ∈ [τk−1, τk] tales que

‖f − fn,m,ν,δ‖W,X =

∣∣∣∣
(

f(xk)− Pn,k(xk)

Qm,k

)
W (xk)

∣∣∣∣ .

La proposición 3.3.1 permite que seleccionemos y ∈ Y ∩ [τk−1, τk] de modo
que |xk − y| < 2ρ.

Entonces tenemos que

‖f − fn,m,ν,δ‖W,X ≤ |f(xk)W (xk)− f(y)W (xk)|+ |f(y)W (xk)− f(y)W (y)|+

|(f(y)− fn,m,ν,δ(y))W (y)|+
∣∣∣∣
Pn,k(y)

Qn,k(y)
W (y)− Pn,k(xk)

Qn,k(xk)
W (y)

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
Pn,k(xk)

Qn,k(xk)
W (y)− Pn,k(xk)

Qn,k(xk)
W (xk)

∣∣∣∣ ≤

‖W‖1,Xω(f, 2ρ) + ‖f‖∞ω(W, 2ρ) + ‖f − fn,m,ν,δ‖W,Y +

2‖W‖1,XH(n,m, δ)ρ‖(aj,k)‖1 +
2Mn

δm
‖(aj,k)‖1 ω(W,ρ).

De (3.36), basta tomar d de la forma siguiente

d = d(n,m, ν, δ) :=

máx

{
2‖W‖1,X(1 + M)m(n + m)

δ2mΘ(n,m, ν, δ)
,

Mn

δmΘ(n,m, ν, δ)

}
, (3.42)

para terminar la demostración. ¥

Definición 3.3.2 La mejor aproximación racional a tramos de f ∈ C(X), so-
bre Y ⊂ X, respecto a W , de orden (n,m), con ν nodos internos y tolerancia
δ, está dada por

Rn,m,ν,δ(f)W,Y := inf{‖f − fn,m,ν,δ‖W,Y ; fn,m,ν,δ ∈ Sn,m,ν,δ}.
Proposición 3.3.4 Sean f ∈ C(X) y ∅ 6= Y ⊂ X. Para |Y | suficientemente
pequeño existe fn,m,ν,δ = fn,m,ν,δ,Y ∈ Sn,m,ν,δ tal que

Rn,m,ν,δ(f)W,Y = ‖f − fn,m,ν,δ‖W,Y . (3.43)
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Demostración Si fijamos los valores de los parámetros pi,j, τk, n, m, ν y δ;
i = 1, ..., m, j = 1, ..., ν + 1, k = 1, ..., ν + 1, la correspondiente clase Sn,m,ν,δ se
convierte en un espacio lineal

En,m,ν,δ = En,m,ν,δ(pi,j, τk; i = 1, ..., m, j = 1, ..., ν + 1)

de dimensión n(ν + 1) + 1. En estas condiciones la mejor aproximación a f ,
según los parámetros ai,j, i = 0, ..., n, j = 1, ..., ν + 1; debe ser hallada entre
aquellos fn,m,ν,δ ∈ En,m,ν,δ con

‖f − fn,m,ν,δ‖W,Y ≤ ‖f‖W,Y . (3.44)

Sea K la subclase de K(n,m, ν, δ), sujeta a la restricción (3.44). Para probar
que K es un conjunto compacto basta demostrar que las coordenadas ai,j de todo
vector v ∈ K cumplen una desigualdad |ai,j| ≤ C0, siendo C0 independiente de
los parámetros pi,j, τk; i = 1, ..., m, j = 1, ..., ν + 1, k = 1, ..., ν + 1.

Si |Y | es suficientemente pequeño, del lema 3.3.2 y la proposición 3.3.1 se
tiene que ‖ · ‖W,Y es una norma sobre En,m,ν,δ y que Y ∩ [τk−1, τk] 6= ∅, k =
1, ..., ν + 1. Además, podemos asegurar que

sup
x∈Y ∩[τk−1,τk]

|W (x)| > 0,

k = 1, ..., ν + 1.
Asumiendo que los polos pi,j y los nodos τk están fijos tenemos que

0 < Θ(n,m, ν, δ, Y ) = inf
fn,m,ν,δ 6=0

‖fn,m,ν,δ‖W,Y

‖(ai,k)‖1
,

donde el ı́nfimo se toma para fn,m,ν,δ ∈ En,m,ν,δ.
El número Θ(n,m, ν, δ, Y ) depende de los parámetros de la clase Sn,m,ν,δ que

hemos fijado al inicio. No obstante, se puede comprobar que

Θ(n, W, Y )

(ν + 1)(M + 1)m
≤ Θ(n,m, ν, δ, Y ), (3.45)

donde Θ(n,W, Y ) > 0 sólo depende de n y del peso W .
En efecto, si x ∈ [τk−1, τk] tenemos que

|W (x)fn,m,ν,δ(x)| =
∣∣∣∣
W (x) Pn,k(x)

Qm,k(x)

∣∣∣∣ ≥
|W (x) Pn,k(x)|

(M + 1)m
.

Luego, para x ∈ [τk−1, τk] ∩ Y deducimos que

‖fn,m,ν,δ‖W,Y ≥ |W (x)| |Pn,k(x)|
(M + 1)m

.
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Sea Θ(n,W, Y ) = mı́nk=1,...,ν+1 Θn,k, donde Θn,k está definida por

Θn,k = inf

{
sup

x∈Y ∩[τk−1,τk]
|W (x) Pn,k(x)|;

n∑
i=0

|ai,k| = 1

}
> 0.

De lo anterior tenemos que

‖fn,m,ν,δ‖W,Y ≥ Θ(n,W, Y )
∑n

i=0 |ai,k|
(M + 1)m

, k = 1, ..., ν + 1,

y por tanto

‖fn,m,ν,δ‖W,Y ≥ ‖(ai,k)‖1 Θ(n,W, Y )

(ν + 1)(M + 1)m
,

de donde se obtiene (3.45).
La condición (3.44) implica que

‖(ai,k)‖1 ≤ 2(ν + 1)(M + 1)m

Θ(n,W, Y )
‖f‖W,Y . (3.46)

Dado que el estimado (3.46) no depende de pi,j y τk, terminamos de probar que
la clase K de los fn,m,ν,δ ∈ Sn,m,ν,δ que cumplen (3.44) es compacta.

El corolario 3.3.1 termina la demostración. ¥

En lo que sigue fn,m,ν,δ,Y ∈ Sn,m,ν,δ denotará una solución de (3.43) para la
función f ∈ C(X)

Teorema 3.3.2 Sea f ∈ C(X). Entonces

ĺım ‖f − fn,m,ν,δ,Y ‖W,X = Rn,m,ν,δ(f)W,X ,

cuando |Y | → 0, de acuerdo con la siguiente desigualdad

‖f − fn,m,ν,δ,Y ‖W,X ≤ Rn,m,ν,δ(f)W,X + 3‖W‖1,Xω(f, ρ)+

3

(
‖f‖∞ + 4d ‖f‖W,X

)
ω(W, ρ) + 4d ρ ‖f‖W,X , (3.47)

donde d = d(n,m, ν, δ) está dado por (3.42), |Y | = O(ρ), y ρ > 0 es suficiente-
mente pequeño.

Demostración De las desigualdades

‖f − fn,m,ν,δ,Y ‖W,Y ≤ ‖f − fn,m,ν,δ,X‖W,Y ≤
‖f − fn,m,ν,δ,X‖W,X ≤ ‖f − fn,m,ν,δ,Y ‖W,X , (3.48)
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y el teorema (3.3.1), obtenemos que

‖f − fn,m,ν,δ,Y ‖W,X − ‖f − fn,m,ν,δ,X‖W,X ≤ 3‖W‖1,Xω(f, ρ)+

3

(
‖f‖∞ + d ‖fn,m,ν,δ,Y ‖W,X

)
ω(W, ρ) + d ρ ‖fn,m,ν,δ,Y ‖W,X . (3.49)

La siguiente desigualdad es consecuencia de las definiciones de fn,m,ν,δ,Y y
‖ · ‖W,Y .

‖f − fn,m,ν,δ,Y ‖W,Y ≤ ‖f‖W,Y ≤ ‖f‖W,X .

Es decir, se cumple que

‖fn,m,ν,δ,Y ‖W,Y ≤ 2‖f‖W,X .

El lema 3.3.2 nos permite hallar un ρ = ρ(n,m, δ) > 0 tal que

‖fn,m,ν,δ,Y ‖W,X ≤ α(n,m, ν, δ, ρ)‖fn,m,ν,δ,Y ‖W,Y ≤ 4 ‖f‖W,X , (3.50)

siempre que |Y | < ρ. De (3.49) y (3.50) concluimos la prueba del teorema 3.3.2.
¥

3.3.2. Aproximación de funciones con singularidades

En esta sección asumiremos que n = m. Nuestro objetivo ahora consiste
en demostrar que dada una función f ∈ H∞

ν [−1, 1] pueden hallarse sucesiones
Yn, Yn ⊂ X, y sucesiones de aproximantes óptimos respecto a las seminormas
‖ · ‖W,Yn

, de modo que converjan a f en la norma ‖ · ‖W,X , cuando n →∞.

Teorema 3.3.3 Sea f ∈ H∞
ν [−1, 1]. Existen sucesiones (δn), y (ρn), δn > 0,

ρn > 0, n ∈ N, tales que para toda sucesión Yn, Yn ⊂ X = [−1, 1], |Yn| ≤ ρn,
n ∈ N, se tiene que

ĺım
n
‖f − fn,n,ν,δn,Yn

‖W,X = 0.

Demostración Sean {x1, ..., xν} las singularidades internas de la función f .
Sean

M(n, j, t) = (4et − 3) exp(−tj/n),

pn,j,t = (1− e−t/2)(M(n, j, t) + 1)/(M(n, j, t)− 1),

j = 1, ..., n, t ≥ 1.
En el teorema 1 de [129] se construye convenientemente una función racional

a tramos fn,ν,t, t ≥ 1, de grado n = m, con el objetivo de aproximar suficiente-
mente a f . La k-ésima pieza racional de fn,ν,t tiene polos

pn,j,t,k =
pn,j,tlk
1− e−t

+ ck,
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para los cuales se cumple que

D(pn,j,t,k, [xk−1, xk]) = lk

[(
2− e−t

2(1− e−t)

)(
M(n, j, t) + 1

M(n, j, t)− 1

)
− 1

]
, (3.51)

donde t ≥ 1, n ∈ N, j = 1, ..., n, k = 1, ..., ν + 1, y D es la distancia euclideana
sobre R.

Sea ∆n definida por la siguiente expresión

∆n = mı́n
{
D(pn,j,

√
n,k; [xk−1, xk]); k = 1, ..., ν + 1, j = 1, ..., n

}
.

La tolerancia δ = δn está dada por

δn = mı́n

{
mı́n

k=1,...,ν+1

lk
2

, ∆n

}
. (3.52)

Del ([129], teorema 1) obtenemos que

Rn,n,ν,δn
(f)W,X ≤

‖f − fn,ν,
√

n‖W,X = O(ω(f, e−
√

n, X) +
√

n exp(−√nc)). (3.53)

Sean
α(n, ν) = α(n, n, ν, δn, ρn)

y
d(n, ν) = d(n, n, ν, δn)

dadas por (3.40) y (3.42) respectivamente, y (ρn) una sucesión no negativa con
ĺımn ρn = 0, de modo que

α(n, ν) = O(1), (3.54)

ĺım
n

d(n, ν) ρn = 0, (3.55)

ĺım
n

d(n, ν)ω(W, ρn) = 0. (3.56)

Una tal sucesión (ρ
(1)
n ) para la cual las condiciones (3.54), (3.55) son sa-

tisfechas, puede ser construida. Por ejemplo, para obtener (3.54) es suficiente
que

ρ(1)
n ≤ ψn =

Θ(n, n, ν, δn)δ
2n
n

n(1 + M)n
.

Si δn < 1+M , para n grande, entonces ĺımn ψn = 0 debido a que la sucesión
Θn = Θ(n, n, ν, δn) está acotada.

Para n = m tenemos de (3.42) que

d(n, ν) = 4nδ−2n
n ‖W‖1,X(1 + M)nΘ(n, n, ν, δn)

−1.
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Sea (kn) una sucesión cualquiera tal que 0 < kn < 1, n ∈ N, y ĺımn kn = 0.

Si definimos ρ
(2)
n = ψn kn entonces la condición (3.55) se verifica.

Definamos a ρ
(3)
n de modo que para todo n ∈ N se satisfaga

ω(W, ρ(3)
n ) = mı́n {ψnkn, diámetro(W ([−1, 1]))/2} ,

y por tanto se tenga (3.56) con ρn = ρ
(3)
n .

Ahora es suficiente tomar cualquier sucesión (Yn), Yn ⊂ X, n ∈ N, con
|Yn| = O(ρn), siendo

ρn = mı́n
{

ρ(i)
n ; i = 1, 2, 3

}
,

y aplicar los estimados (3.53) y (3.47). ¥
Teorema 3.3.4 Sea f ∈ H∞

ν [−1, 1]
⋂

Lip α, 0 < α ≤ 1. Existen sucesiones
(δn), y (ρn), δn > 0, ρn > 0, n ∈ N, tales que para toda sucesión Yn, Yn ⊂ X =
[−1, 1], |Yn| ≤ ρn, n ∈ N, se tiene que

‖f − fn,n,ν,δn,Yn
‖W,X = O(exp(−c1

√
n)),

donde c1 = c1(W,α, ν,M) > 0 no depende de n ni de f .

Demostración Tal como hicimos en el teorema 3.3.3, tomemos δn según (3.52),
y las sucesiones α(n, n, ν, δn, ρn) y d(n, n, ν, δn), teniendo (ρn) un diseño espe-
cial.

Siguiendo los pasos de la demostración del teorema 3.3.3, podemos construir
(ρn) de modo que se tenga

ρn = O(exp(−√n))

y tal que

α(n, ν) = O(1),

d(n, ν)ρn = O(exp(−√n),

d(n, ν)ω(W, ρn) = O(exp(−√n),

donde c0 > 0 es la constante del corolario 3.2.1, y la sucesión kn se escoge de
modo que se cumpla

kn = O(exp(−√n)).

Del teorema 3.2.1 y su corolario 3.2.1 se tiene que existe una sucesión fn,n,ν,δn
∈

Sn,n,ν,δn
tal que

Rn,n,ν,δn
(f)W,X ≤ ‖f − fn,n,ν,δn

‖W,X = O(exp(−c0
√

n)).

El estimado (3.41) termina la demostración tomando c1 = mı́n{1, c0}. ¥
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Teorema 3.3.5 Sea f ∈ Hν,ε[−1, 1], ε > 0, con singularidades a < x1 < ... <

xν < b. Existen δ = δ(ε, x1, ..., xν) > 0 y una sucesión (ρn), ρn > 0, n ∈ N, tales
que para toda sucesión Yn, Yn ⊂ X = [−1, 1], |Yn| ≤ ρn, n ∈ N, se tiene que

‖f − fn,n,ν,δ,Yn
‖1,X = O(exp(−c2 n)),

donde c2 = c2(x1, ..., xν, ε) > 0.

Demostración Con la misma técnica que fueron demostrados los teoremas
(3.3.3) y (3.3.4), se demuestra este teorema que puede ser considerado un coro-
lario del teorema (3.2.2) y del estimado (3.41). A diferencia de los teoremas
(3.3.3) y (3.3.4), si f ∈ Hν,ε[−1, 1], ε > 0, puede tomarse δn = δ, para cierto
δ > 0 suficientemente pequeño. En efecto

M(n, j, tk,ε) ≤ (4− 3 exp(−tk,ε)) exp(tk,ε) = M ′(k, ε).

Luego

δ =
1

2
mı́n

k=0,...,ν
mı́n

{
(lk + ε1)G(k, ε), (lk + ε1)

}
< δn, (3.57)

donde

G(k, ε) =

(
1− exp(−tk,ε)/2

1− exp(−tk,ε)

)(
M ′(k, ε) + 1

M ′(k, ε)− 1

)
− 1.

La condición (3.26) tomando al número δ como en (3.57), es satisfecha para
la sucesión (fn,ν,ε) construida en la demostración del teorema 3.2.2. Por consi-
guiente

Rn,n,ν,δ(f)1,X ≤ ‖f − fn,ν,ε‖1,X = O(exp(−d n)),

donde d > 0 está dado por ([129], teorema 2), y fn,ν,ε ∈ Sn,ν,δ.
Sea ahora K > 0 el diámetro del conjunto f([−1, 1]), y sea e−c = K/2.

Definamos

ρn = mı́n{e−ncΘ(n, ν, δ)δ2nn−1(1 + M)−n, ρ′n, e
−nc}.

El estimado (3.47), considerando W ≡ 1, termina la demostración. ¥

3.3.3. Comportamiento asintótico de los nodos óptimos

Teniendo una solución óptima del problema de aproximación racional a
tramos, una nueva cuestión surge sobre si los nodos del aproximante óptimo
fn,ν,δ,Y = fn,n,ν,δ,Y , de la función f , tienden a las singularidades de f cuan-
do n → ∞. Un ejemplo interesante está dado por la función f(x) = |x|,
|x| ≤ 1, cuando es aproximada por una sucesión de mejores aproximantes
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fn,1,δ,Yn
∈ Sn,n,1,δ, y |Yn| tiende a cero geométricamente cuando n → ∞. La

siguiente proposición tiene lugar.

Proposición 3.3.5 Sea (Yn) una sucesión de partes de X tal que |Yn| = O(ρn).
Sea τn,1 un nodo óptimo de un mejor aproximante fn,1,δ,Yn

a la función |x|, −1 ≤
x ≤ 1, y 0 < δ < 1

3. Sean α(n, ν) = α(n, n, ν, δn, ρn) y d(n, ν) = d(n, n, ν, δn),
dados por (3.40) y (3.42) respectivamente. Si (ρn) es tal que

ρn = O(e−c0 n),

α(n, ν) = O(1),

ĺımn d(n, ν) ρn = O(e−c0 n),

ĺımn d(n, ν) ω(W, ρn) = O(e−c0 n).

Entonces la sucesión (τn,1) converge a cero suponiendo que 0 < κ < W (x),
x ∈ [−η, η], Para algún η, 0 < η < 1.

Demostración La demostración la basamos en el hecho de que la enésima
mejor aproximación racional a |x|, x ∈ [−η, η], tiene exactamente el orden
O(exp(−π

√
n)), Para cada η, 0 < η < 1, y |x| ∈ H1,ε[−1, 1], Para cada ε > 0.

Sea (τn,1)n∈J una subsucesión convergente con ĺımite x1 6= 0. De este modo,
para 0 < η < |x1|/2 y n grande, τn,1 6∈ [−η, η], n ∈ J .

Siguiendo la ĺınea de demostración de los teoremas 3.3.3, 3.3.4 y 3.3.5 obte-
nemos que

κRn(|x|, [−η, η])∞ ≤ ‖fn,ν,δ,Yn
(·)− | · | ‖W,X ≤ C exp(−c1n), c1 > 0,

n ∈ J , lo cual es imposible. Por tanto x1 = 0. ¥

La proposición 3.3.5 constituye un caso especial de la siguiente.

Proposición 3.3.6 Sea f ∈ C(X) y supongamos que existen (δn) y (Yn) tales
que δn > 0 y Yn ⊂ X, n ∈ N. Sean fn,ν,δn,Yn

una sucesión de elementos de
la mejor aproximación a f mediante funciones de Sn,n,ν,δn

respecto a la norma
uniforme sobre Yn, con peso W ; y Rn(f, [c, d]) la mejor aproximación uniforme
a f , sobre [c, d], mediante funciones racionales de orden no mayor que n.

Si para t ∈ X se cumple

ĺım sup
n

Rn(f, [t− ε, t + ε])

‖fn,ν,δn,Yn
− f‖W,X

= +∞, (3.58)

para todo ε > 0 suficientemente pequeño, y W (t) > 0, entonces t es un punto
de acumulación de la familia de nodos óptimos.
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Demostración Sea ε > 0 suficientemente pequeño, y |W (x)| ≥ κ, para x ∈
[t− ε, t + ε]. Si t no es punto de acumulación de los nodos óptimos, se cumple
que a partir de cierto n

κRn(f, [t− ε, t + ε])∞ ≤ ‖fn,ν,δn,Yn
− f‖W,X . (3.59)

Pero (3.59) contradice a (3.58). Concluimos que t es punto de acumulación
de los nodos óptimos. ¥

Numerosas pruebas numéricas han mostrado que es dif́ıcil localizar una sin-
gularidad en una región donde el correspondiente valor de la función de peso es
cero o demasiado pequeño. Si W (ξ) ≈ 0, el punto ξ debeŕıa ser considerado de
antemano como una singularidad de f .

La condición (3.58) debe cumplirse siempre que t sea una singularidad aislada
de f , como es el caso de t = 0 para la función f(x) = |x|, −1 ≤ x ≤ 1 (proposi-
ción 3.3.5). El siguiente resultado tiene como caso particular a la proposición
3.3.5.

Proposición 3.3.7 Las singularidades de toda función f anaĺıtica a tramos
(en particular de la clase Hν,εI), son puntos ĺımite del conjunto de los nodos de
los aproximantes discretos óptimos del tipo racional a tramos.

Demostración La prueba de este resultado se basa en que hay un anillo A :
0 < |z − xk| < ρ, siendo xk una de las singularidades de f , donde todo punto
está en una trayectoria de prolongación anaĺıtica de f , dando lugar a diferentes
elementos anaĺıticos según se prolongue desde la derecha o la izquierda de xk.
Es decir, f determina en el anillo A una función multiforme. Según Gonchar
[100], teorema 1, la velocidad de aproximación racional es más lenta que la
geomérica. La proposición 3.3.6 y el teorema 3.2.2 terminan la demostración.
¥

Si t es un punto de analiticidad de f entonces

Rn(f, [t− ε, t + ε])∞ = O(ρn),

para cierto ρ, 0 < ρ < 1, y ε suficientemente pequeño. Por tanto, la condición
(3.58) de la proposición 3.3.6 no tiene que ser cierta.

Introduciendo ligeras modificaciones al desarrollo anterior, la teoŕıa discreta
puede ser también deducida para cualquier intervalo real [a, b].

La proposición 3.3.6 puede considerarse como un punto de partida para la
obtención de resultados más profundos.
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3.4. Resultados experimentales

Esta sección nos muestra los resultados numéricos obtenidos al aplicar el
método racional a tramos para aproximar varias funciones con singularidades.
Los ejemplos escogidos ilustran la potencia de este método racional en la ob-
tención de información sobre la localización de las singularidades. La primera
subsección está dedicada a la aproximación discreta de algunas funciones, mien-
tras que la segunda trata acerca de la solución numérica de un problema de
identificación.

3.4.1. Localización de singularidades

Sean fi, i = 1, 2, 3, las siguientes tres funciones que son anaĺıticas salvo en
un número finito de puntos del intervalo [0, 2].

f1(x) = ((x− 0,5)2 + 1)χ[0, 0,5] + exp(x− 0,5)χ[0,5, 2],

f2(x) = ((x− 0,5)2 + 1)χ[0, 0,5] + exp(x− 0,5)χ[0,5, 1,5] + exp(1)χ[1,5, 2],

f3(x) = ((−0,1)2 + 1)χ[0, 0,1] + χ[0,1, 1] + (
√

x− 1 + 1)χ[1, 2],

donde χA es la función caracteŕıstica o indicadora de un conjunto A, definida
como χA(x) = 1 si x ∈ A, y cero en los demás casos.

Sean Wi, i = 1, ..., 5, las siguientes funciones de peso.

W1(x) = (x− 0,5)4,

W2(x) = (x− 0,5)4 + 1,

W3(x) = (x− 1)4,

W4(x) = (x− 1)4 + 1,

W5(x) = x2 + 1,

Algunos resultados numéricos aparecen tabulados en la tabla 3.4.1. En ésta
se muestran los valores del error discreto y de los nodos de los mejores aproxi-
mantes racionales a tramos de las funciones fi, sobre conjuntos discretos. Las
caracteŕısticas del experimento están dadas por:

Los aproximantes en el caso de la función f1 tienen piezas del tipo P3,k/Q2,k,
k = 1, 2; ν = 1, con la tolerancia δ = 10−4.
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Para las funciones f2 and f3 hemos considerado aproximantes de la clase
S2,2,10−5.

En todos los casos el conjunto discreto Yn está formado por los ceros del
polinomio de Chebyshev de grado 25, con respecto al intervalo [0, 2].

El número de nodos de los aproximantes coincide con el número de singu-
laridades interiores de la función aproximada.

La distribución de las singularidades de la función fi, de los ceros de la
función de peso Wk, y del soporte de la seminorma, pueden influir conside-
rablemente en la precisión de los resultados.

Tabla 3.4.1 Resultados numéricos del error de aproximación y nodos
óptimos para varias funciones de peso.

No. fi Peso Wi Error discreto Nodos óptimos

1 1 1 6.59e-04 5.791e-01
2 1 2 6.43e-04 5.003e-01
3 1 3 9.51e-04 1.001e+00
4 1 4 1.75e-04 5.005e-01
5 2 5 1.97e-02 5.149e-01 1.509e+00
6 3 5 8.00e-03 9.511e-02 9.388e-01

Notemos que en los ejemplos 1 y 3 las respectivas funciones de peso se anulan
en el mismo punto o cerca de la singularidad x1 = 0,5. En ambos casos los
resultados numéricos muestran que una parte de la información ha sido perdida.

La función f3 no es anaĺıtica a tramos sobre [0, 2]. Verdaderamente ocurre
que f3, pertenece a la clase de Gonchar-Szabados. Funciones como f3 pueden
ser vistas en [97, 129, 148, 223, 224, 225].

3.4.2. Solución de un problema de identificación

Consideremos un sistema o proceso descrito por el siguiente problema de
contorno.

−y′ ′(x) + f(x) y(x) = F (x), a ≤ x ≤ b, (3.60)

y(a) = ya, y(b) = yb, (3.61)

donde f ∈ C[a, b], es desconocida, y acerca de la cual sabemos que es anaĺıtica
sobre [a, b] excepto en un número finito de puntos del intervalo.

Es conocido que para F ∈ C[a, b], la ecuación (3.60) con las condiciones
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de contorno (3.61) tiene solución única siempre que el problema homogéneo
asociado

−y′ ′(x) + f(x) y(x) = 0, a ≤ x ≤ b, (3.62)

y(a) = 0, y(b) = 0, (3.63)

tenga soluciones no triviales. Y esto último es cierto si f es positiva.
El propósito de esta subsección consiste en aplicar los resultados del método

racional a tramos de la sección 3 para resolver el problema de identificación
(1.103) de la página 77, asociado al problema (3.60-3.61). Teniendo en cuenta
que los datos son anaĺıticos salvo en algunos puntos, nuestra expectativa es que
la solución f sea anaĺıtica salvo en algunos puntos.

El conjunto de parámetros mediante el cual se establece la solución de este
problema es Sn,m,ν,δn

. La tolerancia δ, que en la teoŕıa produce la compacidad
necesaria para garantizar la existencia del mejor aproximante, en el modelo
computacional debe ser escogido acorde con la precisión utilizada con el obje-
tivo de producir estabilidad numérica.

Las expectativas de localización de singularidades se basan en la atracción
de los polos ejercida por las primeras. El esfuerzo computacional necesario para
lograr que los polos ofrezcan información suficiente acerca de las singularidades
puede ser muy grande. Una manera de disminuir el coste consiste en usar a los
nodos óptimos, gracias a la posición intermedia que éstos ocupan respecto a los
polos. Además, tal como puede apreciarse en el teorema 3.3.5 de la sección 3,
la tolerancia δ puede escogerse constante.

El objetivo de la técnica de identificación de parámetros consiste en selec-
cionar o calcular un parámetro q̃ ∈ Q (en nuestro caso seŕıa fn,m,ν,δ ∈ Sn,m,ν,δn

),
de modo que :

1. La solución yn,m,ν,δ correspondiente al problema (3.60) con coeficiente q̃,
difiera en un valor mı́nimo de la solución exacta y, sobre las observaciones
x1, ..., xm.

2. El error máxi | − y′ ′(xi) + q̃(xi) y(xi)− F (xi)| sea mı́nimo.

El primer criterio es el del error en la solución, y el segundo el correspon-
diente al error en la ecuación.

Cada observación u = {y1, ..., ym} de y pertenece a un espacio de observa-
ciones U . Luego, se trata idealmente de encontrar, para cada observación u ∈ U ,
un parámetro q̃ = fn,m,ν,δ ∈ Q = Sn,m,ν,δn

, tal que yn,m,ν,δ = u. Si llamamos T

al operador que actúa como fn,m,ν,δ → u, entonces a T (Sn,m,ν,δn
) = R ⊂ U le

damos el nombre de conjunto alcanzable o admisible.
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El problema (1.103) está generalmente mal planteado. La solución en el con-
junto de parámetros puede no existir, debido fundamentalmente a los inevi-
tables errores que se producen durante las mediciones y que pueden producir
que u 6∈ R. Incluso, cuando T (q̃) = u no podemos asegurar la unicidad y la
dependencia continua de u.

Para salvar los diversos obstáculos arriba mencionados, es que planteamos el
problema de identificación en términos del siguiente problema de optimización.

P(u) : mı́n
q∈Q

‖ − u′′ + q u− F‖. (3.64)

El modelo (3.64) se corresponde con el criterio de error en la ecuación, y
adopta la forma siguiente al considerar como conjunto de parámetros a Q =
Sn,m,ν,δn

.

Pn,m,ν,δ(u, Y ) : mı́n sup
(x∈Y )

| − u′′(x) + fn,m,ν,δ(x) u(x)− F (x)|, (3.65)

sujeto a fn,m,ν,δ ∈ Sn,m,ν,δn
, siendo Y ⊂ [a, b].

De la teoŕıa desarrollada en las secciones anteriores se deduce el siguiente

Teorema 3.4.1 Sean f ∈ C[a, b] y u ∈ C2[a, b] tales que el problema (3.61)
se satisface para y = u, y u 6= 0 Lebesgue casi dondequiera. Sea Y ⊂ [a, b].
Entonces Pn,m,ν,δ(u, Y ) tiene solución.

Demostración La prueba de este teorema se basa en la igualdad (1.104) de
la página 78, considerando la seminorma asociada a Y y W = u, y en la
proposición 3.3.4. ¥

El método numérico que utilizaremos para resolver el problema (3.65) se
basa en considerar conjuntos finitos Y = {x1, ..., xm}. Los resultados teóricos
como el teorema 3.3.2, establecen expectativas de que este método sea estable
al disminuir la densidad del conjunto discreto Y .

Para valorar la efectividad de este método supongamos que la función de
fuerzas F es la siguiente

F (x) = −2χ[0,1] + (x3 − 3x2 + 5x− 5)χ[1,2],

el parámetro desconocido es

f(x) = (x− 1)χ[1,2],

y la función de ondas está dada por

y(x) = (x2 + 1)χ[0,1] + ((x− 1)2 + 2)χ[1,2].
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Consideremos cuatro subcasos, en cada uno de los cuales la observación u =
y(1+ρ) ha resultado de producir diferentes perturbaciones a la función de ondas
y. En todos los subcasos se ha tomado la distribución discreta Y como los ceros
del polinomio de Chebyshev cuyo grado d se señala en cada caso en la tabla 3.4.2,
donde también se indican las intensidades respectivas de las perturbaciones.

Los resultados correspondientes a la seminorma mı́nima y a la estimación
del nodo óptimo pueden verse en la tabla 3.4.3.

Tabla 3.4.2 Perturbación ρ y cardinal del conjunto discreto Y .

Caso ρ d =card(Y )

1 1.0e-01 25
2 1.0e-02 25
3 1.0e-01 25
4 1.0e-01 20

Tabla 3.4.3 Error discreto, nodos óptimos y tipo de aproximantes.

Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4

Nodo óptimo 8.698451e-01 1.008170e+00 1.000429e+00 9.994154e-01
Error discreto 2.243949e-02 5.078990e -03 5.536745e -04 1.802365e-03
Parámetros S2,2,1,1,0e−03 S3,2,1,1,0e−03 S3,2,1,1,0e−03 S3,2,1,1,0e−03

Los cálculos que aparecen en las tablas 3.4.1, 3.4.2 y 3.4.3 fueron realizados
en simple precisión, en una PC Acer Power 386SX, utilizando rutinas para op-
timización no lineal programadas en FORTRAN 77.



Caṕıtulo 4

Aproximación racional e integración
numérica.

El núcleo de Cauchy es un puente natural que une a las cuadraturas gaus-
sianas con los aproximantes clásicos de Padé. Gauss [89] fue presuntamente uno
de los primeros en utilizar la transformada de Cauchy. Lo hizo para hallar los
nodos que garantizan la mayor exactitud posible de una fórmula de cuadratura
numérica. Como consecuencia de sus investigaciones, este matemático nacido
en el siglo XVIII fue uno de los primeros en establecer v́ınculos entre los poli-
nomios ortogonales, la integración aproximada y las funciones racionales.

Este caṕıtulo está dividido en dos secciones, y su objetivo global es el estudio
de la conexión existente entre la convergencia de las cuadraturas numéricas y la
aproximación racional de transformadas de Cauchy. En la sección 4.1 se trata
el tema de la integración respecto a medidas variantes. En particular se estu-
dia un tipo de fórmula interpolatoria de grado máximo de exactitud, utilizada
por Gonchar y López Lagomasino al investigar la aproximación multipuntual
de Padé a transformadas de Cauchy. La sección 4.2 está dedicada a la aproxi-
mación de funciones anaĺıticas sobre regiones del plano complejo, y en ella se
demuestra que existe un espacio barrilado B tal que toda función anaĺıtica en
|z| > 1, que se anula en el infinito, es la transformada de Cauchy de un funcional
lineal y continuo en B. Como consecuencia, se muestra el carácter dual de dos
temas diferentes: la aproximación racional de funciones anaĺıticas, un problema
esencialmente no lineal, y la convergencia débil de funcionales lineales.
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4.1. Fórmulas de cuadratura y medidas variantes

Durante la década de los años 80 fueron publicados importantes resultados
sobre las relaciones que existen entre la convergencia de los aproximantes mul-
tipuntuales de Padé y el comportamiento asintótico de polinomios ortogonales
respecto a medidas variantes [154, 156]. Estos aproximantes de interpolación
que extienden al clásico aproximante de Padé, han sido técnicamente utilizados
para obtener diversos resultados dentro de la aproximación racional [103, 106].
La contribución de Gonchar y López Lagomasino [104] tuvo especial influencia
en la aparición de las cuadraturas de tipo racional y la integración numérica
respecto a medidas variantes. Esta última surgió vinculada a la aproximación
multipuntual de Padé de funciones de tipo Markov, y define la dirección que
hemos seguido en esta parte. Aquellos que lean este caṕıtulo, deben apreciar
las conexiones que existen entre la teoŕıa de esta sección y los métodos inter-
polatorios de integración racional estudiados en la sección 2.3.

Durante los últimos diez años del siglo XX, han aparecido nuevos resultados
sobre la relación existente entre la aproximación de tipo Padé y las fórmulas
de cuadratura de tipo Gauss extendido. Asimismo, se ha enriquecido la teoŕıa
de las fórmulas de cuadratura racional. En la sección 1.2 hemos mencionado
algunos de los principales resultados publicados sobre este tema. Esta sección
4.1 tiene el objetivo de presentar al lector estudioso, algunas de las ideas y re-
sultados que han precedido a los actuales desarrollos teóricos de la integración
numérica respecto a medidas variantes, y sus relaciones con la aproximación
racional de funciones anaĺıticas. Esta parte de la monograf́ıa es consecuencia
del trabajo conjunto de investigación, realizado por G. López Lagomasino y el
autor entre 1979 y 1987 [119, 120, 121, 123].
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4.1.1. Preliminares.

En la literatura se mencionan dos estrategias fundamentales para la aproxi-
mación del funcional lineal

L(f) =

∫ b

a

f(x) dα(x). (4.1)

Uno de los planteamientos estratégicos de solución se basa en la selección de
una sucesión adecuada (fn), que aproxime a f cuando n tiende a infinito en
algún sentido generalmente más débil(1 que el dado por la norma uniforme, de
modo que

ĺım
n

L(fn) = L(f).

El planteamiento alternativo consiste en modelar al aproximante de L(f) co-
mo una sucesión de funcionales lineales (Ln), que cumpla ser puntualmente
convergente a L sobre una cierta subclase de funciones integrables respecto al
integrador α.

Hay fórmulas de cuadratura para las cuales ambas estrategias coinciden. Este
es el caso de las fórmulas interpolatorias (1.78).

La utilidad práctica de cualquier aproximante depende de su computabili-
dad. Las cuadraturas numéricas de interpolación tienen algunas ventajas en
este sentido, especialmente en el cálculo de los coeficientes λk.

El planteamiento L(f) ≈ Ln(f) es t́ıpico en el espacio de Hardy en el disco
unidad. En este trabajo estudiaremos algunos aspectos del mismo, pues está vin-
culado directamente a la aproximación racional de funciones anaĺıticas.

En lo que sigue usaremos el śımbolo µ para denotar indistintamente a una
medida finita y positiva sobre la recta real, o a una función monótona creciente,
acotada y con infinitos puntos de crecimiento.

Las fórmulas o métodos de integración numérica racionales de tipo Gauss,
debieron surgir a finales de la década de los 70, relacionadas con la teoŕıa de la
aproximación racional de ciertas clases de funciones anaĺıticas (ver [104, 151]).
Estas reglas, tal como sugiere su nombre, son fórmulas de cuadratura de grado
máximo de exactitud, cuyo principal atributo parece ser su ı́ntima relación
con los aproximantes racionales de interpolación de tipo Padé, asociados a fun-
ciones de tipo Stieltjes. Expliquemos brevemente esto último.

Empecemos por considerar una medida finita y positiva µ con soporte Sµ ⊂
R. Recordemos que si g es una función no decreciente tal que dg = dµ, entonces
Sµ coincide con el conjunto de los puntos de crecimiento de g (ver [79]).

1Aproximar en un sentido débil a una función f , significa aqúı que los aproximantes para ser construidos
requieren poca información acerca de f .
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Supongamos que Sµ es un conjunto infinito con envoltura convexa Cµ. Ten-
gamos en cuenta dos casos:

1. Sµ ⊂ I = [a, b], −∞ < a < b < +∞.

2. Sµ ⊂ I = [0, +∞).

La función

µ̂(z) =

∫

I

dµ(x)

z − x
,

es holomorfa en el complemento de Cµ, y recibe los nombres de función de tipo
Markov o Stieltjes, según se trate del primero o el segundo caso, respectivamente.(2

También a µ̂ se le llama integral de tipo Cauchy, transformada de tipo Cauchy
de la medida µ, etc. Observemos también que µ̂(z) = µ ∗ (1/z).

Muchas funciones importantes de la matemática pueden representarse en la
forma de una cierta transformada µ̂. Por ejemplo, citemos a las logaŕıtmicas,
las series de Borel, y las soluciones de problemas de contorno.(3

Sea ahora α = {αn,k; k = 1, ..., 2n, n ∈ N} una tabla de puntos del plano
ampliado(4, situada en el complemento de Cµ, y tal que los polinomios

ωn(x) =
2n∏

k=1

(
1− x

αn,k

)
,

sean positivos para todo x ∈ Cµ.
Para cada n ∈ N existe una fracción racional

[n/n]α = [n/n]µ,α,

de orden n, y tal que la función
(

µ̂− [n/n]α
ωn

)
,

es holomorfa en C\Cµ, y tiene un cierto desarrollo formal en z = ∞ que le
caracteriza (ver [104, 119]).

Esta sucesión de funciones racionales ([n/n]α) interpola a la función µ̂ en los
puntos de la correspondiente fila enésima (αn,1, αn,2, ..., αn,2n) de la tabla α, tiene
como caso particular a los aproximantes clásicos de Padé cuando α = {∞}.

Para obtener más detalles acerca del desarrollo y utilización de estos aproxi-
mantes pueden consultarse [63, 104, 151].

Sea n un número natural fijo e I un intervalo que contiene al soporte de
2Stieltjes fue el primero en estudiar la convergencia de las cuadraturas gaussianas sobre intervalos no acotados.
3Las series de Borel desempeñan un rol esencial en la segunda parte de este caṕıtulo.
4Los términos de α que sean el punto del infinito, tienen por definición inverso cero
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la medida µ. Es conocido que el correspondiente aproximante multipuntual de
Padé asociado a µ̂, tiene exactamente n polos simples pertenecientes al intervalo
I. Además, estos puntos singulares coinciden con los ceros del enésimo polinomio
ortogonal Qn = Qn,n, asociado a la medida variante dµn definida por(5

dµn =
dµ

ωn
. (4.2)

Si descomponemos a [n/n]α en suma de fracciones simples

[n/n]α(z) =
n∑

k=1

θn,k

z − xn,k
,

y con estos coeficientes (θn,k), y los polos (xn,k), construimos el funcional Sn,
definido por

Sn(f) =
n∑

k=1

θn,kf(xn,k), (4.3)

ocurre entonces que

Sn

(
P

ωn

)
=

∫

I

P

ωn
µ,

para cualquier polinomio P , cuyo grado sea menor o igual a 2n− 1.
Dicho en otros términos. Para cada aproximante multipuntual de Padé [n/n]α,

asociado a la tabla α, existe en correspondencia una fórmula de cuadratura
numérica de la forma siguiente

En(f) =

∫

I

f dµ − Sn(f), (4.4)

que es exacta sobre cierta clase de funciones racionales con polos prefijados.
La fórmula (4.4) ha recibido el nombre de cuadratura numérica racional de

tipo Gauss, y cumple la siguiente propiedad:

Sn(fz) = [n/n]α(z),

donde fz es el núcleo de Cauchy fz(x) = (z − x)−1.
Para facilitar la lectura, formularemos de nuevo nuestro objetivo general uti-

lizando la notación recién establecida: “La teoŕıa que estamos presentando en
esta sección, constituye un enfoque de la integración numérica sobre intervalos
no acotados, que consiste en la obtención de resultados de convergencia puntual
de fórmulas de cuadratura Sn, en términos de la convergencia uniforme sobre
cada compacto de la sucesión Sn(fz), y rećıprocamente”.

5Notar que también podemos considerar al enésimo polinomio ortogonal Qn,m, respecto a la medida dµm.
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En cuanto al desarrollo de la sección señalemos que, después de la definición
formal de fórmula interpolatoria racional y la demostración de varias proposi-
ciones elementales, procedemos con la demostración de los principales resul-
tados: los teoremas 4.1.4, 4.1.5 y 4.1.6, y el corolario 4.1.1, consecuencia este
último del teorema 4.1.4. Estos teoremas mejoraron en su momento resultados
anteriores del mismo género, y actualmente nos sirven para ilustrar lo conve-
niente que resulta aplicar el Análisis Funcional a tan importantes temas.

A lo largo de esta sección usaremos los siguientes śımbolos, conceptos y re-
sultados.

1. U = C\I, donde el śımbolo I denotará indistinta y únicamente a los inter-
valos [0, +∞), [a, b], −∞ < a < b < +∞.

2. U ′ representa a la unión de U con el punto infinito.

3. fz(x) = (z − x)−1, z ∈ U, x ∈ I.

4. µ es una medida positiva sobre la σ álgebra boreliana de I, con soporte
infinito Sµ.

5. g es una función creciente y acotada en I, con infinitos puntos de creci-
miento.

6. b es una medida compleja, de variación finita, sobre la σ álgebra boreliana
de I.

7. ga(z, s), a > 0, es la función de Green, asociada a la región Ua = C\[−a, a],
con punto singular s.

8. Sean K y L dos conjuntos compactos y disjuntos del plano. El par (K, L)
es llamado condensador de placas K y L. Si intercambiamos de lugar las
placas K y L, el nuevo par representa al mismo condensador.

9. Sea h la solución del problema de Dirichlet, asociado a la región R = C\(L∪
K), tal que h/FrK ≡ 0 y h/FrL ≡ 1 (Fr A denota a la frontera de A). La
función h recibe el nombre de medida armónica de R. Sea Γ un contorno
arbitrario cerrado y simple de Jordan, que separa a L de K. El número
C = C(L,K) definido por

C =
1

2π

∫

Γ

∂h

∂n
ds,

donde ∂h/∂n es la derivada en la dirección normal a Γ, orientada de K
hacia L, recibe el nombre de capacidad (de Green) del condensador
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(L,K). Es fácil ver que dicho valor no depende del contorno escogido con
las propiedades indicadas.

10. Sea α = {αn,k, k = 1, ..., 2n, n ∈ N} una tabla contenida en el compacto
K ⊂ Ua, a > 0, y tal que cada fila α(n) = {αn,1, ..., αn,2n} es estable por el
complejo conjugado (α es simétrica).
Decimos que α es extremal con respecto al condensador (K, [−a, a]) si

ĺım
n

1

2n

2n∑

k=1

ga(z, αn,k) =
h(z)

C(K, [−a, a])
,

uniformemente sobre cada compacto de C\(K ∪ [−a, a]).
Sobre la existencia de estas tablas pueden consultarse [9, 242]. Otras defini-
ciones equivalentes aparecen en [104].

4.1.2. Integración sobre intervalos no acotados

Definición 4.1.1 Decimos que la sucesión de polinomios algebraicos (ωn) es
normal en el intervalo I si

1. grado ωn ≤ 2n, n ∈ N.

2. ωn(x) > 0, x ∈ I.

En lo sucesivo, el śımbolo (ωn) representará una sucesión normal de poli-
nomios en el intervalo I.

Definición 4.1.2 Sea (jn) una sucesión de números naturales tal que grado
ωn = 2n− jn, n ∈ N. Supongamos que I = [0, +∞) y escribamos j = supn jn ≤
+∞.

Decimos que el par (µ, (ωn)) es admisible si
∫ ∞

0
xm dµ(x) < ∞,

para 0 ≤ m ≤ j − 1, m ∈ N, si j ≥ 1; y además
∫ ∞

0

1

x + 1
dµ(x) < ∞.

En la anterior definición admitimos la posibilidad de que µ sea infinita (j = 0).
Si j ≥ 1 entonces µ es necesariamente finita.

Notemos también que sólo hemos considerado el caso I = [0, +∞). Para
intervalos acotados asumiremos que µ es finita, y por tanto no necesitaremos



Sección4.1. Fórmulas de cuadratura y medidas variantes 173

tomar tales precauciones.
En lo que sigue está impĺıcito que el par (µ, (ωn)) es admisible cuando I =

[0, +∞).

Definición 4.1.3 Sean las tablas

Λ = {λn,k; k = 1, ..., n; n ∈ N} , X = {xn,k; k = 1, ...n; n ∈ N} ,

donde Λ ⊂ C y X ⊂ I.
El método o regla de integración asociado a las tablas Λ y X, que podremos

denotar simplificadamente por S(Λ, X), consiste en la sucesión de funcionales
(Sn), definida por

Sn(f) = Sn(f, Λ, X) :=
n∑

k=1

λn,kf(xn,k),

donde f es una función cuyo dominio de definición contiene al intervalo I.
Si en particular Λ ⊂]0, +∞), diremos que S(Λ, X) es positivo.

Definición 4.1.4 Por C+∞ denotamos al espacio vectorial normado de las fun-
ciones continuas en [0, +∞), tales que el ĺımite de f(x) existe y es finito cuando
x tiende a +∞, provisto de la norma uniforme

‖f‖ = sup
x≥0

|f(x)|.

Existen diferentes isometŕıas de C+∞ dentro de C∞, donde este último es el
espacio de las funciones continuas en la recta real, tales que en los puntos
+∞ y −∞ tienen ĺımites finitos e iguales. C∞ coincide con C(R0), funciones
continuas sobre la compactificación de Alexandrov de la recta real.

A través de estas isometŕıas se estudia en [120] la completitud en C+∞ de
ciertos sistemas numerables asociados al núcleo de Cauchy (ver [1]).

Definición 4.1.5 Por R(g) denotamos al espacio vectorial de las funciones
complejas f definidas en [0, +∞), integrables Riemann en sentido impropio de
primera especie (el infinito es el único punto singular) con respecto al integrador
g en [0, +∞), y tales que el ĺımite de f(x) existe y es finito cuando x tiende a
+∞.

Proposición 4.1.1 C+∞ ⊂ R(g).
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Demostración Siendo dg finita, la prueba es inmediata utilizando la desigual-
dad

|f(x)| ≤ ‖f‖.
¥

Lema 4.1.1 Para cada polinomio P y a > 0 sea Pa la función racional asociada
a P de la siguiente forma:

Pa(x) = P

(
1

x + a

)
.

Sea S(Λ, X) un método de integración positivo en I = [0, +∞).
Si

ĺım
n

Sn(Pa) =

∫ ∞

0
Pa dg,

para todo polinomio P , entonces

ĺım
n

Sn(f) =

∫ ∞

0
f dg, (4.5)

para toda f ∈ R(g).

Demostración Sea la fracción t(x) definida por

t(x) =
1

x + a
,

y sea f ∈ R(g). Definamos

h(x) =





f ◦ t−1(x) si 0 < x ≤ 1/a

ĺım
x→0+

f ◦ t−1(x) si x = 0.

La función h es integrable Riemann con respecto a g◦ t−1 en el intervalo [0, 1/a]
y además ∫ 1/a

0
h d(g ◦ t−1) = −

∫ +∞

0
f dg.

Por otra parte, si P es un polinomio tenemos que Pa ∈ C+∞,
∫ 1/a

0
P d(g ◦ t−1) = −

∫ +∞

0
Pa dg,

y Sn(Pa, Λ, X) = Sn(P, Λ, X ′), donde

X ′ =
{

1

x + a
; x ∈ X

}
⊂ [0, 1/a].
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Lo anterior nos permite afirmar que

ĺım
n

Sn(P, Λ′, X ′) =

∫ 1/a

0
P d(g ◦ t−1),

donde Λ′ = −Λ, para todo polinomio P . El teorema clásico de Steklov-Fejer
[228], afirma en tal situación que

ĺım
n

Sn(h, Λ′, X ′) =

∫ 1/a

0
h d(g ◦ t−1),

es decir (4.5). ¥

Señalemos que el teorema de Steklov-Fejer establece que, si un método de inte-
gración positivo S(Λ, X), X ⊂ [a, b], −∞ < a < b < +∞, evaluado en cualquier

polinomio P converge a
∫ b

a P dg, entonces ello también ocurre para toda fun-
ción integrable Riemann con respecto a g en el intervalo [a, b]. La demostración
de este resultado se basa en la posibilidad de aproximar unilateralmente por
medio de polinomios, en la métrica de L1, a toda función integrable.

En intervalos no acotados, cuando todos los momentos del integrador g son
finitos, es decir ∫

R
xm dg(x) < ∞, m = 0, 1, 2, ...;

la aproximación unilateral polinómica en L1, no siempre es posible para cualquier
función Riemann-Stieltjes integrable, aún cuando su módulo no crezca en el
infinito más rápido que un polinomio. En Freud [79] se trata este problema,
haciendo depender su solución de la determinación del problema de momentos
asociado al integrador dg.

El tipo de función que aqúı consideramos permite soslayar aquellas dificul-
tades que naturalmente aportaŕıa un integrador cuyos momentos no son todos
finitos.

4.1.3. Caracterización de la convergencia de cuadraturas

Teorema 4.1.1 Sea S(Λ, X) un método de integración tal que X ⊂ [0, +∞) =
I. Tenemos que

ĺım
n

Sn(f, Λ, X) =

∫ +∞

0
f db, (4.6)

para toda f ∈ C+∞, si y solo si

rn(z) = Sn(fz, Λ, X) → b̂(z) =

∫ +∞

0
fz db, (4.7)
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uniformemente sobre cada compacto contenido en U ,

Sn(1, Λ, X) → b([0, +∞)), (4.8)

y
sup

n
sup
‖f‖≤1

|Sn(f, Λ, X)| < ∞, (4.9)

donde el supremo en (4.9) se toma respecto al espacio C+∞.

Demostración El espacio (C+∞, ‖.‖) es de Banach, y los funcionales

Sn(., Λ, X), n ∈ N;

∫ ∞

0
(.) db,

son lineales y continuos. El teorema de Banach-Steinhauss(6 asegura que se
cumple (4.9) bajo la condición (4.6).

La convergencia puntual de las fracciones rn, n ∈ N, para z ∈ U , y (4.8),
son consecuencia de (4.6), al tomar f ≡ 1, f ≡ fz ∈ C+∞, z ∈ U .

Para obtener (4.7) basta demostrar que (rn) es una familia normal en U .
Para ello tomemos un conjunto compacto cualquiera K ⊂ U . Para cualquier
z ∈ K tenemos que

|rn(z)| ≤ sup
n
‖Sn‖ ‖fz‖ ≤ supn ‖Sn‖

d([0, +∞), K)
.

El rećıproco es consecuencia de aplicar el teorema de Banach a la sucesión de
funcionales (Sn), que está uniformemente acotada en virtud de (4.9), y a la
familia de funciones F1 = {1, fz; z ∈ U}, cuya envoltura lineal es densa en
C+∞ (ver [1, 120]). ¥
Si la condición (4.6) la cambiamos expresando que sólo es cierta para todo
f ∈ C0

+∞ = {f ∈ C+∞/ f(+∞) = 0}, entonces ésta resulta equivalente a (4.7)
y a (4.9). La modificación que tenemos que hacer a (4.9) consiste en asumir
supremo sobre el subespacio C0

+∞. En tal caso la condición (4.8) no tendŕıa
lugar.

El teorema 4.1.1 no sólo generaliza al lema 4.1 de [215], sino que además
muestra el verdadero papel de las funciones racionales Sn(fz) como contraparte
de los funcionales Sn.

Teorema 4.1.2 Sea S(Λ, X) un método de integración con X ⊂ [a, b].
Para que

ĺım
n

Sn(f, Λ, X) =

∫ b

a

f db, (4.10)

6También es conocido como el principio de acotación uniforme
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para toda f ∈ C([a, b]), es necesario y suficiente que

rn(z) = Sn(fz, Λ, X) → b̂(z) =

∫ b

a

fz db, (4.11)

uniformemente sobre cada compacto contenido en U , y

sup
n
‖Sn‖ < ∞. (4.12)

Demostración Debido a que F = {fz; z ∈ U} tiene envoltura lineal densa
en C([a, b]), es posible demostrar este teorema utilizando la misma técnica del
teorema 4.1.1. ¥
Los métodos de integración numérica positivos tienen particular importan-
cia tanto en la teoŕıa como en el cálculo numérico. Se trata de funcionales
monótonos y por ende continuos. Además, basta que sean exactos sobre las
constantes para que cualquier sucesión de los mismos esté uniformemente aco-
tada. En Freud [79] se trata exclusivamente el caso de cuadraturas positivas
y exactas en el ĺımite sobre la clase de los polinomios. El siguiente resultado
es una versión para funciones integrables en la semirrecta y continuas en el
infinito.(7

Teorema 4.1.3 Sea S(Λ, X) un método de integración positivo sobre I = [0, +∞).
La condición

ĺım
n

Sn(f, Λ, X) =

∫ ∞

0
f dg, (4.13)

para toda f ∈ R(g), es necesaria y suficiente para que

Sn(fz) →
∫ ∞

0
fz dg, (4.14)

uniformemente sobre cada compacto contenido en U , y

Sn(1) → g(+∞)− g(0). (4.15)

Demostración La condición (4.15) y la positividad de los funcionales Sn,
n ∈ N, garantizan la validez de (4.8) y (4.9), lo que junto a (4.14), implican
(4.13) para f ∈ C+∞ (Teorema 4.1.1).

Como Pa ∈ C+∞, cualquiera sea el polinomio P y a > 0, el lema 4.1.1 prueba
que (4.13) es cierto.

Rećıprocamente, si (4.13) es cierto para todo f ∈ R(g), lo cumple en parti-
cular para f ∈ C+∞ (proposición 4.1.1). Del teorema 4.1.1 deducimos (4.14) y
(4.15). El teorema está demostrado. ¥

7Admiten prolongación continua en el infinito.
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4.1.4. Cuadraturas racionales sobre intervalos no acotados

La siguiente definición de cuadratura racional interpolatoria intenta abarcar
aquellos casos no contemplados en la definición del subeṕıgrafe 2.3.2. A saber,
se tratan de incluir a las medidas que no son finitas o cuyos momentos clásicos
no son finitos, y a las integrales definidas sobre intervalos no acotados.

Definición 4.1.6 Sea S(Λ, X) un método de integración. Sea (rn) una sucesión
de números naturales tal que

0 ≤ rn ≤ grado[ωn] + j − 1, n ∈ N. (4.16)

Decimos que S(Λ, X) es una regla racional e interpolatoria de integración, re-
lativa al par (µ, (ωn)), con orden de exactitud (rn), si para cualquier natural n
y cualquier polinomio P de grado ≤ rn, se cumple

∫

I

P

ωn
dµ = Sn

(
P

ωn
, Λ, X

)
. (4.17)

Si I = [0, +∞), la condición impuesta al grado de P y (4.16) garantizan que
(4.17) tenga sentido.

Si ωn ≡ 1, n ∈ N, entonces j = ∞ y por tanto∫ ∞

0
xn dµ(x) < ∞,

para todo n. De esta forma apreciamos que la definición 4.1.6 contiene al
planteamiento tradicional de cuadraturas interpolatorias.

La anterior condición (4.17) expresa que estas fórmulas son exactas sobre
ciertos espacios lineales de funciones racionales con polos prefijados.(8

Otro enfoque de (4.17) y (2.58), consiste en considerar a estas cuadraturas co-
mo fórmulas polinomiales con respecto a pesos racionales variantes, ya definidos
por (2.50) en la página 168.

Definición 4.1.7 Sea α = {αn,k; k = 1, ..., 2n; n ∈ N} una tabla contenida en
U ′. Decimos que la sucesión (ωn) está asociada a la tabla α si

ωn(z) =
2n∏

k=1

(
1− z

αn,k

)
. (4.18)

En la expresión (4.18) entendemos que si un elemento αn,k es infinito, el corres-
pondiente factor es idénticamente uno.

El art́ıculo de Gonchar-López [104] ha sido uno de los primeros en introducir
las tablas de interpolación por medio de la representación (4.18).

8Análogamente ocurre con la condición (2.58), dada en la página 110.
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Teorema 4.1.4 Sea S(Λ, X) un método interpolatorio y positivo de integración,
relativo al par (g, (ωn)), con orden de exactitud (rn), donde (ωn) está asociado
a la tabla Newtoniana e infinita α = {αk; k ∈ N}, α ⊂ U ′ y X ⊂ [0, +∞) = I.

Si además se cumplen las siguientes condiciones.

αn 6= αm, (4.19)

para αn, αm números, y n 6= m.

ĺım
n

Sn(1, Λ, X) = g(+∞)− g(0), (4.20)

rn ≥ grado [ωn] − 1, (4.21)
∑

Im
√

αn > 0

Im
√

αn

1 + |αn| = ∞, (4.22)

entonces

ĺım
n

Sn(f, Λ, X) =

∫ +∞

0
f dg,

para toda f ∈ R(g).

Demostración Las condiciones (4.19) y (4.22) son suficientes para que el
sistema {

1,
(
1− xα−1

k

)−1
; k ∈ N

}
,

tenga envoltura lineal densa en C+∞ (ver lema 1 de [120]).
Sean k y n dos números naturales tales que 2n > k y αk ∈ R. de (4.21)

tenemos que el polinomio

P (x) =
ωn(x)

1− xα−1
k

,

tiene grado menor o igual que rn. Por tanto de (4.17) tenemos

Sn

(
1

1− xα−1
k

, Λ, X

)
=

∫ ∞

0

dg(x)

1− xα−1
k

,

lo que unido a (4.21) y el teorema de Banach, prueban que

ĺım
n

Sn(f, Λ, X) =

∫ ∞

0
f dg,

para toda f ∈ C+∞.
El lema 4.1.1 termina la demostración. ¥

Si grado [ωn] ≤ rn, n ∈ N, entonces se cumple (4.20) automáticamente. Para
verlo basta tomar P = ωn en (4.17). Observemos que en tal caso necesariamente
j ≥ 1.

El teorema 4.1.4 tiene como casos particulares a los teoremas 1 y 2 de [120].
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4.1.5. Cuadraturas racionales y aproximantes de Padé

Definición 4.1.8 Decimos que S(Λ, X) es una regla racional de tipo Gauss,
relativa al par (µ, (ωn)), si S(Λ, X) es racional de interpolación con orden de
exactitud rn = 2n− 1, n ∈ N.

Al igual que en el caso clásico, 2n − 1 es el máximo valor posible de rn. Es
decir, las reglas racionales de tipo Gauss, son cuadraturas de grado máximo de
exactitud.

Proposición 4.1.2 S(Λ, X) es una regla racional de tipo Gauss, relativa al
par (µ, (ωn)), si y solo si {xn,k; k = 1, ..., n; n ∈ N} son los ceros (simples) del
enésimo polinomio ortogonal qn, asociado a la medida dµn = ω−1

n dµ, y

λn,k =

∫ ∞

0

q2
n(x) ωn(xn,k)

(q′n(xn,k)(x− xn,k))
2 ωn(x)

dµ(x) > 0, (4.23)

k = 1, ...n; n ∈ N, donde

qn(x) =
n∏

k=1

(x− xn,k).

Demostración Sea S(Λ, X) una regla racional de tipo Gauss, relativa al par
(µ, (ωn)). De (4.17) deducimos que

∫ ∞

0

Pk(x)

ωn(x)
dµ(x) =

Pk(xn,k)λn,k

ωn(xn,k)
, (4.24)

donde

Pk(x) =
n∏

i=1, i6=k

(x− xn,i)
2.

De (4.24) obtenemos (4.23).
Si 0 ≤ m ≤ n− 1, entonces

∫ ∞

0

qn(x) xm

ωn(x)
dµ(x) =

n∑

k=1

λn,kqn(xn,k) xm
n,k

ωn(xn,k)
= 0,

pues grado qn(x)xm ≤ 2n − 1, y qn(xn,k) = 0, k = 1, ..., n; lo cual significa
que qn es el enésimo polinomio mónico ortogonal relativo a la medida dµn. El
rećıproco lo obtenemos por medio de la división euclideana. En efecto, si grado
pn ≤ 2n− 1, entonces existen polinomios cn y rn tales que grado cn < n, grado
rn < n, y

pn = qn cn + rn. (4.25)
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Luego ∫ ∞

0

pn

ωn
dµ =

∫ ∞

0

qn cn

ωn
dµ +

∫ ∞

0

rn

ωn
dµ.

De (4.25) también tenemos que pn(xn,k) = rn(xn,k), k = 1, ..., n.
De la fórmula de interpolación de Lagrange y la ortogonalidad de qn, deduci-

mos que

∫ ∞

0

pn

ωn
dµ =

n∑

k=1

λn,k rn(xn,k)

ωn(xn,k)
=

n∑

k=1

λn,k pn(xn,k)

ωn(xn,k)
,

lo que termina la demostración. ¥

Esta proposición 4.1.2 que en el caso clásico es bien conocida, ha sido conside-
rada parcialmente en el contenido de los art́ıculos [104], [120]-[151].

Al igual que en el teorema 4, caṕıtulo 4 de [63], es posible probar que si
S(Λ, X) es de interpolación relativa al par (µ, (ωn)) con orden (rn) de exacti-
tud, rn < n, n ∈ N, tenemos que S(Λ, X) es de tipo Gauss si y solo si los nodos
xn,k son los ceros del enésimo polinomio ortogonal asociado a dµn.

Las fórmulas de cuadratura interpolatorias, simples y de orden n, alcanzan
un orden de exactitud mı́nimo rn = n−1, de modo que en general n−1 ≤ rn ≤
2n− 1.

La forma dada a la proposición 4.1.2, algo diferente al teorema 4, caṕıtulo 4
de [63], se justifica por cuanto no hab́ıamos esclarecido previamente qué forma
tienen los coeficientes interpolatorios λn,k.

El siguiente corolario del teorema 4.1.4 está anunciado en [120].

Corolario 4.1.1 Sea α = {αk; k ∈ N} ⊂ U ′, y tal que cada fila

αn = {α1, ..., α2n−1},
es estable por el complejo conjugado (α es simétrica). Sea ([n/n]α) la diagonal
de la tabla de los aproximantes multipuntuales de Padé, asociadas a la función
de tipo Stieltjes

µ̂(z) =

∫ ∞

0
fz dµ, z ∈ U,

y a la tabla α que es infinita y satisface las condiciones (4.19) y (4.22).
Entonces

ĺım
n

[n/n]α(z) = µ̂(z),

uniformemente sobre cada compacto contenido en U .
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Demostración Sea S(Λ, X) la regla racional de tipo Gauss relativa al par
(µ, (ωn)), donde (ωn) está asociada a α según la definición 4.1.7. Entonces
[n/n]α(z) = Sn(fz, Λ, X), z ∈ U (ver [151]). Aqúı tenemos que grado [ωn] ≤
2n − 1, y por tanto se cumple (4.20) (ver las notas después de la prueba del
teorema 4.1.4 en la página 177). Es obvio que la condición (4.21) también se
satisface. Del teorema 4.1.4 tenemos que

ĺım
n

Sn(f, Λ, X) =

∫ ∞

0
f dµ,

para toda f ∈ C+∞. Del teorema 4.1.3 obtenemos la tesis del corolario. ¥

El corolario 4.1.1 extiende el uso de las tablas Newtonianas de interpolación en
teoremas de tipo Stieltjes.

Consideremos por ejemplo a la tabla α = {i/k, −i/k; k ∈ N} donde i es
la unidad imaginaria. Esta tabla tiene evidentemente a z = 0 como punto de
acumulación, y por tanto, su uso no está previsto en el corolario 2 de [151]. Sin
embargo, según el corolario 4.1.1, los aproximantes multipuntuales de Padé,
asociados a α y a µ̂, convergen uniformemente a esta última en U .

Para tablas alejadas de [0, +∞) podemos mejorar las hipótesis del teorema
4.1.4, tal como lo demuestra el siguiente resultado.

Teorema 4.1.5 Sea S(Λ, X) una regla racional de tipo Gauss con I = [0, +∞),
relativa al par (g, (ωn)). Si (ωn) está asociada a la tabla α ⊂ [−∞,−1] y además
se cumplen las siguientes condiciones.

ĺım
n

Sn(1, Λ, X) = g(+∞)− g(0), (4.26)

ĺım
n

2n−1∑

k=1

1
2k
√

cn,k
= ∞, (4.27)

donde

cn,k =

∫ ∞

0

xk

ωn,k+1(x)
dg(x),

y

ωn,k+1(x) =
k+1∏
i=1

(
1− x

αn,i

)
.

Entonces

ĺım
n

Sn(f, Λ, X) =

∫ ∞

0
f dg,

para toda f ∈ R(g).
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Demostración De (4.27) tenemos la convergencia uniforme sobre cada com-
pacto contenido en U , de las fracciones Sn(fz), a la función

∫∞
0 fz dg (ver

[151]). De (4.26) y el teorema 4.1.3 concluimos la demostración. ¥

La condición (4.27) relativa a los momentos generalizados cn,k, fue introducida
por G. López Lagomasino en [151], y puede ser interpretada en el teorema 4.1.5
como una versión mejorada de las hipótesis del teorema 1.1 de [79]. Notemos
sin embargo, que a diferencia de [79], la tesis del teorema 4.1.5 sólo es válida
para f ∈ R(g), y reglas de tipo Gauss racionales. Señalemos además, que el
teorema 4.1.5 mejora al teorema 2 de [120] para este tipo espećıfico de tablas.

4.1.6. Orden de convergencia

El resultado que aqúı mostramos, expresa que la velocidad mı́nima dada por
el estimado (2.52) del caṕıtulo 2 (Proposición 2.3.1), es alcanzada para una
selección adecuada de los aproximantes Sn. Estos son precisamente los de tipo
Gauss racional o Gauss generalizado.

Sean 0 < a < 1, 1 ≤ p ≤ ∞, y α ⊂ T = {z; |z| = 1}, una tabla extremal
y simétrica. Sea µ una medida con Sµ ⊂ [−a, a], tal que la derivada de su
componente absolutamente continua es mayor que cero casi dondequiera.

Teorema 4.1.6 Sea S(Λ, X) la regla racional de tipo Gauss, relativa al par
(µ, (ωn)), donde (ωn) está asociada a α, y sea

En,a(H
p) = sup

‖f‖p≤1

∣∣∣∣
∫ a

−a

f dµ − Sn(f, Λ, X)

∣∣∣∣ .

Entonces

ĺım
n

En,a(H
p)1/n = exp

(
− 2

Ca

)
,

donde Ca es la capacidad del condensador (T, [−a, a]).

Demostración Al igual que en el corolario 4.1.1 y el teorema 4.1.5, usaremos
la relación existente entre cuadraturas racionales del tipo Gauss y los aproxi-
mantes multipuntuales de Padé.

Sea f ∈ Hp. De los teoremas integral de Cauchy y de Fubini obtenemos,

∣∣∣∣
∫ a

−a

f dµ − Sn(f, Λ, X)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
1

2πi

∫

T

f(s) (µ̂(s)− [n/n]α(s)) ds

∣∣∣∣ ≤
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≤ ‖f‖p‖µ̂− [n/n]α‖T , (4.28)

donde [n/n]α(z) = Sn(fz) es igual que en el teorema 4.1.5.
Por otra parte si d > 1,

(d− 1)‖µ̂− [n/n]α‖Td
≤ En,a(H

p), (4.29)

donde Td = {z; |z| = d}.
De (4.28) y el teorema 2 de [104] deducimos que

ĺım sup
n

En,a(H
p)1/n ≤ exp

(
− 2

Ca

)
. (4.30)

Mientras que de (4.29) y el propio teorema 2 de [104] tenemos

exp

(
−2σd

Ca

)
≤ ĺım inf

n
En,a(H

p)1/n, (4.31)

donde σd = inf{h(z); z ∈ Td}, y h(z) es la medida armónica de la región

G = C\{T ∪ [−a, a])}.
Si hacemos tender d hacia uno, de la continuidad y la propia definición de h,
tenemos la tesis del teorema uniendo (4.30) y (4.31). ¥
Advirtamos que En,a(H

p) es el error en la clase Hp de un tipo espećıfico de
cuadratura, y no el error óptimo.

Superando algunas dificultades, el teorema 4.1.6 puede extenderse al caso
general estudiado en [121].

Teniendo en cuenta los resultados que hemos mostrado en esta sección para
las fórmulas de cuadratura sobre el intervalo [0, +∞), la teoŕıa de [120] y el
teorema 1.1 del caṕıtulo 3 de [79], parece razonable conjeturar que la conver-
gencia puntual de las reglas de integración deba lograrse cuando existe una
“adecuada proporción”entre la velocidad de crecimiento modular de las fun-
ciones integradas, y la densidad del integrador en una vecindad del infinito. Sin
embargo, clasificar el comportamiento de las funciones en el punto del infinito
no es el único modo de abordar el estudio de las reglas de integración sobre
[0, +∞). Un enfoque simétrico, porque también considera al punto z = 0, ha
sido investigado en los años 90 por Bultheel et al [53, 54, 55, 56], Gustafson
[113], López Lagomasino [157], y Thron [230] entre otros.

En [55] se establece la relación entre fórmulas gaussianas respecto a sistemas
de polinomios de Laurent (L-cuadraturas), y los aproximantes de Padé en dos
puntos, y se prueba la convergencia de las primeras sobre C+∞. En [56], un
trabajo posterior de los autores de [55], se extiende la convergencia de las L-
cuadraturas a clases más amplias de funciones.
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4.2. Caracterización de la convergencia uniforme sobre compactos

En las siguientes páginas es probada la eficacia de los recursos técnicos de la
sección 4.1, al considerar fórmulas de cuadraturas sobre espacios de (clases de)
funciones anaĺıticas en el disco unidad. El principal objetivo de esta sección es el
estudio de la relación existente entre la convergencia uniforme sobre compactos
|z| > 1, de sucesiones de funciones anaĺıticas, y la convergencia débil en un
espacio dual que contiene a las cuadraturas clásicas.

El lector encontrará en esta parte una muestra de cómo actúan los teoremas
fuertes del análisis funcional y la variable compleja en la teoŕıa de la aproxi-
mación.

4.2.1. Preliminares

Sea H un espacio vectorial topológico cuyos puntos son funciones anaĺıticas
en un conjunto abierto del plano o la recta. Una técnica muy utilizada consiste
en reducir la comprobación de la convergencia uniforme sobre compactos de
una sucesión de funciones (Fn), Fn ∈ H, n ∈ N, a la demostración de la conver-
gencia débil de ciertos funcionales (Sn) que han sido asociados a (Fn) de una
manera plausible. Ejemplos importantes lo constituyen funciones racionales o
polinomios Fn sujetos a condiciones de extremalidad, siendo Sn integrales de
probabilidad concentradas en los polos de los primeros o en los ceros de los
segundos.

Supongamos adicionalmente que fz ∈ H, fz(x) = 1/(z − x), z ∈ C̄ \[a, b],
x ∈ [a, b]. Nos preguntamos ahora acerca de la relación existente entre la con-
vergencia uniforme sobre cada compacto de C̄ \[a, b], de la sucesión Fn(z) =
Sn(fz), y la convergencia débil de (Sn) respecto al dual topológico de H. Con la
técnica usada en la demostración de los teoremas 4.1.1 y 4.1.3, es posible hallar
el v́ınculo entre ambos tipos de convergencia en una amplia gama de casos. La
diferencia con la sección 4.1 es que ahora tratamos con funciones que además
de ser anaĺıticas en (a, b), en general no son continuas sobre el cerrado [a, b].

Necesitamos que el espacio H sea un espacio de Banach o un espacio vecto-
rial topológico barrilado,(9 para poder utilizar el principio de acotación uniforme
según el esquema técnico seguido en la sección 4.1.

En algunos textos, como es el caso de [215], sólo se menciona o se estudia
la convergencia puntual de las funciones anaĺıticas (Fn). Observemos que si la
familia (Fn) es normal, para obtener convergencia uniforme sobre los compactos
basta con garantizar la convergencia puntual sobre una parte A, estrictamente

9En algunos páıses de habla hispana reciben el nombre de tonelados.
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incluida en D = ∩ dom Fn, de modo que ésta tenga algún punto de acumulación
en D.(10 En esta parte utilizaremos el esquema técnico utilizado en la sección
4.1 y en [123, 127], basado en teoremas fuertes del análisis funcional y la va-
riable compleja. Recursos técnicos como los empleados en la demostración del
teorema 3 de [120] tienen muy pocas perspectivas de ser aplicados en desarrollos
ulteriores.

En la primera parte consideramos al espacio normado H = Hp y probamos un
resultado con el que caracterizamos a la convergencia puntual de los métodos de
integración del siguiente tipo, que ya mencionamos en el caṕıtulo 1 al enunciar
el teorema de Andersson.

Sn(f) =
k∑

i=1

mi∑
j=1

aijf
(j−1)(zi).

Estos aproximantes lineales Sn aparecen frecuentemente en la literatura. Ver por
ejemplo los siguientes trabajos [28, 29, 35, 111, 121, 145, 149, 150, 174, 233].

El problema inverso al anterior consiste en caracterizar a la convergencia
uniforme de sucesiones cualesquiera de funciones racionales que se anulan en el
infinito y tienen sus polos en |z| < 1, en términos de la convergencia puntual
de ciertos métodos de integración definidos sobre un cierto espacio vectorial
topológico H. El teorema 4.2.2 expresa que si H = Hp, 1 ≤ p < ∞, no es
posible obtener un resultado inverso.

Mostrar cómo se resuelve el anterior problema inverso es el principal ob-
jetivo de esta sección. De hecho nos planteamos la solución de un problema
más amplio: la caracterización de la convergencia fuerte en un espacio de fun-
ciones anaĺıticas, en términos de la convergencia débil en cierto espacio lineal
asociado.(11

Esta sección trata de completar algunos aspectos teóricos considerados en la
anterior sección 4.1, y termina con una breve discusión acerca del orden de con-
vergencia a cero del error de fórmulas generales de cuadratura sobre los espacios
Hp, y su relación con la mejor aproximación racional y uniforme a integrales de
tipo Cauchy, con el objetivo de ilustrar el uso de estas técnicas y resultados.

Notación En toda esta parte asumiremos que:

1. D = {z; |z| < 1},
2. D0 = {z; |z| ≤ 1},
3. T = {z; |z| = 1},

10Sobre este resultado pueden consultarse [2] o cualquiera de sus ediciones en español o inglés.
11Consultar [126].
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4. UD = C\D0,

5. U ′
D = UD + {∞},

6. H0 es el conjunto de las funciones anaĺıticas en U ′
D, que se anulan en el

infinito,

7. H(A) es el conjunto de las funciones anaĺıticas sobre A, A ⊂ C+ {∞},
8. (p, q) es un par de números conjugados, es decir, 1 ≤ p, q ≤ ∞, y

1

q
+

1

p
= 1.

4.2.2. Fórmulas de cuadraturas en Hp

Definición 4.2.1 Sea R0 el conjunto de las funciones racionales con ceros en
el infinito y polos en D. Si R ∈ R0 y g ∈ Lq(T ), la siguiente expresión es una
fórmula de cuadratura en el espacio Hp.

Lg(f) =
1

2πi

∫

T

f(s)g(s)ds = Sn(f) + En(f), f ∈ Hp, (4.32)

donde

Sn(f) =

∫

T

f(s)Rn(s)ds,

En(f) es el resto o error, y n es el orden de la fracción Rn.

El término “cuadratura”ha sido generalmente utilizado en la literatura para
hacer referencia a aquellos métodos de la integración numérica que permiten
calcular aproximadamente la integral de funciones de una sola variable. Es por
ello que el método (Sn) de la definición 4.2.1 debemos interpretarlo como un
aproximante de cuadraturas en sentido amplio. No obstante, esta definición
también contiene a la situación clásica unidimensional.

Es conocido que los elementos del dual del espacio Hp, 1 ≤ p < ∞, se
caracterizan por la representación(12 (4.32) .

Si µ es una medida finita y positiva en D (posiblemente concentrada en
(−1, 1)) de tipo Carleson, entonces

Lµ(f) =
1

2πi

∫

D

fdµ,

es un funcional lineal y continuo en Hp, 1 ≤ p < ∞.
En particular dµ = dx es de tipo Carleson.
De este comentario se desprende que (4.32) incluye a las llamadas fórmulas

de cubatura. Para verlo basta considerar a dµ = 1S dxdy, donde S ⊂ D, es una
región cuya frontera tiene medida Lebesgue cero.

12Ver el caṕıtulo 8 de [72] o el teorema 1.1.12 de la sección 1.1.6.
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Definición 4.2.2 Sea g ∈ Lq(T ).La transformada de Cauchy-Stieltjes de g, es
por definición la nueva función

ĝ(z) =
1

2πi

∫

T

g(s)fz(s)ds, z ∈ UD.

Proposición 4.2.1 Si g ∈ Lq(T ), entonces ĝ ∈ H0 y

ĝ(n)(z) =
n!

2πi

∫

T

g(s)

(s− z)n+1ds, n ∈ N, z ∈ UD.

Demostración La función paramétrica h(s, z) = g(s)(s − z)−1, cumple las
hipótesis que permiten aplicar el teorema de Lebesgue de la convergencia domi-
nada, lo que justifica que el signo de derivación permuta con el de integral.
¥

Proposición 4.2.2 Sea R ∈ R0. La descomposición de R en suma de frac-
ciones simples podemos escribirla en la siguiente forma

R(z) =
k∑

i=1

mi−1∑
j=0

aijj!

(z − zi)j+1 ,

donde |zi| < 1, i = 1, ..., k; mi es la multiplicidad del polo zi, y n =
∑k

i=1 mi es
el orden de R.

Además, si f ∈ H1 entonces

Sn(f) =
1

2πi

∫

T

f(s)R(s)ds =
k∑

i=1

mi−1∑
j=0

aijf
(j)(zi). (4.33)

Además, Sn es un funcional lineal y continuo en el espacio Hp, 1 ≤ p < ∞,
cuya norma es ‖Sn‖ = ‖Rn(e

iθ)eiθ‖q, 1/p + 1/q = 1.

Demostración La primera parte relativa a la forma de la descomposición en
suma de fracciones simples de una función racional R ∈ R0, es evidente.

Si f ∈ H1, f puede ser representada como la integral de Cauchy de sus
valores en la frontera T , y

f (j)(z) =
j!

2πi

∫

T

f(s)

(s− z)j+1ds,

para |z| < 1, lo que junto a la linealidad de la integral prueba la igualdad (4.33).
La última afirmación es consecuencia de [72], caṕıtulo 7, página 112. ¥
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Teorema 4.2.1 Sean (Rn) ⊂ R0, g ∈ Lq(T ), q > 1. Si L y S son como en
(4.32) y (4.33) respectivamente, entonces

ĺım
n

Sn(f) = L(f), (4.34)

para toda f ∈ Hp, si y sólo si

ĺım
n

Rn(z) = ĝ(z), (4.35)

uniformemente sobre cada conjunto cerrado de U ′
D, y

sup
n
‖Sn‖ = C0 < ∞. (4.36)

Demostración Del teorema de Banach-Steinhauss tenemos que (4.34) impli-
ca (4.36).

De (4.34) también concluimos la convergencia puntual ĺımn Rn(z) = ĝ(z), z ∈
U ′

D, ya que fz ∈ Hp, z ∈ UD, y Sn(fz) = Rn(z).
Para obtener (4.35), basta ahora probar que la familia (Rn) es normal en

UD. Sea K un compacto de UD. Entonces

1

|s− z| ≤
1

d(K, T )
; z ∈ K, s ∈ T.

Luego, si z ∈ K

|Rn(z)| ≤ 1

2π

∫

T

|Rn(s)fz(s)| |ds| ≤ ‖Sn‖
d(K, T )

≤ C0

d(K, T )
.

El principio del máximo para funciones anaĺıticas prueba que la convergencia
es uniforme sobre cada conjunto cerrado contenido en U ′

D.
Probemos ahora que (4.35) y (4.36) implican a (4.34).
Sea A una parte infinita y acotada del plano, tal que la clausura de A está con-

tenida en UD. Entonces la familia F (A) = {fz, z ∈ A}, tiene envoltura lineal
densa en Hp.

En efecto, según el teorema de Hahn-Banach, basta demostrar que el único
funcional continuo sobre Hp que se anula sobre F (A), es el funcional nulo.(13

Sea F ∈ (Hp)′. Existe g ∈ Hp tal que para toda f ∈ Hp ( [72], teorema 7.3)

F (f) =
1

2π

∫ 2π

0
f(eit)g(eit)dt. (4.37)

Si para toda z ∈ A tenemos que

F (fz) =
∞∑

n=0

[
1

2π

∫ 2π

0
eintg(eit)dt

]
1

zn+1 = 0,

13Se refiere a una consecuencia del teorema de extensión continua de funcionales continuos.
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entonces los coeficientes de Fourier de g son nulos para n = 0,−1,−2, ..., por
tanto g, y correspondientemente el funcional F , son idénticamente iguales a
cero (ver el teorema 3.4 de [72]).

De (4.35) tenemos que Sn(fz) converge a L(fz) para todo z ∈ UD. En parti-
cular para todo z ∈ A. El teorema de Banach(14 y la condición (4.36) terminan
de probar (4.34). ¥
Si p = ∞ se cumple que (4.34) implica a (4.35) y (4.36).

La condición (4.36) del teorema 4.2.1 se explica mejor con el siguiente resul-
tado.

Teorema 4.2.2 Cualquiera sea p, 1 ≤ p < ∞, existe (Rn) ⊂ R0, uniforme-
mente convergente sobre cada compacto contenido en UD, y tal que los fun-
cionales

Sn(f) =

∫

T

f(s)Rn(s)ds, n ∈ N, f ∈ Hp,

divergen para toda f de un cierto conjunto Gδ denso en Hp, y convergen pun-
tualmente sobre H∞, a un funcional no acotado en la norma de Hp.

Demostración Sea f0 ∈ Hp\H∞, y sea (zk) ⊂ D tal que

ĺım
k
|f0(zk)| = ∞,

∑

k≥1

1√
|f0(zk)|

< ∞,

∑

k≥1

(1− |zk|) < ∞,

0 < a ≤ |zk| < 1, k ∈ N.

Definamos

Sn(f) =
n∑

k=1

sk f(zk)√
|f0(zk)|

,

donde sk = exp(−arg f0(zk)).
Es simple comprobar que Sn(f) converge para toda f ∈ H∞. En particular

converge para f = fz, z ∈ UD. Un razonamiento similar al de la demostración
del teorema 4.2.1, prueba que

Rn(z) = Sn(fz) =
n∑

k=1

sk√
|f0(zk)| (z − zk)

,

14Si Ln : X → Y cumple ĺımn Ln(x) = L(x) para x en una parte de X con envoltura lineal densa, y
supn ‖Ln‖ < ∞, entonces Ln converge puntualmente a L en X.
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converge uniformemente sobre cada compacto contenido en UD. Sin embargo

Sn(f0) =
n∑

k=1

√
|f0(zk)| → ∞.

Del principio de acotación uniforme, tenemos que Sn(f) diverge para f en un
conjunto Gδ denso en Hp.

El funcional

L(f) =
∞∑

k=1

skf(zk)√
|f0(zk)|

,

es continuo en (H∞, ‖ · ‖p). En cambio, si consideramos al espacio de las fun-
ciones de H∞ con la norma ‖f‖p de Hp, entonces L es no acotado. Para pro-
barlo supongamos que L es continuo sobre el espacio (H∞, ‖ · ‖p). Según los
teoremas de Hahn-Banach y 7.3 de [72], existe g ∈ Hq tal que

L(f) =
1

2π

∫ 2π

0
f(eit)g(eit)dt, f ∈ H∞.

Sea Φ el funcional lineal y continuo sobre Hp definido por

Φ(f) =
1

2π

∫ 2π

0
B(eit)f(eit)g(eit)dt,

donde f ∈ Hp, y B es el producto de Blaschke asociado a la sucesión (zn).
Como Φ es continuo y Φ(f) = L(Bf) = 0 para toda f ∈ H∞, tenemos que

Φ ≡ 0, ya que H∞ es denso en Hp. Lo que indica que Bg ∈ Hq
0 (funciones

de Hq que se anulan en cero). Como B−1 es holomorfo en una vecindad del
cero, concluimos que g ≡ 0, lo que constituye una contradicción pues L no es
idénticamente cero. ¥

El teorema 4.2.2 muestra que es imposible caracterizar a la convergencia de
sucesiones de R0, en términos de la convergencia puntual de las correspon-
dientes cuadraturas sobre el espacio Hp, 1 ≤ p < ∞.

De la teoŕıa de interpolación en los espacios Hp, es también posible obtener
ejemplos como los que ofrece el teorema 4.2.2.(15

La función L(fz), donde L es el funcional construido en el teorema 4.2.2,
pertenece al espacio H0 y no es de la forma ĝ, con g ∈ Lq(T ).

15Ver los ejercicios 1 y 2 del caṕıtulo 9 de [72].
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4.2.3. Conexión entre las convergencias fuerte y débil

Sea B el conjunto definido por

B =

{∑

z∈A

a(z)fz; A ∈ M, (a(z))z∈A ∈ l1

}
,

donde M es la familia de todos los subconjuntos acotados y numerables del
plano complejo, cuya clausura está contenida en UD.

Los valores de las series

g(s) =
∑

z∈A

a(z)fz(s) y
∑

z∈A

|a(z)|, (4.38)

no dependen del ordenamiento que demos a los elementos de A.
Otra forma de representar a la función g de (4.38) es mediante una integral

de Lebesgue. Es decir

g(s) =

∫

A

fz(s)dµ(z),

donde µ es la medida compleja regular sobre A definida por µ({z}) = a(z). Las
series con la expresión de g(s) en (4.38) reciben el nombre de series de Borel.
En [98] son brevemente tratadas en conexión con los problemas de prolongación
anaĺıtica.

La convergencia absoluta y uniforme sobre D0 de la serie g(s) de (4.38),
prueba que B ⊂ H(D0).

Para A ∈ M y s ∈ D0 definamos

Fs((a(z))z∈A) =
∑

z∈A

a(z)fz(s).

Es obvio que Fs representa un funcional lineal y continuo sobre l1.
Sea NA = ∩{

F−1
s {0}; s ∈ D

}
. Es conocido que l1/NA con la norma

‖a + NA‖ = inf {‖a + y‖1, y ∈ NA} ,

donde a ∈ l1 y ‖ · ‖1 denota a la norma de l1, es un espacio de Banach con dual
(NA)⊥ (ver [72], pag. 10).

Sea CA el cociente por NA del subespacio vectorial de aquellas funciones de
B referidas al elemento A ∈ M fijo. Este espacio con la norma

‖
∑

z∈A

a(z)fz‖A := ‖(a(z))z∈A + NA‖,

es isométricamente isomorfo a l1/NA.
Sea (B, I) el ĺımite inductivo del sistema {(CA, ‖ · ‖A); A ∈ M}, con respecto
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a las funciones IA : CA → B, donde IA(g) = g, g ∈ CA, A ∈ M.(16

Es bien conocido que este espacio vectorial topológico resultante (B, I), es
barrilado (ver [206]).

Definamos ahora al espacio vectorial F(M) de todas las funciones complejas
h, definidas en U ′

D, tales que (h(z))A ∈ (NA)⊥, para cada A ∈ M, con la
topoloǵıa de la M-convergencia.

El siguiente lema caracteriza al espacio dual de (B, I).

Lema 4.2.1 El espacio dual de (B, I), provisto de la topoloǵıa de la W -conver-
gencia, donde W es la familia de las uniones finitas de conjuntos acotados en
algún CA, A ∈ M, es isomorfo al espacio F(M), y este isomorfismo está expre-
sado en la siguiente forma. Si L ∈ (B, I)′, entonces existe una única h ∈ F(M),
tal que para cada g ∈ B, cuya representación está dada por

g =
∑

z∈A

a(z)fz,

tenemos que
L(g) =

∑

z∈A

a(z)h(z).

Demostración Si A ⊂ A1, con A, A1 ∈ M, entonces NA es isomorfo a un
subespacio de NA1

que, para simplificar, también denotaremos por el śımbolo
NA. Por tanto N⊥

A1
⊂ N⊥

A, y podemos escribir CA ⊂ CA1
.

La anterior inclusión tiene el sentido de la inyección natural i(A,A1) de
CA en CA1

, cuya definición precisaremos a continuación. Para (a(z))z∈A ∈ l1

definamos (a1(z))z∈A1
como a1(z) = a(z) si z ∈ A, y cero en los demás casos.

Entonces se cumple la siguiente inclusión entre clases de equivalencia.

KA =
∑

z∈A

a(z)fz + NA ⊂
∑

z∈A1

a1(z)fz + NA1
= KA1

.

Es decir, la definición de la inyección canónica es i(A,A1)(KA) = KA1
.

Sea L ∈ (B, I)′. Entonces

L/[CA1
] ↔ h1 ∈ N⊥

A1
,

L/[CA2
] ↔ h2 ∈ N⊥

A2
,

L/[CA1∪A2
] ↔ h3 ∈ N⊥

A1∪A2
⊂ N⊥

A1
∩N⊥

A2
,

siendo A1, A2 ∈ M y A1 ∩ A2 6= ∅.
Concluimos de las relaciones anteriores que h3/A1 ≡ h1 y h3/A2 ≡ h2. Es

16Con el objetivo de simplificar, en lo sucesivo B y (B, I) denotarán indistintamente al ĺımite inductivo de los
espacios cociente CA. Los conceptos de ĺımite inductivo y proyectivo pueden verse en [206].
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decir, h1/A1 ∩ A2 ≡ h2/A1 ∩ A2.
Hemos demostrado que si L ∈ B′, existe una única h ∈ F(M) tal que para

toda A ∈ M, h/A representa a L/CA.
Sea ahora H la función

H : F(M) → (B, I)′,

definida por

H(h)

(∑

z∈A

a(z)fz

)
=

∑

z∈A

a(z)h(z).

Esta función H está bien definida puesto que H(h) ◦ IA ∈ C′A, A ∈ M.
Ya demostramos que H es biyectiva. También es simple comprobar que H es

lineal.
Por otra parte, el espacio (B, I)′ es el ĺımite proyectivo de los espacios C′A y

las transpuestas I ′A de los homomorfismos IA (ver [206]). De modo tal que H

es continuo si y solo si I ′A ◦H es continua para cada A ∈ M, y esto último es
cierto pues

‖H(h) ◦ IA‖ = sup
z∈A

|h(z)| = pA(h), (4.39)

para cada h ∈ F(M).
Sea fA la función

fA : F(M) → F(M)/p−1
A (0),

donde F(M)/p−1
A (0) representa al cociente de F(M) por el subespacio p−1

A (0).
Como la topoloǵıa de F(M) está generada por las seminormas pA, A ∈ M,
basta probar que H−1 ◦ fA es continua para todo A ∈ M, para tener que H−1 es
continua, lo cual se deduce del siguiente diagrama conmutativo.

H−1 ◦ fA

(B, T )′ −→ F(M)/p−1
A (0)

I ′A ↓ ↑ φA

C ′
A −→ N⊥

A

ψA

donde φA y ψA son los correspondientes isomorfismos canónicos.(17 ¥

Lema 4.2.2 H0 ⊂ F(M).

17Decimos canónicos porque sus respectivas definiciones no dependen de una base del espacio.
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Demostración Para cada A ∈ M sea SA el menor subespacio cerrado de l∞

que contiene a las sucesiones (fz(s))z∈A, s ∈ D.
Es simple comprobar que SA ∈ (NA)⊥.
Consideremos al espacio E de todas las funciones anaĺıticas en D, con la

topoloǵıa de la convergencia uniforme sobre cada compacto de D. Sea F el
espacio de las funciones g ∈ E tales que g(0) = 0.

Para s, t ∈ D pongamos

gs(t) =
t

st− 1
.

El conjunto G = {gs, s ∈ D} tiene envoltura lineal densa en F . En efecto, sea
L ∈ F ′ tal que

L(gs) = 0, s ∈ D. (4.40)

Del teorema de Hahn-Banach y de [163], p. 596, existe una sucesión (σn) con

ĺım sup
n

σ1/n
n = σ < 1,

tal que para cada g ∈ F

L(g) =
∞∑

n=1

σn g(n)(0)

n!
. (4.41)

De (4.40) y (4.41) obtenemos

∞∑
n=1

σn sn−1 = 0, s ∈ D.

Por consiguiente σn = 0, n ≥ 1, y por tanto L ≡ 0.
Sea ahora f ∈ H0 y definamos la siguiente función g ∈ F

g(t) =





f
(
t−1

)
si t 6= 0

0 si t = 0

De acuerdo con lo anterior, existe una sucesión de combinaciones lineales
finitas de funciones en G, que denotaremos por (pn), tal que

ĺım
n

(sup {|pn(z)− g(z)|, z ∈ K}) = 0,

para cada compacto K ⊂ D. Por consiguiente, si A ∈ M la función f satisface

ĺım
n

(
sup

{∣∣f(z)− pn

(
z−1)∣∣ , z ∈ A

})
= 0.

Concluimos que
(f(z))z∈A ∈ SA ⊂ (NA)⊥,
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porque gs

(
z−1

)
= fz(s). El lema está demostrado. ¥

Conocemos en algunos casos que NA es el espacio trivial. Por ejemplo, cuando
el conjunto de los puntos de acumulación de A es finito. Sin embargo, aún
ignoramos qué ocurre en general.

Teorema 4.2.3 Sean f, fn ∈ N, funciones de H0. Existen L, Ln; n ∈ N, fun-
cionales lineales y continuos sobre B, tales que

f(z) = L(fz), fn(z) = Ln(fz), n ∈ N, z ∈ UD, (4.42)

ĺım
n

fn(z) = f(z), (4.43)

uniformemente sobre cada conjunto cerrado de U ′
D, si y solo si

ĺım
n

Ln(g) = L(g), (4.44)

para cada g ∈ B.

Demostración Definamos a los siguientes funcionales.

L

(∑

z∈A

a(z) fz

)
=

∑

z∈A

a(z)f(z), (4.45)

Ln

(∑

z∈A

a(z) fz

)
=

∑

z∈A

a(z)fn(z), n ∈ N, A ∈ M. (4.46)

La condición (4.42) es obviamente cierta, y los lemas 4.2.1 y 4.2.2 demuestran
que los funcionales (4.45) y (4.46) son lineales y continuos.

La igualdad (4.39) nos prueba que

‖(Ln − L) ◦ IA‖ = sup {|fn(z)− f(z)|; z ∈ A} ,

de lo cual concluimos inmediatamente que (4.43) implica a (4.44).
Observamos que (4.44) expresa que la sucesión (fn) converge puntualmente

a f . Pero (4.44) es también suficiente para que (fn) sea una familia normal en
UD, porque si K es un compacto de UD, y A ∈ M es tal que A = K, entonces
por el teorema de Banach-Steinhauss existe K(A) > 0 tal que

|fn(z)| = |Ln ◦ IA(fz)| ≤ K(A)‖fz‖A ≤ K(A),

n ∈ N, z ∈ A. Por la continuidad de cada fn, tenemos que

|fn(z)| ≤ K(A),
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es válido para cada z ∈ K.
La convergencia puntual y la condición de normalidad de la sucesión (fn),

prueban la convergencia sigma compacta de (fn) a f . Esto último el principio
del máximo para funciones anaĺıticas implican la convergencia uniforme de (fn)
sobre cada conjunto cerrado de U ′

D. El teorema está demostrado. ¥

Observemos que el lema 4.2.1 muestra verdaderamente que Ln → L uniforme-
mente sobre cada conjunto acotado en algún espacio CA, si y solo si fn → f

uniformemente sobre cada A ∈ M. El teorema 4.2.3 expresa que cuando cada
fn ∈ H0, la primera condición equivale a la convergencia puntual, y la segunda
equivale a que fn → f uniformemente sobre cada conjunto cerrado de U ′

D.

4.2.4. Caracterización de la convergencia en |z| > 1

El lema 4.2.2 permite afirmar que R0 ⊂ F(M), y por tanto, si R ∈ R0, el
funcional S asociado pertenece a (B, I)′, y se representa de forma única según
la expresión dada en (4.33).

En lo que queda de este eṕıgrafe tendremos en cuenta que de acuerdo con
la propia definición R ∈ R0 es anaĺıtica en la región |z| > ρ > 0, para cierto
número ρ, 0 < ρ < 1.

Corolario 4.2.1 Sea (Rn) una sucesión de funciones racionales de la clase
R0. Una condición necesaria y suficiente para que la sucesión (Rn) converja
uniformemente sobre cada conjunto cerrado contenido en U ′

D, es que el ĺımite(18

ĺım
n

∫

T

g(s)Rn(s)ds,

exista para cada g ∈ B.

Demostración Comencemos demostrando la necesidad. Supongamos que

f(z) = ĺım
n

Rn(z), z ∈ U ′
D.

Está claro que f ∈ H0. Sea ahora L ∈ (B, I)′ tal que f(z) = L(fz) (lema
4.2.1). Existe una sucesión Ln ∈ B′ tal que Ln(fz) = Rn(z), n ∈ N, |z| > 1. La
expresión

Ln(g) =

∫

T

g(s)Rn(s)ds, g ∈ B,

es válida y es la única posible para representar a cada Ln. La conclusión la
tenemos del teorema 4.2.3.

18La integral se toma respecto a uno cualquiera de los representantes de la clase de equivalencia g.
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Para probar la suficiencia tengamos en cuenta que el ĺımite débil en B′ es
cerrado. De manera que si L es el ĺımite de los funcionales asociados a (Rn),
el propio teorema 4.2.3 afirma que (Rn) converge uniformemente sobre cada
conjunto cerrado contenido en U ′

D, a la función L(fz). ¥

El tipo de representación que utilicemos para los funcionales L, Ln ∈ B′ permite
variar algo la técnica de demostración como ocurre con el corolario 4.2.1 respecto
a los rersultados anteriores. Dejamos al lector la demostración de la siguiente
caracterización, usando los teoremas de Fubini e integral de Cauchy.

Proposición 4.2.3 Sea b una medida compleja de variación finita sobre los
borelianos de D0 (disco unidad cerrado), con transformada de Cauchy b̂, y sea
(Rn) ⊂ R0.

Para que

ĺım
n

Rn(z) = b̂(z) :=

∫

D0

fz db,

uniformemente sobre cada conjunto cerrado de U ′
D, es necesario y suficiente que

ĺım
n

∫

T

g(s)Rn(s)ds =

∫

D0

g(s)db(s),

para cada g ∈ H(D0).

Podemos probar que para todo A ∈ M, las clausuras de CA y P [z] (polinomios
en la variable compleja z) son iguales en C(D0).

4.2.5. Cuadraturas óptimas y aproximación racional

Definición 4.2.3 Sea Sn un aproximante de cuadratura de la forma (4.33), con
orden menor o igual a n, y sea 1 ≤ p ≤ ∞. Para L ∈ (Hp)′ definimos el error
de Sn en la clase Hp por

En(H
p, L, Sn) =

En(H
p) := sup {|(Sn − L)(f)|; f ∈ Hp, ‖f‖p ≤ 1} = ‖Sn − L‖.

El error óptimo asociado a L está definido por

En,p(L) := inf {En(H
p); Sn} ,

donde Sn recorre el conjunto de todas las cuadraturas de orden ≤ n.
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Proposición 4.2.4 Sea C ⊂ U ′
D, C cerrado, y sea L ∈ (Hp)′, 1 ≤ p ≤ ∞.

Entonces para cada n se cumple que

d(C,D) Rn(L(fz), C) ≤ En,p(L), (4.47)

donde d(C, D) es la distancia entre C y D, y Rn(f, I) es la mejor aproximación
racional y uniforme de orden n, de la función f sobre I.

Demostración Dado que ‖d(C, D)fz‖p ≤ 1, z ∈ C, obtenemos para cada regla
Sn de orden ≤ n, y z ∈ C

|L(fz)− Sn(fz)| = d(C,D)−1‖L (d(C,D)fz))− Sn (d(C, D)fz)) ‖C ≤
≤ ‖L− Sn‖ d(C, D)−1,

luego
‖L(fz)−Rn(z)‖C ≤ ‖L− Sn‖ d(C, D)−1, (4.48)

donde Rn(z) = Sn(fz).
De (4.48) deducimos que

d(C, D) Rn(L(fz)), C) ≤ ‖L− Sn‖,
para todo aproximante Sn de orden ≤ n, y por tanto se cumple (4.47). ¥

La desigualdad (4.47) podemos obtenerla para 1 ≤ p < ∞, de

d(C,D)‖Sn − L‖A ≤ ‖Sn − L‖Hp, (4.49)

donde ‖ · ‖A y ‖ · ‖Hp denotan aqúı a las normas en los espacios duales de CA

y Hp respectivamente y A ∈ M es tal que la clausura de A es igual a C (C es
infinito y compacto).

La desigualdad (4.49) es consecuencia de

d(C, D) ‖g‖p ≤ ‖g‖A

y de ser CA denso en Hp, 1 ≤ p < ∞ (ver demostración del teorema 4.2.1).
Si C es finito, la desigualdad (4.47) es obviamente válida a partir de un cierto

rango.
La desigualdad (4.48) es más general que (4.26).
Sea

L(f) =

∫ 1

−1
f(x) dx,

con f ∈ Hp, 1 < p ≤ ∞. De [7, 243] deducimos que para todo compacto
K ⊂ UD,

Rn (L(fz), K) = o (En,p(L)) ,
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ya que
Rn (L(fz), K) = O(exp(−nc)), (4.50)

con c > 0 (ver [243]), y

En,p(L) = O
(
exp(−k

√
n)

)
, (4.51)

k > 0, ver [7]). Ambos estimados (4.50) y (4.51) son exactos.
Sea ahora

La(f) =

∫ a

−a

f(x) dµ(x),

donde la componente absolutamente continua de µ es mayor que cero casi don-
dequiera, y 0 < a < 1. De [103], el teorema 4.1.6 de la sección 4.1 y la proposi-
ción 4.2.4 deducimos que Rn (La(fz), [b, c]) , b < c < −1, o 1 < b < c, y En,p(La),
tienen ambos un orden geométrico de convergencia a cero. Más precisamente,
se cumplen las siguientes desigualdades

exp

(
− 2

C1

)
= ĺım

n
Rn (La(fz), [b, c]) ≤

≤ ĺım inf
n

En,p(La)
1/n ≤ ĺım sup

n
En,p(La)

1/n ≤

≤ ĺım
n

En,p(H
p)1/n = exp

(
− 2

Ca

)
,

donde C1 y Ca son respectivamente las capacidades de los condensadores planos
([b, c], [−a, a]) y (T, [−a, a]), y En,p(H

p) es tal como la definimos en 4.2.3, el error
en la clase Hp, asociado a cuadraturas racionales de tipo Gauss.

Proposición 4.2.5 Sea µ una medida finita y positiva, con soporte Sµ ⊂ Da :=
{z; |z| ≤ a}, 0 < a < 1. Si Rn(µ̂, T )∞ es la mejor aproximación sobre T , de la
función µ̂(z) =

∫
fz dµ, por medio de funciones racionales de orden menor que

n, con ceros en el infinito y polos en D, entonces para cada n ∈ N se cumple la
desigualdad

En,p(L) ≤ Rn(µ̂, T )∞,

donde

L(f) =

∫
f dµ.

Demostración Los teoremas integral de Cauchy y de Fubini prueban que

|(L− Sn)(f)| ≤ ‖f‖p‖µ̂−Rn‖T , (4.52)

donde f ∈ Hp, Sn es un aproximante del tipo (4.33) de orden menor que n, con
nodos en Da, y Rn(z) = Sn(fz).
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Tomando supremos cuando ‖f‖p ≤ 1, y después ı́nfimos en ambos miembros
de (4.52), cuando Sn recorre la clase de los aproximantes de tipo (4.33) y de
orden n, obtenemos la tesis. ¥

Sea g(z, a), a ∈ T la función de Green de la región C\T con polo en z = a.
Definamos la sucesión (dn) por

dn = sup
(z1,...,zn); zk∈Da

mı́n
z∈Da

1

n

n∑

k=1

g(z, zk),

donde Da = {z; |z| ≤ a}, 0 < a < 1.
Es conocido que existen puntos bn,1, bn,2, ..., bn,n, elementos de Da tales que(19

dn = mı́n
z∈Da

1

n

n∑

k=1

g(z, bn,k).

El teorema 2 de [40] afirma que existe el

ĺım
n

dn = d. (4.53)

Tiene lugar el siguiente resultado.

Corolario 4.2.2 Con las mismas hipótesis de la proposición 4.2.5, tenemos
que

ĺım sup
n

En,p(L)1/n ≤ e−d,

donde d > 0 es la constante dada por (4.53).

Demostración El teorema 3 de [40] afirma que para cada n ∈ N existe una
función racional rn, de orden ≤ n y polos en Da, tal que

ĺım sup
n

‖f − rn‖1/n
T ≤ e−d.

Sean 0 < d1 < d y n0 tal que si n > n0 entonces

‖f − rn‖ ≤ exp(−nd1). (4.54)

Sea Sn la regla de integración de tipo (4.33) y con nodos en Da tal que

rn(z) = rn(∞) + Sn(fz).

De (4.54) y el principio del máximo deducimos que

|rn(∞)| ≤ exp(−nd1).
19Ver teorema 1 de [40].
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Por tanto
|f(z)− Sn(fz)| ≤ 2 exp(−nd1),

para toda z ∈ T . De la proposición 4.2.5 tenemos que

En,p(L) ≤ 2 exp(−nd1).

Luego
ĺım sup

n
En,p(L)

1
n ≤ exp(−d1).

Como d1 < d es cualquiera, tenemos la tesis del corolario. ¥
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Appl. Math., 62 (1995), 353-358.

[4] Ambroladze A. y H. Wallin, Convergences rates of Padé and Padé-type approximants,
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por medio de fracciones racionales, Mat. Sb., 84(126) (1971), 476-494. (en ruso)

[52] Bultheel A. y L. Wuytack, Stability of numerical methods for computing Padé ap-
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de Zaragoza, Colloquium on Rational Approximation and Orthogonal Polynomials,
University of Zaragoza, (1988) 1-29.

[106] Gonchar A. A. y E. A. Rakhmanov, Equilibrium distributions and degree of rational
approximation of analytic functions, Mat. Sb., 134 (176) (1987); [traducido al inglés
en: Math. USSR Sb., 62, (2) (1989), 305-348.]
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[153] López Lagomasino G., On the moment problem and the convergence of Padé approx-
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[154] López Lagomasino G., On the asymptotics of the ratio of orthogonal polynomials and
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Moscú, 1970).

[164] Melnik K.N. y Melnik R.V.N., Optimal-by-order quadrature formulae for fast oscilla-
tory functions with inaccurately given a priori information, J. Comput. Appl. Math.
110 (1999), 45-72.

[165] McCabe J., Continued fractions associated with two-point Padé approximations, Ap-
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[229] Szüsz P. y P. Turán, On the Constructive Theory of functions, III. MTA Osztály
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