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Introduccion

Una sucesién de polinomios ortogonales p,(x) (n =0,1,2,---) en la recta real, orto-
normal con respecto a una medida probabilidad v, satisface una relacion de recurren-

cla a tres términos

Py (2;77) = Qp1Pns1(2577) + bupr (T3 77) + @npn_1(x;7), (®)

con las condiciones iniciales

p-1(z;7) =0 y po(z;v) =1.

Los coeficientes de la relacion recurrencia vienen dados por

by, = /mpi(:ﬁ; 7)dy € R.

Reciprocamente, un sistema de polinomios que satisfacen la relacién de recurrencia
(®) con apyy >0y b, €R (n=0,1,2,---) es siempre un sistema de polinomios
ortonormales con respecto a una medida de probabilidad v soportada en la recta real.
Este ultimo resultado fue obtenido por Favard en 1935 [Fav35], pero se conocié antes
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v Introduccion

apareciendo en los textos de Stone [Sto32, Theorem 10.27, pp. 545-546 |, Perron
[Per77, §36, Satz 4.6/4.7] y Wintner [Win29, §§32,87], quien atribuyé el caso en el
que la medida asociada sea de soporte finito a Heine [Hei78, §108].

La importancia del teorema de Favard es que polinomios ortonormales y polinomios
satisfaciendo una relacién de recurrencia a tres términos significan lo mismo. Asi,
propiedades como las de los ceros (reales y simples) puede ser estudiadas desde dos
puntos de vista: por una parte desde la ortogonalidad, y por otra usando la relacién
de recurrencia.

Recientemente (a finales de la década de los ochenta), el estudio de un tipo de
ortogonalidad mas amplio que cuando la medida asociada es positiva, ha atraido la
atencion: productos escalares de tipo Sobolev discreto. Los polinomios ortogonales
con respecto a un producto escalar de tipo Sobolev discreto, no satisfacen una relacion
de recurrencia a tres términos, sino una relacion de tipo mas general que involucra un
nimero impar de términos mayor que tres. El reciproco no es cierto: no toda sucesion
de polinomios satisfaciendo una relacién de este tipo es de tipo Sobolev discreto. En
[DV95], se expresan los polinomios que satisfacen la relacién de recurrencia a (2p+1)-
términos, a partir de polinomios matriciales ortogonales cuyos coeficientes matriciales
son de orden p X p, y en este sentido, se puede estudiar los polinomios ortogonales
de tipo Sobolev discreto, en términos de polinomios ortogonales con respecto a una
medida matricial con una masa matricial en el punto del origen (ver también [SV9I6]).

Los polinomios matriciales ortogonales han sido estudiados desde los anos cin-
cuenta: Krein consideré con detalle el teorema de Favard para los polinomios matri-

ciales ortonormales [Kre70] (véase algunos trabajos recientes de Aptekarev y Nikishin
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[AN84], Geronimo [Ger82| y, Durdn y Lépez-Rodriguez [DL96]). También obtuvo
algunos resultados sobre el problema de los momentos matriciales desde el punto de
vista de la teorfa de los operadores [Kre70]. Recientemente, y durante los 80, los
polinomios matriciales ortogonales han sido conectados con la teoria de ”scattering”
por Geronimo [Ger82]. Algunos resultados algebraicos y otros sobre los ceros han
sido encontrados por Zhani [Zha83]. Maés recientemente, los ceros y la férmula de
cuadratura de los polinomios matriciales ortogonales han sido estudiados por Sinap-
Van Assche [SV94], y resultados sobre los ceros, féormula de cuadratura, asintética
de los polinomios matriciales ortogonales han sido encontrados por Duran-Lépez-
Rodriguez [Dur99, Dur96, DL.96].

La teoria de los polinomios matriciales ortogonales en la recta real como en la
circunferencia unidad aparece como herramienta natural en varios problemas de fisica-
matematica [AN84], dlgebra lineal [YK78], la teorfa de los circuitos y de los sistemas
[DGKT8], la teoria espectral de operadores [GLR82] y otros varios (véase [SV96] para
las aplicaciones).

Esta memoria estd estructurada en cinco capitulos que describiremos brevemente a
continuacion. En el Capitulo 1, preliminares, se introducen las notaciones necesarias y
algunos resultados de interés para el estudio de la teoria de los polinomios matriciales
ortonormales que se propone, el marco espectral en el que se desarrolla, diferentes
propiedades y resultados clasicos de los polinomios matriciales ortonormales en la
recta real y en la circunferencia unidad.

En el Capitulo 2, dedicado a la asintética relativa de los polinomios matriciales

ortonormales en la recta real, con la hipdtesis adicional de la convergencia de los
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parametros matriciales de la relacion de recurrencia, estudiamos, en primer lugar,
el comportamiento asintético del cociente {A, (3)A,!(a)} cuando las medidas ma-
triciales asociadas a las familias de polinomios ortonormales {P,(z,.) = A,(.)z" +
términos de menor grado} estén relacionadas por df3(u) = da(u) + % Mid(u — cx),
k=1

donde M) es una matriz definida positiva, ¢ es la medida matricial de Dirac y ¢
se encuentra fuera del soporte de la medida do (k = 1,---,N). En segundo lu-
gar, deducimos el comportamiento asintético de {P,(z, 3) P, !(x,a)} bajo las mismas
hipotesis. Por ultimo, y cuando las medidas matriciales asociadas estan relacionadas
por df(u) = da(u)+d(u—c), donde ¢ se encuentra fuera del soporte de da, deducimos
el comportamiento asintético del producto {P,(z, 3) P! (x,a)}.

El Capitulo 3 esta dedicado al estudio de la clase matricial de Nevai bajo una per-
turbacion espectral. Deducimos en primer lugar una relacion entre la matriz truncada
de Jacobi por bloques y su perturbacion, cuando, a la medida matricial espectral aso-
ciada, se le anade una masa matricial de Dirac. En segundo lugar, encontramos una
forma explicita de los coeficientes matriciales perturbados, y finalmente, deducimos
el comportamiento asintotico de dichos coeficientes matriciales.

En el Capitulo 4, centrado en la asintética relativa de polinomios ortonormales
en la circunferencia unidad, estudiamos la asintética relativa de dos familias de poli-
nomios matriciales ortonormales con respecto a dos medidas matriciales en la circun-
ferencia unidad, tal que la diferencia es la medida matricial atémica soportada en el
conjunto {w} que se encuentra fuera del disco unidad. Asi, asumiendo que ambas
medidas matriciales pertenecen a la clase de Szeg0, se deduce la asintética relativa ex-

terior (véase Teorema 4.7). Comienza este capitulo con el estudio del comportamiento
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asintotico del cociente de los polinomios ortonormales a izquierda y de los polinomios
ortonormales a derecha. A continuacion, se analiza una relacién entre ambas familias
de polinomios, y finalmente, se deduce la expresion de la asintotica relativa exterior
tanto del cociente de los coeficientes principales, como del cociente y del producto de
los polinomios matriciales ortonormales bajo la condicién de Szegd.

Finaliza esta memoria con el Capitulo 5, en el que se presenta la conexién entre
parametros matriciales de la relacion de recurrencia en intervalo real finito y circunfer-
encia unidad, donde se obtiene una expresién explicita de los coeficientes matriciales
de la relacion de recurrencia en términos de los pardametros matriciales de reflexién.
Comienza el capitulo con la definiciéon de la medida matricial inducida y soportada
en la circunferencia unidad a partir de la medida matricial soportada en [—1,1]. A
continuacion, encontramos el resultado principal: Partiendo de una sucesiéon de poli-
nomios matriciales ortonormales con respecto a una medida soportada en [—1,1],
deducimos los parametros matriciales de reflexiéon de la sucesién de polinomios ma-
triciales ortonormales con respecto a una medida matricial inducida y soportada en
la circunferencia unidad. También obtenemos un resultado reciproco.

Por ultimo, deducimos la asintética del cociente de polinomios matriciales ortonor-
males con respecto a medidas matriciales con una parte singular, y cuyo parte abso-
lutamente continua pertenece a la clase de Erdos.

Cada uno de los capitulos de la Memoria se estructura en secciones, donde la
primera de ellas es siempre una introduccién, que describe el contenido del capitulo
e incluye las referencias correspondientes.

La numeracién de cada resultado o expresion estd de acuerdo con la seccién del
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texto donde se encuentra. Asi, el Lema 2.8 indica el octavo lema del segundo capitulo,

y la férmula (5.2.3) indica la tercera expresién de la seccién 2 del quinto capitulo.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Introduccion

En este capitulo, se introducen los elementos necesarios para el desarrollo de la memo-
ria.

Estos elementos abarcan desde las notaciones que estimamos adecuadas y seran
uniformes a lo largo de este trabajo, hasta la introduccién de varios resultados y
propiedades algebraicas y analiticas de los polinomios matriciales ortonormales en la
recta real o en la circunferencia unidad.

Como textos clasicos en el tema de los polinomios ortogonales asociados a productos
escalares estandar, podemos citar [Fre71], [Chi78|, [Nev79] y [Sze75] que ofrecen una
vision global y bastante completa.

Los conceptos que aparecen en este capitulo se han desarrollado posteriormente en
[Ros64], [SV94, SVI6, Zha83] y [Ger81, DGKTS].

En la seccién 1.2 introducimos la definicién de la medida matricial, y la de espacio
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prehilbertiano de funciones con valores matriciales asociado a un producto escalar
matricial. En la seccién 1.3 resumiremos las propiedades habituales de la sucesion de
polinomios matriciales ortonormales de primer y segundo tipo: relacién de recurren-
cia a tres términos; féormulas de Green, Liouville-Ostrogadski, y Christoffel-Darboux;
y propiedad reproductora de los nicleos. Finalmente en la seccion 1.4, estudiaremos
los polinomios matriciales ortonormales en la circunferencia unidad con el mismo
planteamiento que en [DGKT78]: construir explicitamente una sucesién de polinomios
matriciales ortonormales a partir de los coeficientes matriciales de Fourier de la me-
dida matricial o, equivalentemente, de la matriz de Toeplitz, encontrar las relaciones
de recurrencia, la férmula de Christoffel-Darboux en la circunferencia unidad, lo-
calizar los raices y destacar la propiedad reproductora de los niicleos y otros resultados

analiticos relacionados con dichos polinomios.

1.2 Medidas y productos escalares matriciales

En primer lugar daremos algunas definiciones y resultados previos sobre medidas
matriciales e integrabilidad de funciones matriciales.
Sea B una o-algebra de subconjuntos de un espacio €2, decimos que A es una medida

matricial, hermitiana, definida no negativa en (2, B) si

/\1’1 c. /\Lp

)‘p,l >‘p,p

es una funcién definida sobre B, con valores matriciales verificando
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1. Para todo subconjunto medible A de €2,

2. La matriz A(A) = [\, j(A)] es definida no negativa para todo A € B.

3. Para toda colecciéon numerable de elementos disjuntos de B,

)\i,j(U Ap) = Z)\i,j(Ak) hy=1,--,p.
k=1 k=1

Hemos de destacar que si A es una medida matricial definida positiva, entonces los
elementos de la diagonal principal \;; son medidas positivas, y el resto son medidas

complejas satisfaciendo A, ; = Xjﬂ- (i #£ 7).

Definicién 1.1.- Sea v una medida real definida no negativa, y ® = [®;;] una

funcion con valores matriciales.

o Diremos que P es B-medible si cada funcion ®;; es B-medible.

o Ly, esla clase de aquellas ® = [, ;] tales que @, ; es integrable con respecto a

v.
o Para ® € Ly, definimos [, ®dv = [ [, ®; dv].
Dado que, para una matriz hermitiana no negativa M, se verifica

0<M<(TM)I (TM esla traza de M),

entonces cada medida compleja ); ; es absolutamente continua con respecto a la me-

dida real (7)), y las derivadas de Radon-Nikodym % (% son B-medibles re-

specto a d(7A)) quedan definidas, excepto en conjuntos de (7A)-medida nula. Asi,
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llamamos a

Xt [j(i;)] (1.2.1)

la derivada de Radon-Nykodym de A con respecto a (TA) o, también, derivada traza

de X. Se sigue que )\/T es B-medible e integrable respecto a (TA) y
AA) = / X, (w)d(rA)(w), YA € B. (1.2.2)
A

El propésito de [Ros64] es definir la integral [, dA¥* donde ® y ¥ son funciones
matriciales en €2 de forma que el espacio Lg » de funciones ¢ con valores matriciales,
para las que existe fQ PdADP*, sea un espacio de Hilbert. Las dificultades del problema
se muestran en el siguiente ejemplo.

Sean 2 = [0,1], y B la familia de los borelianos. Si definimos el producto escalar

matricial < &, U >,= fQ ®dAP* como suma de las cuatro integrales

d/\l,l d)\l’g @1
Jo @AY = [, (01, D)
d/\271 d)\272 @2
= [, @101dNi 1 + [, P1Wad o
+ /5 DU dNg 1 + Jo DyUsd)y o,

donde ® = [®,®y], W = [V, Uy] € L1, , (i,5 = 1,2), el espacio resultante Ly, es

un espacio no completo. En efecto, tomando la medida A concentrada en {1, %, %, e }
tal que
1 1 1
M{L/ED = 2 ,
1 14+ %

se puede ver que la sucesion {®,}>7 , &, = > U, con Uy

n=1>

0, w# % es de Cauchy pero no tiene limite en Ly ;.
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Consideramos la derivada traza de A\. A partir de (1.2.2), se tiene
0< XT <I cpd. T\,
v V/Ar es B-medible [Ros64].

Definicién 1.2.- Sean &, ¥ dos funciones con valores matriciales de orden m X p
en ). Decimos que (®, V) es integrable con respecto a \ si dX, U+ € Li.x y en esta

situacion definimos la integral de (P, W) con respecto a A por

/(I)d)\\l/* :/cm;qf* d(T)) :/(QD\/):)(\IJ\/):)* d(T)) € C™™,

Observacién 1.1 .-

O € Loy« U\/X: € Ly (1.2.3a)
D, Uely, = ONT* €Ly, (1.2.3b)
Peloyy AcC™™m = AD € Ly, (1.2.3c)

De (1.2.3b) se deduce que, [, ®dA\P* existe para todo ®, ¥ € Ly, y se comporta

como un producto escalar matricial. Por tanto, denotamos por
<O,V >Ad:ef/ O d\ T,
Q

el producto escalar matricial (por extension) para el espacio Lg ).

Consideramos el producto escalar (ordinario) para el espacio Ly ) definido por
def *
< (I),\I/ >(rA) = /T(q)d)\\ll )
Q

A partir de (1.2.3a), se deduce que Lj ) es un espacio prehilbertiano respecto a <

G A
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Teorema 1.3 [Ros64].-

Loy es un espacio de Hilbert respecto al producto escalar < .,. >(ry).

1.3 Polinomios ortogonales matriciales en la recta

real

En el conjunto CP*P consideramos las operaciones habituales
A+ B, AB, aA, VYA BeCP? VacecC.

Con ellas CP*P es un algebra no conmutativa sobre C; ademas posee elemento unidad
I,,. Representamos por PP, el conjunto de los polinomios de grado a lo mds n con

coeficientes en CP*P, es decir
P, = CP*Plx]| = {AO + Az +---+ A", A€ Cpo} .

P = {J P, es un CP*P-médulo con las leyes
n=0

0 VP(). Q) €P (Px) =¥ Aa', Q) =L Bir)
P(z) +Q(x) = Z(AZ + B;)z', r A s =max(r,s)

1=0

y con el convenio de que los coeficientes son nulos cuando aparece un sumando

de grado superior al del polinomio.

O VAeCr?, VP(z)eP
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P es un médulo libre pues {Ip:pk, k=0,1,2,--- } es base de P. Se dice que el poli-
k

nomio Py(x) € P es de grado k si Py(z) = > A;z' con Aj, # 0. Resulta asi que Py,
i=0

es submodulo de P libre y de tipo finito, ya que {[p, L, [z, [pxk} es base de Py.

Consideramos el espacio medible (R, B) donde B es la familia de los borelianos.

Para cada medida matricial « definida sobre (R, B), introducimos la forma bilineal

(P.Q), = /R P(2)da(z)Q(x)" (13.1)
que satisface
(a) (P,Q), =(Q. ),
(b) (2P, Q), = (P,2Q), -
(c) (P, P), es una matriz definida no-negativa. Si det P # 0, es definida positiva.
(d) (P,P),=0siysolosi P =0.

Usando el proceso de ortonormalizacion (generalizado) de Gram-Schmidt para
{I,,xI,,2*1,,- -} obtenemos una sucesién de polinomios ortonormales P,(z;a) con

respecto a la medida matricial «

(Pp(z; ), P25 0)),, = /an(x; a)da(x) P (z;a) = 6pml)p (1.3.2)

donde [, es la matriz identidad de CP*P. La siguiente sucesion de polinomios matri-

ciales

So(t) = Ip,
(1.3.3)

n—1

Sa(t) = "I, — 3 (t"I,, Sk), (Sky Sk)o ' Sk(t) si n > 1,
k=0
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es ortogonal con respecto al producto escalar matricial (.,.),,. En efecto,

¢ suponemos que (5;,S;), =0 para 0 <1i,j <n—1, i # j. Entonces para

0<k<n-1,
<Sn7Sk>a
n—1
= <tn]p, Sk)a — Z <tnIp, Si>a <SZ, Si>;1 <SZ, Sk>a
=0

= (t" Ly, Sk} = (" Iy Sk} (Sks Sk (S Sk o = 0.

¢ Teniendo en cuenta (1.3.3) y el hecho de que el coeficiente principal de S, es la

matriz unidad, se puede probar por induccién que (S, S,),, es inversible.

Asi, una sucesién de polinomios matriciales ortonormales { P, (z;«)} con respecto a

la medida matricial a puede ser definida de la siguiente forma

Po(z;0) = (Sh, Su) 2 Sa()

D=

donde (S, 5,), 2 son los coeficientes principales.

Observacién 1.2 .-
Si{U,} es una sucesion de matrices unitarias, entonces {U, P, (z; )} es también una

sucesion de polinomios matriciales ortonormales respecto a .

Como en el caso escalar (p = 1), los polinomios matriciales ortonormales P, (x; o)
son ortogonales con todo polinomio matricial de grado menor que n, puesto que
{Py(z; ), Pi(z; ), -+, Py(x; ) } es una base de P, y ademads satisfacen la siguiente

relacién de recurrencia a tres términos

2P, (z;0) = Dyir () Py (25 00) + Ey(a) Py(2; o) + D (o) Py (2 ) (1.3.4)
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donde P_y =0, Py =1I,, E,(a) = (xP,,P,), = (Py,xP,), = (zP,, P,). = Ei(«)

(A* es el conjugado de la transpuesta de la matriz A), esto es, F,(a) es una matriz

D=

hermitiana; y Dy+1 = (€ Py, Prt1), = (Sn, Sn) o 2 (Snt1, Sn+1>§.

Notamos que a partir de (1.3.4), la sucesién de polinomios matriciales ortonor-
males {Q,(z;a) = U, P,(z; )} satisface la siguiente relacién de recurrencia a tres
términos

Q0 (;0) = (UnDyss()U241) Qs (5 0)+
(UnBn(@)U2) Qu(; 0)+ (1.3.5)

(U, D () U,

n—1

) Pn,1($; Ck)-
Lema 1.4 .-
Sea {P,(z;a) = A, (a)x™ + B, (a)z" ! + términos de menor grado} una sucesion

de polinomios matriciales que satisface la relacion de recurrencia (1.3.4). Entonces
D,(a) = A, 1(a)A; (),

(1.3.6)

Ey(a) = An(a) [A; (@) Ba(a) — A4 (@) Boni ()] A7 (@)

Demostracién.-
Usando la relacién de recurrencia (1.3.4) y la propiedad de ortogonalidad (1.3.1),
tenemos
Dnyi(a) = (@h(z; ), Pra(5.0)),
:/ [An(a)x”H + - ] do(z) Py (x; «)
—An(@) A7 ()
[ ra@at 4 da(@)Pi (wi)

=Ay(a)A, 14 (a)
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y
By (a) = (@ P, (7; ), Py ),
_ / [An(0)a™ + By(a)a + -] da(z) P2 (; )
A (@)A1 ()%
[ @31 4 Buss(a)a® + -] da(o)Pi(wic)
- A@)411(0) [ [Bua(@)s" + -+ dafo) P (wi)
+ By(@) A= (a) / An(@)2” + -] da(z) P! (2 )
=An(0) [A,(0)Ba(a) — AL () Busa ()] AN (o).
En el caso matricial (p > 1) al igual que en el caso escalar (p = 1), la relacion

de recurrencia (1.3.4) es equivalente a la ortogonalidad (ver [Chi78, Capitulo IV],
[AN84, Dur95]), es decir, que para toda sucesién de polinomios {P,} que satisface
una relacién de tipo (1.3.4), existe una medida (escalar, 6 matricial) con respecto a
la cual, la sucesién de polinomios {P,} es ortonormal.

Destacamos en la siguiente proposicion algunos resultados clasicos de los poli-
nomios ortogonales escalares cuya versién matricial aparece en [Zha83]. Denotamos

por P*(x) &f S An gl st Po(w) = 300 Ayl

Proposicién 1.5.- Sea {P,(x; )} una sucesion de polinomios matriciales ortonor-

males con respecto a la medida matricial o, y sean

Qn(z; Q) d:ef/P”(I; a)_P"(t;a)da(t) (1.3.9)

r—1

los correspondientes polinomios matriciales de sequndo tipo. Entonces se verifica
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(a) 2Qn(x; ) = D1 (@) @nia(7; ) + En(a)Qn(; @) + Drp(@)Qn (2 @)

donde Qo =0, Q, = D;'; obsérvese que grad Q, =n — 1;

(b) By (25 0) Do) Qn(w; o) — By (a; o) Dy () Qns (w; @)

=1+ (w—2) ¥ Pi(r;0)Qu(ws0);

(¢) Qu(w; )Py (2;0) = Polw;0)Q;y (25.0) = D (@),

El polinomio matricial en dos variables

Ko (r,y:0) € ) P (y;0)Py(x:0) (1.3.10)
j=0

recibe el nombre de n+1-ésimo nicleo asociado a la sucesion de polinomios matriciales

ortonormales { P, (z; )} y verifica las siguientes propiedades
Proposicién 1.6 .-
(1) Formula de Christoffel-Darbouz

(= y)Knp1(7,y;0) = Py (y; @) Dnya (@) Py (75 0) =
(1.3.11)

Pri (v O‘)D;Jrl(a)P (5 ).

n n

(2) Férmula confluente

Ko (2, 7;0) = P*+1(95;a)/DZH(O‘)Pn(x;OC)_

n

(1.3.12)
By (w;a) Dyya (@) Poga (75 ).

(8) Propiedad reproductora de los nicleos

((z), Kp(z,y; ), =1(y), VII€P,_. (1.3.13)
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Demostracioén.-
(1) (1.3.4) = (1.3.11).
(2) (1.3.11) = (1.3.12)

(3) Utilizando (1.3.2) y el hecho de que {Fy(x; ), Pi(z;a), -+, Pp(x;)} es una

base de IP,,, se deduce (1.3.13). n

Ahora, si utilizamos (1.3.10) y (1.3.11) haciendo = = y, se obtiene el siguiente coro-

lario.
Corolario 1.7 .-
e La matriz K,(z,z;a) es definida positiva;
e La matriz P (x; ) Dyyi () Poy(x; ) es hermitiana.

Definicién 1.8.- Sea a una medida matricial definida positiva. FEl soporte de «

(sop(«)) viene definido como el soporte de la medida traza

de
sop(«) &) sop(Tar) = sop(an1, o + -+ Q).

Consideramos la matriz de (2p+1)-diagonal, de dimensién infinita, y definida a partir

de los pardmetros de la relacién de recurrencia de tipo (1.3.4)

Eo() Di() 0

J() M bit) B0 Dal) . (1.3.14)

0 D3(.) Eax()
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J se llama matriz de Jacobi por bloques asociada a la sucesién de polinomios matri-
ciales ortonormales {P,(x;.)}. Si el operador J definido sobre el espacio de Hilbert
[? por
J PP
b’7<<an)n) ::(an>nJ
es acotado, entonces la medida matricial asociada a {P,(z;«)} es tnica y su soporte

coincide con el espectro de J. Ademas si
A, (a) def {Tnr, 1<k< np; detP, (2, a)=0}
denota el conjunto de los ceros del polinomio P,(x; «), entonces

sop(a) C m U Ay (a) =T. (1.3.15)

p>onz>p

1.4 Polinomios ortogonales matriciales en la cir-
cunferencia unidad

Consideramos una medida matricial {2 definida positiva sobre la circunferencia unidad
T = {z€C:|z] =1} y con valores matriciales de dimensién p. Una sucesién
de polinomios matriciales ortonormales con respecto a la medida matricial {2, esta

definida por

< 3, (Q), D (Q) >,

1
- / D, (2, Q)dU2) Dy (2, = 0pndp, n,m=0,1,2,---, (1.4.1)
T JT
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<UL (Q), T, (Q) >

1
o U, (2;)"dQY2) VU, (2, Q) = 6pmdp, n,m=0,1,2,---, (1.4.2)
T Jr

donde

n—1
@n('z; Q) = Ln(“Q)Zn + Z An,kzk
£=0 (1.4.3)

n—1

V(22) = Rl @+ T g
I, es la matriz unidad de dimensién p y L, (£2), R, ({2) son los coeficientes principales
de dimensién p. Los polinomios matriciales @,(z;2) v ¥, (z;(2) se llaman respec-
tivamente, polinomios matriciales ortonormales a izquierda y polinomios matriciales
ortonormales a derecha. Notemos que para toda familia {U,,V,,} de matrices uni-
tarias, las familias {U,®,(z; 2)} v {¥.(z; £2)V,,} son también polinomios matriciales
ortonormales a izquierda y a derecha respectivamente, y bajo las siguientes condi-

ciones
L,(2) >0, L,(2)=L,(2)
(1.4.4)
R,(£2) >0, R,(£2)=R,(02)",
las familias de polinomios {®,,(z; 2)} v {¥,(2; £2)} estan univocamente determinadas.
En efecto, sea {5, } una familia de polinomios matriciales ortonormales con respecto
a la medida matricial {2 soportada en la circunferencia unidad T, y cuyos coeficientes

principales vienen denotados por s,. Entonces si ¢, = a,S,, de la condiciéon de

ortonormalizacién se deduce que

I, = ana;, = (a,5x) Sn Sn  (ansn)*

= L,(02) sy sy L,(92),
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es decir,

Lo(2) Lo(92) = 5,750 (1.4.5)

Utilizando el teorema de las raices cuadradas de las matrices hermitianas definidas
positivas, (1.4.5) admite una unica solucién satisfaciendo las condiciones (1.4.4), v,

por tanto, se sigue la unicidad de ®,,.
Definicién 1.9.- Sea ¢, (z) un polinomio matricial de grado n. Denotamos por
Pu(s) & 0, ()" (1.4
el polinomio reciproco asociado a @, (2).
Sean {Cy};2° __ los coeficientes matriciales de Fourier asociados a (2,
c, / 2 d0(z), sel. (1.4.7)
T

Teniendo en cuenta que {2 es una medida matricial hermitiana, entonces C_g = C7,

y la matriz cuadrada de Toeplitz I'x(£2) de orden p(k + 1) asociada es

Cyo Cy C_o -+ (C
w| €1 Co Coq oo Ciy
T (02) & | (1.4.8)
Cy Cicr Cr—a -+ Cp

En [DGKT78]| se propone una versién matricial de la teoria de los polinomios ortogo-
nales en la circunferencia unidad, introducida por Szegé. Otras alternativas de este
desarrollo se encuentran en [Ger81, YK78, SV96]. Podemos destacar el siguiente

teorema [DGK78, Thm. 1].
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Teorema 1.10 .- Dada una matriz de Toeplitz (1.4.8) definida a partir de una sucesion
{Cs}sez de elementos de CP*P que verifica C_y = C¥, existe una unica medida matri-
cial §2 satisfaciendo (1.4.7) si y solo si 'y es una matriz definida positiva para todo

ke N.

Como se ha mencionado anteriormente, los polinomios matriciales ortonormales ®,,(z; §2)
y W,(z; 2) se pueden obtener usando el proceso de ortonormalizacién-generalizado
de Gram-Schmidt (ver pagina 7), pero también de forma explicita (ver[DGK78]) en

términos de la matriz de Toeplitz por bloques:

1
D,(z;02) = z”MnAn(%)*, con M*M, = A,(0)" (1.4.9)
1
U, (2;02) = 2" B, (=)" Ny, con N,N!= B,(0)™", (1.4.10)
Z
donde
(
A (2) = U, ()TN 2)U. 07, Uuz) = [I, 21, 2%, - ,2"L);
B.(z) = Vn(O)F;1<Q)Vn<z)Ta Va(z) = ZnUn(l)v
\
(1.4.11)
y
A, (z) = Apnz" +términos de menor grado
B,(2) = Bun2"+términos de menor grado
estan relacionados mediante
1
An(2) = 2" B (=) Bn(0) A, = An i (2), (1.4.12)
Z
1
Bn(2) — 2" B nAn(0) AL (2) = By (2). (1.4.13)

z
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Sustituyendo (1.4.9)-(1.4.10) en (1.4.12)-(1.4.13), los polinomios matriciales orto-

normales @,,(z; £2) v ¥, (z; £2) satisfacen

D, (2;02) — HoW, (2, 02) = 2(I, — H,H?)20,,_(2: 2) (1.4.14)
U, (2 2) — D2, Q)H, = 20,y (z; 2)(I, — H:H,)?, (1.4.15)

donde
H, = M,A* N, = M,B}, N, (1.4.16a)

se denominan coeficientes de reflexién, y de

I, — H,H: = M, M M ' M7, (1.4.16Db)

se sigue que [, —H,, H? es una matriz definida positiva 6 equivalentemente 0 < H, H} <
I, (comparar con el caso escalar). Otra alternativa para encontrar (1.4.14)-(1.4.15),
es utilizar el desarrollo de la serie de Fourier. En efecto, consideramos el polinomio

matricial definido a partir de (1.4.3)

Wn<2, “Q) - éSn(zv Q))‘;::L/’Ln,(] def

Poi(20) = Ooon & L,.(02)), (1.4.17)

z

si desarrollamos P, _1(z; {2) en la serie de Fourier asociada a los polinomios matriciales

ortonormales a derecha,
n—1
P, 1(z02)= Z Uy (z; 2)Bk, (1.4.18)
k=0
entonces los coeficientes de Fourier vienen dados por

B =< Wi(2:02), 20, (2, 2) >p — < W23 2), 20, (2, 2) >5 A\t o-
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Teniendo en cuenta la propiedad de ortonormalizacién, se tiene

< 2 (2, 02), W, (2;02) >p=0 si k<n—2
< Wi(z;92), 20, (2; 2) >p=

* —x . o
:un—l,n—l Mn,n si k=n— 17

<U(2:02),2P,(22) >p = < W(z;02), 2" D, (2 2)" >
= < 2" W (z;02)%, ®,(2;02) >1,

= 0

para todo k < n. Asi, de (1.4.17) y (1.4.18) se deducen las siguientes relaciones de

recurrencia.

Proposicién 1.11.- Sean &,(z;$2) y ¥, (z; 2) los polinomios (1.4.3) ortonormales

con respecto a la medida matricial 2. Entonces se verifica

(a’) Wn(z7 Q):U’:;,n - an_l(Z; Q)M:fl,nfl + ¢n(27 Q) ;kL,n:un,OM:,n;

~

(b) XNpn@n(z; 2) = 2, D 1(2;92) + A, Aokl n¥n(2; 2).

n—1n—1

Observamos que, de < ¥, (z; Q),@n(z; 2) >p=< @n(z, 2),D,(2;§2) >, se deduce

p LN =k oAty el coeficiente de reflexion se puede introducir mediante

s

Hy = A b0 = Anolin - (1.4.19)

Después de algunos célculos, se tiene

* 1 -
(]p - Han) 2 = /‘Ln,}m Hp—1mn—1
(I, —H.H)2 = A A, (1.4.20)

para todo n € N, por lo que, usando la proposicién 1.11, deducimos (1.4.14)-(1.4.15).

Ahora, si combinamos (1.4.14)-(1.4.15) y teniendo en cuenta la identidad (I,—H,H? )z
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1 . . . .
H, = H,(I, — H;H, )2, obtenemos las siguientes relaciones de recurrencia

(I, — HuH) 2D, (2: 2) = 2Dy (2: 2) + HyW,y_1 (2 2) (1.4.21)

U, (2 Q) (I, — H:H,)% = 2W,_y (2, 2) + D1 (2; d2)H,. (1.4.22)

Notamos que, para cada medida matricial {2, los coeficientes de reflexién {H,,} estédn
determinados de forma tnica, salvo multiplicacién a izquierda y a derecha por ma-
trices unitarias independiente de n. Reciprocamente, a partir de una familia {H,}
de elementos de CP*P tal que I, — H,,H} son matrices definidas positivas para todo
n € N, y de las relaciones de recurrencia (1.4.21)-(1.4.22) inicializadas por ®, y ¥,
satisfaciendo ®;P, = WU, se obtienen las sucesiones de polinomios matriciales orto-
normales {®,} y {¥,} con respecto a una tnica medida matricial 2 (ver [DGKTS,
Thm. 15]). A continuacién, enunciaremos la version matricial de la férmula de
Christoffel-Darboux que aparece en la literatura en varias formas (ver por ejemplo
[YK78]).

Si utilizamos (1.4.21)-(1.4.22) y la identidad (I, — H,H})"'H,, = H, (I, — H:H,)*,

obtenemos

Dp(2 2) Dy (& 2) — E Dy (23 2) B (6 2) =

By (2; £2) (p\k(& 2) — 2¥1(z; 2) @kz—l<5§ 2). (1.4.23)

k

Multiplicando en ambos miembros de (1.4.23) por z~*, sumando para k =0, 1,--- ,n

y teniendo en cuenta (1.4.6), tenemos

§

2T (2 02) U (€ 02) = (1—->Zq5k )D& 2) + 2 qs( Q) &, (€, 02).
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Sustituyendo z por %, se obtiene la férmula de Christoffel-Darboux en la circunferencia

unidad

n

(1= 26) Ky (5,6 2) € (1= 26) Y Bu(2; 2)"Bu(&; 2) (1.4.24)

k=0

= W (25 2) "Wy (& 2) — 26D, (23 02) P (& 2).
De forma analoga, se obtiene la formula dual

(1 26) Hua (2,6 02) = (1 - 26) > W (& 2)W(z; 2)* (1.4.25)

k=0

= B, (& Q)P Q)" = F W (& QW (2 2)".

En primer lugar, vamos a enunciar la propiedad reproductora de los niicleos {IC,,11(z, &; £2) }
Y {Hut1(2,& 2)}.

Proposicion 1.12.-
Consideramos los polinomios matriciales {Kn1(2,&2)} vy {Hnt1(2,&92)} en las
variables z e & dados por (1.4.24) y (1.4.25), entonces se cumple

< I (€), Kni1(2,&02) >, =11,(2); m<n (1.4.26)

< a1 (5,6 2),T10(€) >1 = Thu(2); m <, (1.4.27)
para todo polinomio matricial 11,,,(z) de grado menor ¢ igual que m.

Demostracién.-
Como {Pg(z;2),P1(z;92), -+, Pp(2;£2)} es una base del espacio P, de los poli-
nomios matriciales de grado menor o igual que m, entonces si desarrollamos II,,(§)

en serie de Fourier respecto a dicha base
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obtenemos

<€) K1 (2,6.2) >0 = foTLn(€)dR(EK i (2,65 2)"
— i Ay z [ ®,(€; Q2)dR(E)Dy(E; 2)7 Dy(2 02)

m

= Y Ay (55.2) = T (2).

r=0

Analogamente, si desarrollamos II,,(§) en serie de Fourier respecto a los polinomios

matriciales ortonormales a izquierda

entonces

< Hn—l—l(Z, g; Q), Hm(g) >R - f’]I‘ Hn+1(27 5; Q>*d9(§)nm(§)

— i z (2 2) [ (& 02)*dAE)(E; 2) By,
= Tio r(z; )Bm,r :Hm(z>

Ahora, tomando £ = z en (1.4.24), se tiene
220, (25 Q) D25 2) = (|27 = 1) Kgr (2,25 Q) + T (25 Q)W (2, 2). (1.4.28)

Es claro que el término de la derecha de (1.4.28) es una matriz definida positiva para
todo |z| > 1, y eso implica que {®,(z;2)} es una sucesién de polinomios matriciales
no-singulares cuando z se encuentra fuera del disco unidad D = {z € C : |z] <
1}. Para ver que {®,(z;2)} no posee ceros en T (zp es un cero de @,(z;2) si
det @,,(20; £2) = 0), suponemos que para cada z € T, existe un vector u € CP,u # 0

tal que @,(z; 2)u = 0. En virtud de (1.4.28) se verifica que @\n(z; 2)u =0, y teniendo
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en cuenta (1.4.14) se deduce que @,,_1(z; 2)u = 0. Asi por induccién se obtiene que
Do(z; £2)u = 0 en contradiccién con el hecho de que @y es no-singular. De forma
similar, se puede probar que {¥,(z; {2)} satisface la misma propiedad que enunciamos

en la siguiente proposicién, usando (1.4.25) y (1.4.15).

Proposicién 1.13 .-
Los ceros de los polinomios ortonormales matriciales {P,(z;2)} y {¥,(z; 2)} estin

contenidos en el disco unidad D.

Sea W (0) = %g’) c.p.d. la derivada de Radon-Nikodym de la parte absolutamente

continua de la medida matricial {2 con respecto a la medida escalar de Lebesgue,
{Ak(2)} la sucesién de polinomios matriciales dada por (1.4.11) y || . || la norma
matricial de Frobenius. A continuacién, de acuerdo con la relacién (1.4.9), enunciamos

una condicién necesaria y suficiente para la convergencia de los polinomios {Ax(2)}

(vase [DGKT8]).

Definicién 1.14 Sea G(z) una funcion matricial analitica sobre D = {z € C: |z| <

1}, y de tamano p. Se dice que G(z) pertenece a la clase HY? si

27
sup / | G(r e’e) 15, < oo.
0

0<r<1

Teorema 1.15.- La sucesion {Ag(2)} converge uniformemente en todo subconjunto

compacto de D si y solo si {det Ax(0)} estd acotada superiormente. En este caso,

A(z) = lim A,(2) es una funcion matricial analitica que no posee ceros en D; su
n—oo

inversa A(z)™! pertenece a la clase HY™P.

Demostracién.-

(=) Condicién suficiente: es evidente.
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(<) Condicién necesaria: Tomando £ = z en la relaciéon (1.4.25), se obtiene para

z€Dy0<s <k lasiguiente desigualdad matricial

(-2 2 >z (2 Q)W (2 2)°

<(1=1zf );0 i(2; 2)¥(z; 02)°

-~

< Dp(z; Q)ng(z, Q) = Ap(2) A1 (0) Ag(2)*.
Utilizando la versién matricial del teorema de Montel (cf. [DGKT78, Appendix III})
1
para la sucesion de funciones T (z) = Ax(2)A, ?, existe una funcién 7'(z) analitica

sobre D, y satisfaciendo
(1= 2 2)Y Wi(z; QW2 02)* < T(2)T(2)* (1.4.29)
=0

para todo s € N. Usando la norma matricial Euclidiana | X [|%2= 7(X X*), de

(1.4.29) se deduce

Z (2 2) < A= [ 2 )7 1 T(2) I (1.4.30)

para todo s € N. Usando el criterio de Cauchy para la serie (1.4.30), existe un real
e > 0y un compacto K C D con 0 € K, asi como un entero positivo n tal que para

k > s > n, se tiene
k
D Wz 0) |p<e (1.4.31)
i=s5+41
para z € K. Usando la formula de Christoffel-Darboux (1.4.25) con £ = 0,

k
> Wz QW (0; 2)" = Dy (2 2)D(0; 2)" = Ax(2), (1.4.32)

1=0

y teniendo en cuenta (1.4.31) y la desigualdad de Cauchy, se tiene

14k(2) = As(2) Il < Z 197 (25 )11 Z 17:(0; Q)| < &

1=s+1 1=s+1
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para z € K. Eso significa que la sucesién {Ag(z)} converge uniformemente en K a
una funcién analitica A(z). Ademds, puesto que {det Ax(2)} no tiene ceros en D y

que det A(0) # 0 (cf. [DGKT78, Thm 3]), se sigue que det A(z) no posee ceros en .

En el estudio de la convergencia de los polinomios ortogonales matriciales en la
circunferencia unidad, aparecen las siguientes condiciones necesarias y suficientes

log det W € LY(T) < sup|det 4,(0)] <oo & > ||Hp %< (1.4.33)
keN k=1

cuya equivalencia se deduce de la combinacion de los siguientes teoremas.

Teorema 1.16 .- Sea W (0) la derivada de Radon-Nikodym de la parte absolutamente
continua de £2(6). La sucesion {det Ax(0)} estd acotada superiormente si y solo si el

logaritmo del determinante de W (0) es integrable sobre [0, 2], y en este caso

2

1
lim logdet Ax(0) = —— log det W (0)d6.
k—o0 2m 0

Demostracion.-
(=) Condicién suficiente: Suponemos que logdet W (0) es integrable; entonces se
tiene

2 Jo " log det W(0)d0 + 5 [ log | det Ay (e'”) do

=L fo% log det [Ay(¢"?)* W (0) Ay (e'?)] df.

Aplicando el teorema del valor medio para la funcién armoénica log | det Ax(z) |, la

version matricial de la desigualdad de Jensen y el cardcter creciente de logdet (cf.
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[DGKT78, Apendix I ]), se deduce

1 2
by log det W (0)d# + 2log det Ax(0)
T Jo
1 2m . ”
< log det | — Ag(e'?) W (0)Ag(e'?)db
21 J,
1 2 e »
< log det By Ag(e'”)*dQ0) Ak (e'?) (1.4.34a)
T Jo

El segundo miembro de (1.4.34a) es igual a det Ax(0). Asi, de (1.4.34) se tiene
1
log det Ax(0) < —5- log det W (6)d6.
T

(<) El reciproco se deduce usando el teorema 1.15 y [DGK78, Thm §].

Teorema 1.17 .- La sucesion {det Ax(0)} estd acotada superiormente si y solo si los

coeficientes de reflexion {Hy} satisfacen

D I H |7 < oo (1.4.35)
k=1

Demostracion.-

A partir de (1.4.9) y (1.4.16b), se deduce por induccién que
k
det A, (0) = det Cy | [ det(Z, — H.H). (1.4.36)
s=1

Sea A el valor propio méximo de H H?; a partir de (1.4.36) se deduce

k k
[T =2 < det Gy det A,(0) < JJ(1 =A™ (1.4.37)
s=1 s=1

Asi, la sucesién {det A, (0)} estd acotada siy solo si el producto infinito [T(1 — As)™*

converge, y eso es equivalente a Y Ay < 00, es decir (1.4.35), puesto que \; <|| Hy [|p<

DA
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Capitulo 2

Asintoética relativa de polinomios
ortogonales con respecto a una
medida matricial soportada en la

recta real

2.1 Introduccion

En [Nev79], se ha analizado el comportamiento asintético de una sucesién de poli-
nomios ortogonales respecto a medidas que presentan masas de Dirac en un nimero
finito de puntos de la recta real, de manera que la matriz de Jacobi asociada es una

27
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perturbacion compacta de la matriz tridiagonal infinita

Mas recientemente, se ha establecido en [GH97] una conexién entre la transformacién
de Darboux de la matriz de Jacobi y la existencia de una masa.

En este capitulo, estamos interesados en el estudio de algunos problemas andlogos
para medidas matriciales y sus correspondientes sucesiones de polinomios matriciales
ortogonales. Sea {P,(z;.) = A,(.)2™ + ---} una sucesiéon de polinomios matriciales

ortonormales con respecto a la medida matricial o y [ relacionadas por

dB(u) = do(u) + > Md(u — c), (2.1.1)

donde M, son matrices definidas positivas de dimensién p, J es la medida matricial
de Dirac y ¢x son numeros reales que se encuentran fuera del soporte de o para
k= 1,---,N. En [YMPb] hemos obtenido el comportamiento asintético de los
cocientes A, (8)A,(a)™t v P,(z; 3)P.(z;a)~! cuando los pardmetros matriciales en

la relacién de recurrencia a tres términos (1.3.4) son convergentes

lim D,(o) =D, lim E,(a) =F (2.1.2)

n—oo n—oo

en el caso que D sea no-singular. Deducimos también el comportamiento asintotico del
producto P,(c; 3)P,(c; @)* bajo la misma hipétesis cuando « y 3 estan relacionadas
por df3(u) = da(u) + é(u — ¢) donde ¢ € R se encuentra fuera del soporte de a.

En la seccién 2.2 comenzaremos por enunciar una relacién que conecta ambos poli-
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nomios. A continuacion, bajo la hipdtesis de convergencia de los pardmetros matri-
ciales en la relacién de recurrencia a tres términos, se obtiene la asintética del cociente
de los coeficientes principales cuando las medidas asociadas estan relacionadas por
(2.1.1) con N = 1. Teniendo en cuenta [YMPa, Cor. 4.1], se extiende dicho resultado
para N > 1.

Por 1ltimo, en la seccion 2.3, se deduce, bajo la misma hipdtesis, la asintética relativa
de los polinomios matriciales ortonormales cuando la medida asociada es perturbada
con la suma de la medida de Dirac (véase (2.1.1) con N = 1). De forma similar,
se extiende este resultado para N > 1. Finalmente, se obtiene la asintética del pro-
ducto de una sucesion de polinomios matriciales ortonormales y su perturbacion en

el soporte de la medida de Dirac anadida.

2.2 Asintética del cociente de los coeficientes prin-
cipales

Lema 2.1.- Sean o y 3 dos medidas matriciales, y M una matriz definida positiva
de dimension p tal que df(u) = do(u)+ Mdo(u—c), donde ¢ es nimero real. Entonces

se cumple
Po(z;8) = M, [Piz;0) = VMK, (c,z;0)] (2.2.1)

donde

M, = A (B)A5 (@) (222)

Vo = Pucia) (I, + MK, (c,c;a))"
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Demostracién.-

Usando la propiedad reproductora de los nicleos (1.3.13), tenemos

P.(z;8) = [ Pu(w;f)da(u)K}:,(u,z;a)
= [ Py(w; B)dBu)KE, (u, x5 0) — [ Py(u; B)MEE, ,(u, 7;0)dé(u — c)
= ;} LS Pu(u; 8)dB(u) P} (u; )] Py(w;a) — Palc; B)M K (¢, 25 1)
= [ Pulw; B)dB(u) Py (u; ). Po(x; @) — Pu(c; )M K (¢, w3 )
= Au(B) " Au()* Pa(w; @) — Polc: )M, (¢, 73 ).

Si = c entonces
Po(e; B) {Ip + MK, (e, c;a) } = An(8) " An() Pa(c; ).
Puesto que M y K, 11(c, c; ) son matrices definidas positivas, entonces
I+ MK, i(c,c;0) = (K, 1 (c,c;a) + M)Kpia(c, c; )

es una matriz no-singular, al ser producto de dos matrices definidas positivas.

Asi,
Po(c; B) = An(B8) " An(@)" Pa(c; @) {Ip + MKy (e, c;0)}
Finalmente,
Po(w; 8) = Mo Py (7 0)—
My Po(c;a) {I, + MKy (c,c;0)} " MKZ, | (c, 73 0),
es decir,

P.(z;8) = M, [Po(z;0) = VoMK (c,2;0a)] .
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Antes de empezar con la demostracion del teorema principal de esta seccién, nece-
sitamos enunciar algunos resultados auxiliares. Recordemos que si H es una matriz
definida positiva, entonces existe una tunica raiz cuadrada Hy = H 2 de H dada
como sigue:  Escribiendo H = UDU*, donde D = diag(Ai, Aoy ... An); (Ni)izim
son los valores propios de H (que son positivos), entonces Hy = UDyU*, donde
Dy = diag(+v 1, +vV A2, +V ).

En la siguiente proposicion, destacamos algunos resultados (véase [Dur99]) que uti-

lizaremos posteriormente.

Proposicién 2.2.- Sea {P,(x;«)} una sucesion de polinomios matriciales ortonor-

males que satisface la relacion de recurrencia (1.3.4). Suponemos que se verifica

lim D,(a)=D y lim E,(a)=F,

n—aoo n—-aoo
donde D es una matriz no-singular. Entonces se cumple

dWp g(t)

> 2€C\T, (2.2.3)

lim P, 1(z;0)P; " (z;0)D;, ' () :/

donde Wp g(t) es la matriz de peso de los polinomios matriciales de Chebyshev de
sequndo tipo y T viene dada por (1.3.15). Ademds, la convergencia es uniforme en
todo subconjunto compacto de C\ T.

La funcion matricial de Markov a derecha de (2.2.3) es analitica y tiene la sigu-

iente forma explicita

e 5i D es una matriz definida positiva, entonces

f dWDyE(t) 1
T—t -2

D~Y(zl, — E)D™!

1D} [\/D‘i(E — 2L)D-Y(E — xl,)D~% — 41| D%
(2.2.4)



32 Capitulo 2. Asintética relativa de polinomios en la recta real

cuando x ¢ sop(dWp g) = {x €R; D 2(E —xl,)D"2 tiene al menos un valor

propio en [—2,2]}.

e 5i D es una matriz simétrica, entonces

NI

f dWp E(t) _ %D_l(xlp _ E)D—l — %D_l(E — IIp) .

r—t

[\/Ip —A(E —21,):D(E — xL)"'\D(E — x,)"2 | (E — xI,)2 D~
(2.2.5)

cuando x ¢ sop(dWp ) = {x e R\ [by,by]; (E —xL)2DY(E —xl,)2 tiene

al menos un valor propio en [—2,2]}, y by < by < ... < b, son valores propios

de E.

Lema 2.3.- Sea {P,(z;a)} una sucesion de polinomios matriciales ortonormales
cuyos pardametros matriciales en la relacion de recurrencia (1.3.4) son convergentes.
Existe una constante positiva a > 0 tal que si x,j es un cero de P, (xnr € Ap(a))

entonces | xny |< a, y sop(a) estd contenido en [—a,al.

Demostracién.-

Sea J(«) la matriz de Jacobi por bloques (1.3.14) asociada a {P, (z;«a)} tal que
las sucesiones de parametros matriciales {F;(a)} y {D;(«)} son convergentes. Uti-
lizando la proposicién 3.2, los ceros {z,x, k= 1,---,np} son valores propios de J,
(J,, es la matriz truncada de J de dimensién np). Usando el teorema de Gershgorin
para la localizacion de los valores propios, existe un numero real positivo a tal que

| Tk |< @, y teniendo en cuenta (1.3.15), deducimos que sop(«) C I' C [—a,a .
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Durante toda la memoria, denotamos por I' el maximo intervalo cerrado de la
recta real que estd contenido en todos los intervalos que contienen a sop(«) (clausura
de la envolvente convexa de sop(a)).

Proposicién 2.4.- La funciéon matricial de Markov [ dWZD—j(t) es definida positiva ¢

es definida negativa para cada z € R\ [. Ademds, es diferenciable y su derivada es

la funcion matricial — [ dV(ZL}gS) que es definida negativa cuando z ¢ sop(dWp ).

Demostracién.-

Consideramos los conjuntos

A:{xER:x>c; ‘v’cef}

B:{xER:x<c; Vcef}.

La funcién escalar ﬁ es positiva (resp. negativa) cuando z € A (resp. z € B) y

t € sop(dWp.g) = sop(a) C I. Puesto que dWp g es una medida matricial definida

dWp E
d™Wp. E

positiva, entonces la derivada traza de Wp g (W’D 5= [ }, vease pagina 5) es

definida positiva. Para todo vector u € R?, tenemos
u (f —dwf_’]f(t)> ut = u (f _W]z—’_i(t) dTWD,E) u*
uW, t)u*
= f —( I;if ) )dTWD,E.
Asi, la funcién matricial de Markov es definida positiva (resp. definida negativa)

cuando z € A (resp. z € B).

De forma similar, podemos probar que la derivada de la funcién matricial de Markov

o j‘ dWp g(t)
(2—1)2

es definida negativa cuando z ¢ sop(dWp g).
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Teorema 2.5.- Si {W,}, es una sucesion de funciones holomorfas sobre un abierto
G que converge casi uniformemente hacia W, entonces W es también una funcion

holomorfa sobre G. Ademds, si oo ¢ G entonces
Wi (2) ~» WO(z)
sobre G para todo k =1,2,---.

Demostracién.- ver [SZ71] =
Recordamos que {W,,}, converge casi uniformemente hacia W sobre un abierto GG
(Wi (2) ~ W (z)) si {W,}, converge uniformemente hacia W sobre cada subconjunto

cerrado de G.

Corolario 2.6 .- Bajo las hipotesis de la proposicion 2.2, se cumple

(Pur(z:0) Py () Dy () = (f Mzst0) (2.2.6)

n z—1

sobre cada subconjunto compacto de C\ T', para k =1,2,---.

La convergencia casi uniforme en (2.2.6) significa que cada componente de la matriz
del primer miembro de (2.2.6) converge casi uniformemente hacia su correspondiente
componente de la matriz del segundo miembro de (2.2.6).

Demostracién.-

Puesto que P, 1(z;a)P;(z;a) es una funcién matricial holomorfa sobre C \ T, es
decir que todas sus componentes son funciones escalares holomorfas sobre C\T', y a
partir de la hipétesis, {P,_1(z; )P, (z;a) D, ' (a)} converge uniformemente en todo
subconjunto compacto de C \ I, es decir que todas sus componentes convergen uni-

formemente en todo subconjunto compacto de C\ T, entonces {P,_1(z; )P, (z;a)}
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converge casi uniformemente sobre todo subconjunto compacto de C \ I' puesto que
todo subconjunto cerrado de un compacto es compacto. Aplicando el teorema 2.5, se

tiene

(P (z; a)Pn_l(Z; &)D;l(a))(k) ~ (f dWD,E(t)> (k) ’

z—1

es decir (2.2.6).

Teorema 2.7 .- Sean A, (3) y An(a) los coeficientes principales del polinomio matri-
cial ortonormal {P,(x,.) = A,(.)z™ + términos de menor grado} con respecto a las
medidas matriciales 3 y «, relacionadas por df(u) = da(u) + Mdé(u — ¢), donde

ceR\ r y M es una matriz definida positiva. Suponemos que

lim D,(a)=D, y lim E,(a)=FE,

n—-auoo n—:aoQ

donde D,(«a) y E,(«) son los parametros matriciales en la relacion de recurrencia

(1.3.4) y D es una matriz no-singular. Entonces se cumple

lim [A,(8)An () 7] [Au(B) An(@) '] = (2.2.7)

v (1) (i (1 en) @) (5 e

Para demostrar (2.2.7), necesitamos el siguiente lema.

Lema 2.8.- Sea {P,(x; )} una sucesion de polinomios matriciales ortonormales con
respecto a la medida matricial . Sean {D,(«), E,(«)} los pardametros matriciales

que aparecen en la relacion de recurrencia (1.5.4), y satisfacen

lim D,(a)=D, y lim E,(a)=FE,

n—-auoQo n—:aeoR0
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donde D es una matriz no-singular. Entonces

lim P, '(z;a) =0, (2.2.8)

n—~oQ

para x € R\ T.

Demostracién.-

Notamos que a partir de (1.3.9) y usando el apartado (¢) de la proposicién 1.5, tenemos

Py (x;a) Dy (@) P (a5 )

= P Nw;a). (Qu(z; )Py (z;a) — Py(z:0)Q) 4 (z;0)) P (5 a)

= Pl (a;0)Qn(w;0) — (P (2;0) Qe (w30))"

Pero recordando (1.3.9), se tiene

Puesto que {P, ' (z;a)Q,(z;)} es una sucesién matricial convergente cuando = €

C\ T (ver [Dur96]), entonces

lim P, (z;a)D; ' (a)P*

n—1
n—-0o00

(z;00) = 0. (2.2.9)
Sea (¢(n))nen una sucesion creciente de nimeros naturales tal que existe el limite

L(z;) = lim P’l)(a:; @)

n—oo  #n
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6 esigual a oo (L(z; ) = oo significa que al menos una de sus componentes es 00).

Entonces

Py (w50) Dy (@) P (w5)

PS;(L)(QU; a)D;(z)(a).P;(’;)_l(x; a) Py (@ a) P (2 a) (2.2.10)

= P e)Dogy (e )'(P () (5 0) Py 1@?04))*]3&2)(56;&)

A partir de (2.2.3) obtenemos

lim (P (23 0) Py (530)) = (/ M) T p

n—~aoQ

De (2.2.9) y (2.2.10), se sigue que

0 = lim P( ) (@ @)D} ()P (w5 a)

o0 o(n) p(n)—1

= L(z;a)D™! (f —dWD’E(t)>7* D™ L(z; )"

r—t

= (L(z)DY) (J 2220) 7 (L(;0) D)’

T—t
-1
= (twap (o))
1\ *
% f dWDE ( (z;0)D! (f de_,?(t)) ) '
Puesto que = € R\ 'y sop(dWp ) = sop(a) C T, entonces de la proposicién 2.4, se

dWD E(

=~ es definida positiva 6 definida

deduce que la funcion matricial de Markov f

~1
negativa. As{ L(z;a)D™! (f %) =0, y, en consecuencia,

L(z;a) = 0.

Finalmente, puesto que no existe ninguna subsucesién de {P,!(x; )} que converge

hacia una matriz (6 hacia co) distinta de 0, entonces se tiene (2.2.8).
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Demostracién del teorema 2.7.-

Procederemos en varios pasos

Paso 1.

MM = I—

[Pr(c; @) M Py (s a) + Pr*(e; a) Koy (¢, ¢.0) Py (e )]

n

(2.2.11)

VP> IM g

donde ||.|| ; denota la norma de Frobenius.

Demostracion.-

Si utilizamos el lema 2.1, tenemos

/Pn(x; B)do(x) Py (z; o) =

M, {1,, VM / K- (¢, : 0)da(z) P (x: @)} |

Eso significa que
M,* = My {1, — Vo, MP;(c;a)}, (2.2.12a)

y, por lo tanto,

MM =1, — Pyc;a) (I, + MK, 1(c,c;a)) MPc; a). (2.2.12b)
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Asi pues,
I, — MM *
= P,(c;a) (I, + MK+ (c, ¢ oz))f1 MP!(c; ar)
= [B (o)) (I + MKy (e, 0) ™ [Pr(ea) M~

= [PrY(¢;a) + MK (e, ¢;0) Pyt (c )] [P (e o) M~

n n

=[P *(c;a)M P (c;a) + P, *(c; ) Ky (e, ¢; ) Py (e oz)]_1 .

n

Puesto que M y K,(c,c; ) son matrices definidas positivas, entonces también lo es
I, — M* M %, es decir que M *M* < I,
Sean ||.[[z v ||.l,, respectivamente, la norma de Frobenius y la norma espectral

definidas por

p
2 2
1AIE = > laisl® o 1Al = peac ),

ij=1

donde 417, denota el radio espectral de L (p;, = maxi<;j<, |A;[; A; valor propio de L).

Estas normas matriciales satisfacen

(a) Al = tr(A°A).

(b) Si A es simétrica, entonces ||All, = 4.
Finalmente,

[

2 _ — % — —k
o= tr(MIM) < ppgr e = p || MM, < p,

y, por lo tanto, se cumple (2.2.11). O

Paso 2.

lim P, *(c;a)Kuii(c,c;a) P e a) =
n—oo (2.2.13)

AWp st dWp st AWp ()
(et () o (e
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Demostracion.-

Tomando Y, (c) &of P*(c; ) Kpyi(c,c;) P (e; ), y teniendo en cuenta (1.3.12) asf

CcOo1mo

tenemos

To(e) = P(e;a) [Pi(e; ) Doy (P (s a))

_P;+1(C§ a)D:H-l (Pu(c; 0‘))/} P_I(CZ @)

= Dy (Poi(c; ) Prl(ca)

—P *(¢;a) Pl (c; ) Dy (P(c a))/ P ¢ )

= Dui1 (Para(c;0)) Pt (e )

+P*(c;a)Pryy(c;a) Dy Py(es @) (Pt (e; )

= Dpi1 (Poi(c;a)) Pyl (e )

+P*(c;a)Pi(c;a) D,y Py (¢ a) (P (e a))

n

= Do ((Pasa(c;0)) Py e a) + Poaa(cia) (B (e )')
= Dpp (Pn+1(03 a) P (e 04))/

= Dot [(B@ )P ()]
= —Dup1 (Pn(c§ a)Pn_J:1(0? O‘))_l

X (Py(c;a)Pili(c;) (P a) Py a))

Usando (2.2.3) y (2.2.6), tenemos

lim P, *(c;a)Knii(c,c;a) P (e ) =

W\ " (¢ dWoe®) ([ dWpe®)) "
-(fmesn) (et (Feet) oo
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Asi, para demostrar el teorema 2.7, usamos el lema 2.8 y tenemos

lim P, '(c;a) =0,

L e _ 2 _
1P (e a) M~ Py e o), < 1P e a)lly- (M7,

donde ||.||, denota la norma espectral. En consecuencia deducimos

lim P, *(c;a)M ™ 'P; (c;a) =0, (2.2.14)

n—s00
y se cumple (2.2.7).
]
Para encontrar la asintética del cociente del coeficiente principal A, («) del poli-
nomio matricial ortonormal P,(x;«), y el coeficiente principal A, () del polinomio
matricial ortonormal P,(z; 3), podemos suponer que [A,(8)A,(a)]" es una matriz
triangular inferior con elementos diagonales reales positivos. En efecto, si [A,(3)A 1 (a)]
no fuera una matriz triangular superior con elementos diagonales reales positivos,
recordamos que los polinomios matriciales ortonormales con respecto a la medida

matricial a y [ tienen, respectivamente, la forma {U, P, (z;a)} v {V,P,(z;3)} (U,

y V,, son matrices unitarias). Entonces los coeficientes principales estén relacionados

por
(o) = U, A, (a)
An(ﬁ) = VnAn(ﬁ)'
Por tanto,
DAV = U3 BN )] (2.2.15)
y

(2.2.16)
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Tomando U, = I,, entonces se cumple (2.1.2). A continuacién, consideramos la
sucesion de polinomios matriciales ortonormales {S* P, (z; 3} donde (S,,)nen son ma-
trices unitarias dadas por la factorizacion QR de Francis y Kublanovskaja [HJ91] de
[An(8) A, ()],

[Au(8) A ()] = SuR.

n

donde S,, son matrices unitarias y R, son matrices triangulares superiores. Entonces

tomando S,, = S,,.J,, v R, = Jan, donde

obtenemos [\, (8)A, ' (a)]” matrices triangulares inferiores cuyos elementos diagonales

son reales positivos, puesto que a partir de (2.2.15) se tiene

P‘n(ﬁ))‘;1<aﬂ* = [An(ﬂ)Agl(a)r Sp = én*‘]n'

Teniendo en cuenta (2.2.11), sea n, una sucesién creciente de nimeros enteros posi-

tivos tal que existe

Ale) = lim [4,,( B)A4, ()]

n
v—00 v

A partir de (2.2.7), tenemos

c—t c—t

ry —1
A(e).A*(c) = I, + [ Woe®) {(f dWD—E“)) } [ Wos®) (2.2.17)
La funcién matricial
7y —1
dWp E(t) dWp g (t) dWp g(t)
e {(paege) ] pagn

(2.2.18)
Ip _ f dWD,E(t)‘ {j‘ dWp g(t) }_1 . f dWp E(t)

c—t (c—t)2 c—t
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es definida positiva cuando ¢ € R\ T'. En efecto, a partir de (2.2.17), es suficiente
probar que dicha matriz es no-singular.

Suponemos que existe un vector no nulo x € R? tal que
Ny —1
(Ip + [ e, {(f Aoe) } R “’) =0,

es decir,

-1
(f de;f(t)' {f dv(li,i,gz(t)} f %j(t)) T =z

dWD’E(t)

—— y su derivada son funciones

Puesto que la funcién matricial de Markov [

matriciales no-singulares cuando ¢ € R \ T', entonces

[0 (§ ) = (1 e0) () eg) e (2219

Escribiendo

f dWp E(t) d:ef fD’E(C)

c—t1

awp e\t
(J M) "y =y,

entonces (2.2.19) resulta ser

Fpule)y=—(Fop()’y; y#0. (2.2.20)
A partir de (1.3.4), tenemos
(tl, — En(a))Pa(t; o) = Dyya(a) Poya (8 ) + Dy () Broa (8 @)

y, entonces,

Dy (@) (Pooa(t; ) P (8 ) Dy )
XDy () (Po(t; )Pl (5 ) Dyt ()

+ (En(a) - tIp) (Pn(tS O‘)Pn_-&l(t? O‘)D;-il-l(a)) +1, =0,
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para t € R\ I'. Teniendo en cuenta (2.1.2) y (2.2.3),
D*Fpp(t)DFpe(t) + (E —tl,)Fpe(t) + I, = 0. (2.2.21)

Derivando la expresién (2.2.21) en el punto ¢, obtenemos
D*Fp, () DFp g(c) + D*Fp p(c) DFp, g(c)
~Fpe(c)+ (E = cl,)Fp p(c) =0.
De (2.2.20), la anterior expresion se convierte en
D*Fp, 5(¢)DFp i(c)y — D*Fp p(e)D (Fpu(c)’y
~Fpu(c)y — (B = cl,) (Fpp()’y =0,
es decir,
(D*‘T-JD,E(C)D) Fp.e(c)y

— {D*fD7E(C)DfD7E(C) + (E — CIP)./TD,E(C) + ]p}FDE(C)y = 0,

y, por lo tanto,

(D*}"b’E(c)D> x=0.
Asi, (2.2.18) es una funcién matricial definida positiva cuando ¢ € R\I'. Usando la fac-
torizacion de Cholesky para (2.2.18), el limite A(c) es una matriz finita, sus elementos
diagonales son reales positivos, y, por lo tanto, esta definida de manera univoca. Eso
significa que [A,(3)A;(a)]” no admite subsucesiones convergentes hacia cualquier

matriz distinta de A(¢). En conclusién

lim [A,(B)A," ()] = Ale). (2.2.22)

n—oo

Notamos que también podemos suponer que [A,( B)A-1(a)]" son matrices trian-

gulares superiores cuyos elementos diagonales son reales positivos. En efecto basta
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obtener una sucesién de matrices unitarias (5,), usando la factorizacion QL en lu-
gar de la factorizaciéon QR. Puesto que la matriz del segundo miembro de (2.2.18)
es definida positiva, entonces existe una tinica matriz triangular superior /N\(c), cuyos

elementos diagonales son reales positivos, y tal que

7y —1
RDAC) = 1+ 2, [ ([ 2gl0) | gt

A continuacion, obtenemos una generalizacién del teorema 2.7, considerando la me-
dida matricial
N
dfB(u) = da(u) + Z Mid(u — cy) (2.2.23)
k=1
donde M, son matrices definidas positivas de dimensién p y ¢ € R\ I. Si consider-

amos las medidas matriciales 3,,, n=20,---, N definidas por

dg,(u) = do(u) + i Mo(u—cx), n=1,--- /N —1,
k=1 (2.2.24)

dfy = da, dBy = dp.

De una reiterada aplicacion de los resultados anteriores, obtenemos la asintética de
An(0).

Teorema 2.9 .- Sean A, («) los coeficientes principales de los polinomios matriciales
ortonormales { P, (x; o) = A, (a)x™+términos de menor grado} asociados a o. Suponemos

que los parametros matriciales en (1.5.4) son convergentes

lim D,(a) =D, y lim E,(a) =FE,

n—oo n—oo
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donde D es una matriz no-singular. Entonces existe una sucesion de polinomios ma-
triciales ortonormales { P, (z; 3) = An(B)x™ + términos de menor grado} con respecto

a la medida matricial B definida por (2.2.23) tal que

lim [An(ﬁ)A;1<Oé)}* = Al(Cl).AQ(CQ) ..... AN(CN),

n—oo

donde
Aw(cr) = MHC}O [An (Br) AL (ﬂk—l)rv (2.2.25)

para k=1,..., N.

Demostracion.-
La familia de medidas matriciales definidas por (2.2.24) se puede generalizar de la

siguiente manera
dﬁm—i-l(u) = dﬁm(“) + Mm+15(u - Cm—i—l); m = 07 17 te 7N -1

Puesto que

A (B)A (@) = An(By) AL (Bo)
= A,(Bn)A (By_1)

X An(By 1) -+ AN (By) x An(B1) AT (Bo),

entonces a partir del Corolario 3.6 , si

lim D,(3,,) = Doy, ¥y lim E,(83,,) = Eum); Dgn) no-singular

n—-aoo n—-=aoo
para cada m = 0,1, --- , N — 1, existe una sucesion de polinomios matriciales orto-
normales {P,(z;3,,,,)} con respecto a 3,,,,, tal que los pardmetros matriciales de

la relacién de recurrencia satisfacen

lim Dn(ﬁm—}-l) = A:n-i-l (Cm+1)D(m)A;1>:-1 (Cm+1)

n—:ao0
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lim En(ﬁm-l—l) -

n—a;o

A:;H—l (Cmt1)- {E(m)

- dw, ) (t)
Dy [Ai1 (Cmst) Ay (o) — 1] Dy [ ——on—

Cm41—t

s _ . dWp .5 {t)
- [Aerl (Cm+1>-Am1+1<Cm+1) - Ip} D(m) f #D(m)}

A;:s-l (Cmt1)-

Asi, repetimos aplicacién de (2.2.22) y teniendo en cuenta (2.2.25) obtenemos

lim [A,(B)A," ()] = Ai(c1)Aa(c2). . . .. An(en).

| |
Ejemplo 1:
Tomamos
4 0 10
D — . E=
0 3 01
Tras unos calculos sencillos, se tiene
o
-D eI, - E)D™ ' =
0 81 (—1+c)
2
y
—63—2c+c? 0
D 2(E —cl,)D"Y(E — ¢l,)D"7 — 4l = 10
0 77 —162¢+ 812
A partir de la ecuacién (2.2.4), obtenemos
dWpp(t) 1| w0
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donde

U = % (—1+c— V—63—2c+?)

uy = (=81 (1—¢)—=9V77—162c+81¢?),
sop(dWp.g) = [-7,9]U[5, 5] = [-7,9], y las raices cuadradas estén clegidas de man-
era que [ dwf—_f(t) es una funcién matricial analitica en z € C\[—7,9].

Derivando el segundo miembro de (2.2.26) y calculando su inverso, obtenemos

0

(4 pteeo) g = [ ™
0 ()

donde

zi(c) = —

(=9+4c¢) (T+c)+(—1+c) y/ (—=94c) (T+c)
2

2 (=140 /(=119 ¢) (—749¢)
Ta(c) = —154+c— G — v 5 :

Computando los términos de (2.2.17), obtenemos

donde

ylc) = 35 (—31—20+02—(—1+c) V(=9+¢) (7—1—0))

ya(c) = %(79—1620+8102—9 (=1+¢) /(=114+9¢) (—7+9c)>.

Finalmente, usando la descomposicién de Cholesky, se obtiene

1 z1(c) 0

MI=17

(2.2.27)
0 2(c)
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donde

ale) = yJBl-2et & —(-1+¢) /(950 (T+0)

() = 479 162¢+81¢2 —9 (<1 +¢) /(-11+90) (-7 +90). O

2.3 Asintdética del cociente de los polinomios ma-

triciales ortogonales

Teorema 2.10.- Sea {P,(z;a)} una sucesion de polinomios matriciales ortonor-
males con respecto a la medida matricial o. Suponemos que los pardmetros matri-

ciales en (1.3.4) satisfacen

lim D,(o)=D, lim E,(a)=FE; D no-singular.

n—-aoQo n—~aoQ

Entonces existe una sucesion de polinomios matriciales ortonormales { P, (x, 3)} con

respecto a la medida matricial 3, tal que

lim P, (a; B)P,  (a30) = A(e) " + == {A(0)" — A(e) '}

n

e (2.3.1)

{(romeg)” - (ese) ™)

para todo x € R\ {f U {c}}, donde A(c) viene dada por (2.2.22).

Demostracion.-

Si multiplicamos en (2.2.1) por P, !(x; a), tenemos

P (z; B) P, (s 0) = [I, = VoM K} (¢, x;0) Py (;0) ']
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Pero,
(¢ =) K (e ma) = Pryy (6 a) Dy Pa(w; a) = Pr(c; a) Dy P (75, 0),
de manera que
MK (c,x; Q)P N x; ) =

1

C—X

M [Pyi(e; ) Dy yy = Pr(c;0) Dyga Pasa (25.0) Py (5.0

n n

y, por lo tanto,

P.(z; B)P; (x; @)
= M, {I, =V, = Mx

cC—x

[P*H(C; O‘)D;H — Pr(c; ) Dyyyr Py (5 Oé)Pn_l(Q?; 04)} }

n

= M, {I, - V. MP(c;a)x

[pn_*(c; O‘)P:;—i-l(C; @)D:+1 - Dn+1Pn+1($; O‘)Pn_l(m; Oé)] } .

Teniendo en cuenta (2.2.12b),

MM =1, — V,MP:(c; )

entonces

Po(x; B) Py (5 0) = My {1, — 2= (I, = M P M%) ¥

(2.3.2)
[Pn_*(Q )Py (c;a) Dy g — Doga Py (w5 0) Py (a5 04)] } :

Escribiendo
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En(z;0) = [Dyg1Paga(c; ) PN ()] = [Dpga Poga (s 0) By (350)]

entonces (2.3.2) resulta ser

Po(w; B) P (@3 a)

= M, {I,— L, — M;'"M;*). E,(z;0)}

—x

— Mn+£{j\/l;*—/\/ln}. En(z; ).
A partir de (2.2.3), tenemos

—x —1
lim 2, (w;0) = ([ 2ee) " (] D2e0)

n—oo
Puesto que

lim M, ' = A(c)

n—oo

entonces

lim P, (: B) P, (a50) = A(e) " + 2 {A(0)" — A(e) '}

n—-maoo c—x
{(f dWD,E(t)>7* _ (f dWD,E(t)>1}
c—t z—t )
n
Ahora, vamos a generalizar el teorema 2.10 asumiendo que las medidas matriciales

By « estan relacionadas por (2.2.23).

Teorema 2.11.- Sea {P,(z;a)} una sucesion de polinomios matriciales ortonor-
males con respecto a la medida matricial o. Suponemos que los pardmetros matri-

ciales en (1.3.4) satisfacen
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lim D,(a) =D, lim E,(a)=FE; D no-singular.

n—auoo n—auoo

Entonces existe una sucesion de polinomios matriciales ortonormales { P, (z;[3)} con

respecto a la medida matricial 3, tal que

nli_r)noo P, (z; 3) P (x; ) :kll[N {Ak(ck)*l + Ckix [Ar(cr)* — Ap(cr) ] x

(1 2es) " — ()]}

. 1
para todo x € R\ {FU {cpsk=1,--- ,N}}, con N(cx) dadas por (2.2.25) y ]
k=N

QkIQNXQN,1X"'XQl.

Demostraciéon.-

Se deduce a partir del teorema 2.10 usando una demostracién similar a la del teorema

2.9.

A continuacién, obtenemos en el punto en el que estd concentrada la masa, la
asintotica del producto de los polinomios matriciales ortonormales con respecto a la
medida matricial «;, y de los polinomios matriciales ortonormales con respecto a la
medida matricial 4, satisfaciendo df(u) = da(u) + M&(u —c), con ¢ € R\ T' y donde

M =1,

Teorema 2.12.- Sea {P,(z;a)} una sucesion de polinomios matriciales ortonor-
males con respecto a la medida matricial . Suponemos que los pardmetros matri-

ciales en (1.3.4) satisfacen
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lim D,(«a) =D, lim E,(a)=FE; D es no-singular.

n—-—aoo n—--—oo

Entonces existe una sucesion de polinomios matriciales ortonormales { P,(x; 3)} con

respecto a la medida matricial 3, tal que

lim P,(c;8)P:(c;a) =

Ao {2y { () |y ate),

Para probar el teorema 2.12, necesitamos el siguiente lema.

Lema 2.13.- Sean a y 8 dos medidas satisfaciendo df(u) = da(u) + Md(u—c), con
c € R\T y donde M es una matriz definida positiva. Sean {P,(z;5)} y {Pn(z; )}
los polinomios matriciales ortonormales con respecto a la medida matricial 5 y «,

respectivamente. Entonces

Pu(c; B) Py (c;a) = (233

Mo {P7*(c; )Pyl (e; ) + Pr*(c; ) MKy (¢, ;) Pt (e o)}

n

Demostracién.-

Multiplicando a la derecha por Pf(c; «) en los dos miembros de (2.2.1), obtenemos

Po(c; B) Py (c;a) = Mo {P,(c; ) Py (c; ) —
(2.3.4)

VoMK, 11(c,c;a)Pi(c; )}
Pero

P,(c;a)Pi(c;a) =V, Pi(c; )

VMK, (c,c;a) Pl (c; a),

de manera que
P,(c,B)P:(c; ) = M, ¥

AP (c;a) (I, + MK, 41(c, ¢ )~ Pi(c )},
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es decir, que

Po(c; B)Py(c;a) = M, x

{P*(c;a) Py ;) + P*(c; ) MK 14 (¢, ¢; ) P (¢ a)}_l )

n

Demostracién del Teorema 2.12.-

A partir de (2.3.3) y tomando M = [, tenemos

Po(c; B)P;(c;a) = My,

{P*(c;a) Py ;) + P (c; ) Ky (e, ;) P (e oz)}_1 .

Como en la demostracién de (2.2.14), tenemos

lim P, *(c;a) P, (c;a) = 0,

n—0o0o

y a partir de (2.2.13)

lim P *(c;a)Kpy1(c,c;a) Pyt (c;a) =
- () () (o)
Puesto que

lim M = A(c)

n—o0

entonces

lim P,(c; B) P (c;a) =

n—aQo , _1
A e (M) L e
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Observacion 2.3.- Si consideramos la medida matricial 5 definida por df(u) =
do(u)+Mo(u—c), conc € R\f‘ y donde M es una matriz definida positiva cualquiera,

entonces

1. Py(¢;B)Pi(c;a) = M {P,*(c;a) P, (c; )+

Py*(¢; @) MP(¢;0) Dy (P (c0) Py () )

n

2. Pu(e; B)P,(c;0) = Mo {P7H (c; ) Pt (e o)+
P (o) MP;(e:0) D (P (e 0) P (e0))
En conclusion, deducimos el comportamiento asintotico del producto de los poli-
nomios matriciales ortonormales evaluado en el punto de la masa si se conoce el
comportamiento asintético de P, *(c;a)MP*(c;a) y P, (c;a) M P (c; ) respectiva-

mente.

Ejemplo 2:
Vamos a determinar la asintotica relativa de los polinomios matriciales ortonormales

cuyos parametros matriciales en la relacion de recurrencia convergen hacia

S
=)
[u—
o

Ol

Usando (2.2.26) del ejemplo 1, tenemos

1 alc, ) 0
> _
0 Blex)

(o) = (o

donde

et/ (=9+¢) (T+e)—z—/(—9+a) (T+z)
2

9cty/ (1149 ¢) (=7T+9¢)—9z—/(~11+92) (—=7+9 )

ﬁ(C,ZL’) = 18
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Entonces
’y(C,.Z‘) O
1 Ae,x)
lim P,(z;8)P,  (z;a) = ’ ,
e p(e.x)
0 v(c,x)
donde

v(e,z) = 64— (63—1—20—02—1—(—1—1—0) V(=9+¢) (7+c)> X
(c+\/ (=9+¢) (T+e)—a—/(—9+2) (T+2))

CcC—x

Mew) = B0/-31-2ct@—(-1+0) /(910 (T+0)

ple,z) = =9 (=1+¢) (77+8lc (—1+42x)—8lz)+

V(=11+9¢) (=7+9¢) (7T7+8lc (-1 +z)—8lz)—

(=114+9¢) (=74+9¢) /(=11 +92) (-7 +9z)+

9 (—14c¢)/(-11+9¢) (-7T4+9¢)/(—11+9z) (=7+92)

vic,x) = \3/—% (c— ) x

\/79— 162¢+81c2—9 (=1 +¢) /(—114+9¢) (=7+9¢).

\

Ejemplo 3:

Ahora calculamos la asintotica del producto de los polinomios matriciales ortonor-

males evaluada en el punto de la masa cuando los parametros matriciales en la relacion

de recurrencia convergen hacia

10 11

0 1 11

Computando los términos dados en (2.2.4), se obtiene
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f dWD,E(t) _ 1 a1<C) CLQ(C)
c—t 4

az(c) ai(c)

donde

a(c) = —242c—\/(—4+c)c—vV—A4+

afe) = —2—/(~i+0) c+V-A+2,
sop(dWp.g) = [0,4]U[-2,2] = [-2,4], y las raices cuadradas se eligen de manera que
/ %j(t) es una funcién analitica en z € C\[—2, 4].

Como en el ejemplo 1, obtenemos

uy(c) 0
Ae) =
uz(c) us(c)
donde
4
u(e) = %\/2 (—2+c)c—(=2+¢) /(~d+c)c—cV—A4+
u (C) — 4—4c—(—2+4c) \/(—4+c) ctevV/—4+c2
’ 2 \/2 (—=2+4c¢) c=(=2+4c) 1/ (—4+c) c—cv/—4+c2
us(c) = yf—4—2c+ - EAGECE
_ — 3 (—=4+c) c(—2+c2)
\ +\/( 4+C)C\/ 4+C c X
Asi,

nh_f{loo P.(c; 8)Pi(c;a) = wi(c) wa(c)

ws(c) wy(c)
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donde

4—2(—2+c) c+(—2+c) v/ (—4+c) cte vV —4+c?

wql\C —
) 2\/2(*2+C)C*(*2+C)\/(*4+C)cfc\/T+c2
wylc) = 4(=140)+(=2+0) /(~4+c) e—eV—ire?

2 \/2 (—=2+c) c—(—24c) 1/ (—4+c) c—c vV —4+c?

4ui(c)uz(c)ws(c) = 4 (=1+c)+(—2+4c¢) /(—4+¢c) c—cvV—4+ 2

dud(c)uz(c)wy(c) = 4—12c+2c +4c3 — -

—(=2+¢) /(=4 +c) eV—4+ 2+
+c (14 (—4+c¢) c) vV—4+ 2+

+(=2+c¢)\(=4+c)c(=3+2).




Capitulo 3

Perturbaciones en la clase

matricial de Nevai

3.1 Introduccion

En el estudio de las propiedades analiticas de polinomios ortogonales con respecto
a una medida soportada en la recta real, la existencia de una masa juega un papel
muy importante. En [Nev79] se ha analizado el comportamiento asintético de una
sucesion de polinomios ortogonales con respecto a una perturbacion «; de una medida
« perteneciente a la clase de Nevai, es decir, una medida tal que los pardametros
de la relacion de recurrencia a tres términos que satisface dicha sucesién convergen,
anadiendo una masa concentrada en el punto t € R. Dicho comportamiento asintético
depende de la localizacién de la masa respecto al soporte de la medida inicial a.
Asimismo se ha deducido una expresién explicita de los nuevos parametros de la
relacion de recurrencia a tres términos. Mas recientemente, se ha encontrado una

29
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relacién entre las correspondientes matrices de Jacobi [AAMKO9S].

Por todo ello, estamos interesados en el estudio de algunos problemas analogos
para una medida matricial y su correspondiente sucesion de polinomios matriciales

ortogonales.

En este capitulo estudiaremos la matriz de Jacobi por bloques y el comportamiento
asintotico de sus componentes matriciales cuando la medida matricial espectral aso-

ciada se perturba anadiendo una masa matricial de Dirac.

En la seccion 3.2, deducimos una relacién entre las matrices de Jacobi truncadas

cuando las medidas matriciales asociadas estan relacionadas por

df(u) = da(u) + Mé(u — c) (3.1.1)

donde M es una matriz definida positiva y 0 es la medida de Dirac soportada en el

punto ¢ fuera de cualquier intervalo cerrado que contenga el soporte de .

En la secciéon 3.3, se trata, en primer lugar, de encontrar una forma explicita para
los parametros matriciales de la relacién de recurrencia a tres términos (1.3.4) cuando
la medida matricial asociada esta perturbada como en (3.1.1). Finalmente se deduce

el comportamiento asintético de dichos parametros por dos caminos diferentes.

Finaliza el capitulo con la seccién 3.4 en la que se presentan algunos ejemplos.
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3.2 Perturbacion de la matriz de Jacobi por blo-

ques

Teorema 3.1.- Sea J(.) la matriz de Jacobi por bloques (1.3.14) asociada a los poli-
nomios matriciales ortonormales {P,(x,.)} con respecto a la medida matricial o y
B relacionadas por (3.1.1), y J.(.) la matriz truncada de dimension np. Entonces

Jni1(B) es una perturbacion de rango p de la matriz J,41(«).

Antes de demostrar el teorema 3.1, destacamos el siguiente resultado.

Proposicién 3.2.- Los ceros del polinomio matricial P,(x; ) coinciden con los del
polinomio det(tl,, —J,) (incluso en el orden de multiplicidad), donde I, es la matriz

unidad de dimension np.

Demostracién.-

Multiplicando a derecha en la relacién de recurrencia (1.3.4) por v € RP, se obtiene
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la forma matricial

EO D1 Po(ZL')U

Dy Ey D, Pi(z)v

D: , E, P, 1 (x)v
Py(x)v 0
Pi(z)v 0
=z - P,(x)v
0
P, q(x)v D,

Sea a un cero de P,(z), entonces existe un vector wy € R? \ {0} tal que

P,(a)wy = 0.

Por tanto, de (3.2.1) se obtiene

Py(a)wy
Py (a)wy

Jow = aw; w =

P,_1(a)wy

(3.2.1)
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Reciprocamente, si a es un valor propio de J,, y sea

Vo

U1

v = : e R™\ {0}

Un—1

el correspondiente vector propio donde v; € RP. De la ecuacion

Jov = av
podemos escribir
E()’Uo + D1’U1 = avy
l)TUO + l?yvo -+ l)QUQ = avq
Z)Z_lvan + Ep1Vn = aUp—

Teniendo en cuenta la relacién de recurrencia (1.3.4) y que D,, son matrices no sin-

gulares, se deduce que

(] = Iﬁ(a)vo
vy = Py(a)y
Un—1 = -F%—I(G>UO
0 = Pa)v

Eso significa que vy # 0 (en caso contrario, v seria igual a cero), y, por tanto, P,(a)

es singular, es decir, a es un cero de P,.
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Para ver que el orden de multiplicidad coincide en ambos sentidos, vedse [DLI6,

Lemas 2.1, 2.2].
]
Demostracién del Teorema 3.1.-
Usando el lema 2.1, (1.3.10) y (2.2.12a), tenemos
Pi(a:f) = MuPy(a:0) = 3 {M,V,M) F(c:0) Py(r: )
j=
= M Pu(z;a) — niol {MV, M} P (e a) Py(a; ).
=
Denotamos por W; y V" dos matrices en RP*? definidas mediante
Wi = A(B)A; ()
Vi = =MV MP(c; ).
Entonces
n—1
P,(z; ) = Z V' Pj(x; a) + Wy, Py (w5 ). (3.2.2)
=0
En forma matricial
Py(z; ) We 0 -+ -+ 0 Py(z; )
Pi(x; 3) |5 | : Pi(z; )
Po(w; ) | = V& V& Wy o Py(z;a) |- (3.2.3)
0
P,(x; 5) | S I VAL 1 U P,(x; )
0, equivalentemente,
P.(z;3) = T, .P.(x; @) (3.2.4)

donde P, (z;3), P,(z;a) denotan los vectores que aparecen en (3.2.3), y T,, denota

la matriz triangular por bloques de orden (n + 1)p x (n + 1)p dada en (3.2.3).
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Por otro lado, usando la relacién de recurrencia a tres términos (1.3.4), obtenemos

0
B ) = Jn (OB ) 4 | | Dan(DPaa:d), (325)
0
Iy
0
2P, (x; ) = Jpi1 (@)Pp(z; ) + : Dyi1(a) Py (z; ) (3.2.6)
0
I
donde
Eo(.) Di(.) 0O 0
Di(.) Ei() Daof)
0
Jns1(.) =
0
Dy () Enal(l) Da()
0 .. . 0 D) En()

es la matriz truncada de la matriz de Jacobi por bloques, asociada a las medidas

matriciales § y « respectivamente. Sustituyendo (3.2.4) en (3.2.5), obtenemos

r TpPp(z; ) = Jn1 (8) T P (25 0) + | Dy1(8) Py (w5 B).
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Pero a partir de (3.2.2)

0
Dn+1(5>Pn+1(175 ﬁ)
0
I,
0 0 0
P, (7; )
0 e 0 0 Poi(z; )
Do (B)Vg™ o Dpi(B)VY Dy (B)Waa
0 . 0
0 . 0
Dyir(B)VgH oo D (B)V
0
+ . Dn+1 (ﬂ)Wn-i-an—H (Ia OZ)-
0
I
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Entonces
zT,.P,(z; a)
0
- JnJrl (B)Tn +
0
Dn+1 (ﬁ)%nJrl

+ . D1 (B)Wii1 Py (73 ).

]P)n(fm O‘)

Puesto que la matriz cuadrada T,, es una matriz triangular con bloques, cuyas matri-

ces en la diagonal principal son no-singulares, entonces T, es no-singular (det T,, =

[] det W;). Ademaés

k=0

0 0
il I
0 0
I W,
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entonces
2P (z; a)
0 0
= | T, Jn1(B)Tn + T,
0 0
D1 (B)Vg ™ oo Do (B) Vi
0
x Pu(wia)+ | | Durt(B)Wair Paga (25 )
0
W—l
0 0
= T T (B + | | ;| T,
0 0
Dypr(B)VgH oo Dy (B)VH
X P,(z;a)+
0
+ An(@)A;L(a)PnH(:US ).
0
I
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Teniendo en cuenta (3.2.6), deducimos que

Jn-i—l (Oé)
0 0
=T [T+ | | T;'| T
0 0
Dyr(B)Vg ™! -+ Dpa(B)VH
. : (3.2.7)
0 .- 0
=T;" [Jns1(B) + ' | Ty,
0 - 0
Hy Hr
donde H"(i = 0,--- ,n) se generan del modo siguiente
HW, st Tr=mn
Dn+1 (ﬂ)‘/rnJrl = n
H'W,+ > HMV? si 0<r<n-—1,
i=r+1
esto es,
)
Hy = Dpa(B)VyHwW,!

Hn—l = [Dnﬂ(ﬁ)vnnjf - Hgvnn—l] w,!

n—1

Hn—2 = [Dn+1(ﬁ)vnnj21 - Hg—lvﬁ:; - HgVn”_ﬂ Wn_jz

Hy = |Du(B)V5 = 3 HIVG| W
i=1

\

En conclusion, de (3.2.7) se sigue que, J,+1(5) es una perturbacién de rango p de la

matriz J,.1(a).
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3.3 Asintoética de la perturbacion de los coeficientes

matriciales en la relacion de recurrencia

Definicién 3.3 .- Sean D y E dos matrices de dimension p tales que E es una ma-
triz hermitiana. Diremos que una sucesion de polinomios matriciales ortonormales

{P,(.; )} satisfaciendo la relacion de recurrencia (1.3.4) pertenece a la clase matri-

cial de Nevai M (D, E) si

lim D,(a) =D y lim E,(a)=E. (3.3.1)

n—oo n—oo

Una medida matricial o« pertenece a la clase matricial de Nevai M (D, E), si una
de las sucesiones de polinomios matriciales ortonormales asociadas a dicha medida

pertenece a la clase matricial de Nevai M (D, E).

Consideramos una medida matricial « que pertenece a la clase matricial de Nevai

M (D, E). Entonces demostraremos en el siguiente teorema que la perturbacién [
dB(u) = do(u) + Mé(u—c¢), ce R\T (3.3.2)

donde M es una matriz definida positiva, pertenece a una nueva clase matricial de

Nevai M ([D, E) Por motivo de simplificacién, y a lo largo de esta seccion, denotamos

dﬁff dWD,E(t) _ F

por Fp g(c) = - (¢) la funcién matricial de Markov.

Teorema 3.4 .- Sean o y § dos medidas matriciales relacionadas por (3.3.2). Suponemos
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que

[Puw;a)} € M(D,E).
Entonces existe { P,(x;3)} tal que

{Pu(z:0)} € M(D,E)

donde
D = A*(¢)DA*(c),
E = A(c)EA(c) — ¢ (A (c)A(c) — L)+ (3.3.3)
A*(e)D*F(c)DA(c) — A (e)D* F(c) DA™ (c).
Demostracién.-

Sea {P,(z;a) = Ap(a)z™ + términos de menor grado} una sucesién de polinomios
matriciales ortonormales con respecto a la medida matricial a. A partir de (2.2.22),
existe una sucesion de polinomios matriciales ortonormales { P, (z; 3) = A,(5)z" +

.-+ } tal que A(c) = lim [An(ﬁ)A_l(oz)]*. Entonces

n
n—oo

A1 (B)ALN(B) = (Aua(B) AL (a)

(3.3.4)
X (An-1(@) A1 (@) (Aa(8)A; (@)
teniendo en cuenta que a partir (1.3.4) y (1.3.2)
Dypii(a) = <zPy(z;a), Pz, a) >,
= Ap()az™ 4 - Jda(x) Pl (v«
J [ An(@)a™ ! + - Jdo(x) Py, (25 ) (3.5

= A4 (0) [ [Asi(@)e™ ! + -] da(e) P, (23 0)
= An (a)A;—&l-l (a)>

y usando (2.2.22), deducimos
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Ahora, de (1.3.4), (1.3.2) y (3.3.2), se sigue que

E.(8) = <aPy(z;0), Pu(x;3) >4

= < aP,(x;8), P.(x;0) >o +cPy(c; B)M P (c; 3).

Pero usando (2.2.1) tenemos

< xPy(x; ), Pu(z; 8) >a

=< MuzP,(z;a) = MYV, MzK, 1 (z,c; ),
M, P (z;a) = MYV, MK, (2, c;0) >,
=M, < zP,(z;a), P,(z; ) >, M
- MV M < 2K, 1(z,¢;0), Py(x; ) >0 M
— M, <zP,(z;a), Kpyi(z, ¢ a) >4 MVIM:

+ MV, M < 2K, (x, ¢ a), K (2, 6;0) >0 MVIM.

Entonces el término (3.3.7a) es igual a

MV M < 2P (c;a) Py(z; o) + 2P (¢; ) Pyoq (25 @)
, Polz; ) >0 M,
= —M,V, M [P;(c;a)E, () + P;_(c; &) Dp(a) | M,

= _MnVnM [CP; (C; O{) - P;+1(C; Oé)D:;_,’_l(O{)] M:z

(3.3.6)

(3.3.7a)

(3.3.7b)
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Por otra parte, de (1.3.13) y (1.3.11), deducimos

< zKuii(z, ¢ a), Ko (x, c;a) >,
=< (z — ) Kny1 (7, ¢ a), Ky (7, ;) >4 +cKnpa(c, ¢ a)
=< Py(c;a) Dy (@) Py (25 )
—Fri(ca) Dy ()P (2 a), Ko (2, ¢ a) >4
+cKuia(c, ¢ a)

=P (c;a)D;: ()P, (c;a) + cKpii(c, ¢ ).

A partir de la formula de Christoffel-Darboux (1.3.11), tomando =z = y = ¢, se
sigue que P, (c; ) Dy (o) P,(c; ) es hermitiana (ver Corolario 1.7), y el término

en (3.3.7b) es igual a

MV MK, (e, c; ) MVEME

— MV, M P! (c;a) Dy () Poyq(c; ) MVEME.

A partir del lema 2.1

Po(c; ) = My [Pu(c; ) = VM K (c, ¢; )]
= M,P,(c;a)x
[1, — (I, + MK, i(c,c;0) " MK, (e, ¢ a)]
= M,P,(c;0) (I, + MK, ;1(c,c;a)) "

- anna
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entonces (3.3.6) resulta ser

En(8) =MnEp () M;,
— MV M [cP;(c;a) = Pryy(c; ) Dy ()] M,
— M., [ePy(c; @) = Dpga () P (c; )| MFV MG,
e MVAMEK, (e, ¢ 0) MVEM®
— MYV MP (¢ 0) Dy () Py (¢ ) MV M
+ MV MVEM:
=M {En(a) = VM Py (¢; @) D () Poga (¢ ) MV,
FVM P (6;0) D2y (@) 4 Dyyr (@) Pagr (6;0) MV} M,
— My V.M P (c;a) + Po(c; ) MV (3.3.82)

VoMK, 1(c,c; ) MV: =V, MV} M. (3.3.8b)

Notamos que a partir de (2.2.1) y (2.2.2)

I, — P,(c;o) M (I, + Kp+1(c, ¢ 04)1\4)_1 P¥(c;a)
=< Py(z;0), M " Po(z; ) >a
=< Pn(xa CY), Pn(x7ﬁ) > M;*
(3.3.9)
=< Pn(IQ 04)7 An(ﬁ)An(O‘)_lpn<x§ a) >0 MT
=< P,(z;0), Py(z; ) >0 MM

= (MM,
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De (3.3.9), los términos en (3.3.8a) y (3.3.8b) resultan ser

VoM P (c; ) + Py(c; ) MV
VoMK, 1 (c,c;a) MVE =V, MV?
= —V.M [V + K, i1(c,c;a) MV — Pt (c; )] + Po(c; ) MV
= VM [(L + Kpia(c, ;) M) Pi(c; )
+Kpi1(c,c;a)M (I, + Koy (e, c; ) M) PE(c; a)
—P ;)] + Pu(c;a) MV}
= P,(¢;a) MV
= Py(c;a)M (I, + Kpyi(c,c;0) M) Prc; a)

=1, — (MiM,) .

Asi, sustituyendo en (3.3.8a) y (3.3.8b), (3.3.8) se convierte en

E.(8) = cl, — cM M+
Mo {E, (o) = VM P! (c; ) Dyir () Py (¢; ) MV

FVuMP;,, (6:0) D 1(0) + Dosa(@) P (6 ) MV3 } M.

5

Para encontrar la asintética £ de E,(3), debemos tener en cuenta los siguientes

resultados para ¢ € R\ T’

e lim M, ! =A(c)

n—o0

o lim P, i(c;a)P; ;o)DM a) = fM £ F(c).

n—:-~o0 c—t
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Entonces
E.(B) =cl, —c MM+ M, {E,(a)—
(VaM P (¢; @) Dyia (@) P (c; @) P (65 ) (Po(c; ) MVY)
+ VM B (c; ) P (e ) B () Dy (@)
+Dn i1 (@) Paga (¢; ) P (6 @) (B ) MV} MG
= cl, — MM+ My {Ey (@) — (I, — M M)
X Dpy1 (@) Py (c; ) Pyt e o) (I, — M M)
+ (L = MIMET) P (e o) Py (e a) Dy (a)
+Dni1(@) Posa(; ) B (e ) (1 = MM} MG,

obteniéndose por paso al limite

E =cl, — cA(c) 'Ale) ™"+
) HE — (I, = M)A(e)) F(e) ™ (I, — Ae)A(e))

+ (I = MA()) Fle) ™ + Fle) ™ (I - )} Ale)

— A(Q) " {e (A(A()" — 1)
+E — (I, — MOA©)") F(0) (I, — Al)A()")

+ (I = MA(Q)) Fo) ™ + F(e) ™ (I, = Ae)A(0)) } Ale) ™

= AN () {E + c(A(e)A(e)" = 1)
—A()A(e)*F(e) ' A(c)A(e)* + F(c 1} A*

= A" () {E —cl,+ F(e) '} A" (¢) + eI, — A () F(c) " Ale). (3.3.10a)
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Pero a partir de (1.3.4), tenemos
Dy (a) (Pa-1(z; ) Pa(z;0) 7' Dy(@) ™) Dyn(ev)
X (Pu(20) Pasa (0)~ Duia(a) ™) (Bufa) — 21,)
X (Pal:0) P (0) ' Da (@) ™) + 1, = 0
para z € C\T'. De (2.2.3) se tiene

D*F(¢)DF(c) + (E — cI,)F(c) + I, =0, (3.3.11)

es decir,
D*F(e)D + (E —cl,) + F(c)™' = 0.
Entonces (3.3.10a) resulta ser
E = —AY¢)D*F(c)DA*(c) + cI,
+A* () {D*F(c)D + E — cI,} A(c)
— A()EA(c) — c(A*(e)A(c) — T)

+A*(¢)D*F(c)DA(c) — A~ (¢)D* F(c) DA™ (c).

Observaciéon 3.4 .- El pardmetro matricial E es una matriz hermitiana de acuerdo

con la definicion 3.3.

En lo que sigue, sea {P,(x;#)} una sucesién de polinomios matriciales ortonor-
males con respecto a la medida matricial 3, tal que [A,(3)A;'(a)]" es una matriz

triangular inferior, cuyos elementos diagonales son reales positivos (vedse pagina 41).

A partir de (3.3.9) tenemos

(3.3.12)
I, — P,(c; )M (I, + Kp11(c, ¢ a)M)f1 P (c; ).
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Entonces usando la factorizacion de Cholesky de la matriz definida positiva del se-

gundo miembro de (3.3.12), existe una unica matriz triangular inferior L, (c; o) cuyos

elementos diagonales son reales positivos y tales que

Ly(c; )Ly (¢ o) =

I

Por tanto [A,(8)A; (a)]" viene dada por

n

= Pu(c;a) (I, + MK, 41 (c,c;0) " MP(c; ).

(3.3.13)

Proposicién 3.5.- Consideramos dos medidas matriciales o y 3 relacionadas por

(3.3.2). Sea J(a) la matriz de Jacobi por bloques definida por (1.3.14). Entonces la

matriz perturbada de Jacobi por bloques J(3) asociada a {P,(x;3)} estd definida por

sus componentes matriciales

donde
I, (c;a) = A, () Bu(a)
~AN ) P (o) MV — L
% (Pa-1(eia) Py (e )" Ana(@).
Demostracién.-

D,(B) = L;_i(c;a)D,(a)L,*(c; ),

n

E.(8) = Li(ca)A(a)

(T, (¢; @) = Mpa (5 @) A (@)L (e ).

n n

A partir de (3.3.4), (3.3.13) y (3.3.5), deducimos que

Dy (B) = Ly -1(¢; @) Dy(a)L,"(¢; ).

(3.3.14)

(3.3.15)
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Usando la relacion de recurrencia (1.3.4) y la propiedad de ortogonalidad (1.3.2),

tenemos

En(B) = < zPy(x;8), Pulx; B) >p
_ / [An(8)2™ + Bo(B)a" + -] dB(z) P (x: )
—A,(B)A741(8)x
[ (D41 4 Buaa(0)s" + -] dB(a) P (a3 )
A DALO) [ (B + -] o) Py s )
+BuB)AG) [ 1A4,0)a" + -1 4@ P (a9

=An(8) (A, (8)Bu(B) — Apa(8) Buya (8)) A, (B) (3.3.16a)

Para obtener la segunda parte de (3.3.14), es suficiente probar que A, '(3)B,(8) =

IT,,(¢; ). En efecto, a partir del lema 2.1 y (3.3.9)

An(B) = My [An(a) = VM Py (c; o) Ap(a)]
= M, [, = VuMP*(c; )] Ay (a) (3.3.17)

= M, A, (a)
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B.(B) = Muy[Bu(e)-
VoM (P (c;a)Bu(a) = Pr_y(c; ) Ay ()]
= My [l = VaMPy(c; )] Bo(a)—
MV, MP:_ (c;0)An_1(cv) (3.3.18)

— M Bu(@) = MV, MP:_ (¢;0) Ay (@)
— M;"By(a)-

MHI, = VuMP;(c;a)} VaM Py (6 ) Ay (a).

Usando (3.3.17) y (3.3.18)
A (B)Ba(B) = Ay () Ba(e)
AN ) (P ()M = 1)

X (Py-i(c;a) Pyt (e a)” A ().

Corolario 3.6 .-
D = A*(¢)DA*(c)
E = Ac).{E+ D[A*(c).A" (¢) — I,) D*F(c) (3.3.19)
— [A*(¢).A"Y(¢) — ) D*F(¢)D} A~ (c).
Demostracién.-
A partir de (3.3.15)
An(a) [y(e; @) = Mg (c; )] A (@)
= An(@) [, (0) Bala) — Ap i1 (@) Bria(a)] AL (@) (3.3.20)

— (e 0) An1 (@) A (@) + An(@) AL (@) Qi (6 )
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donde
Qu(c;0) ={P,*(c;a) MV — ]p}_l (Poi(c;a) P (e )" (3.3.21)
A partir de (3.3.9), la anterior expresién se convierte en
Q(ca) = {I, =V, MP!(c )}
Vo.M P (c;a) (Py_1(c;a) P (c; )"
= MEMa(L, — MM (Ps(esa) Py (e )
= (MM, = L,)Dy(a) (Po-i(c;a) Pyt () Dyt (@)
Entonces
lim Q,(c;a) = (A*(c)A ™ (c) — I,)D*F(c).
A partir de (3.3.14), (3.3.20) y teniendo en cuenta (3.3.16a) y (3.3.5)
E.(8) = Li(ca)
{En(a> + Dn+1 (Q)Qn—&-l (C; Oé)
—Q(a) Dn ()} Ly (¢ ).
Asi
E = AN().{E+ D[A*(c).A " (c) — I,] D*F(c)
—[A*(¢c).A" Y (¢) — I,] D*F(c) D} A*(c).
m

Observacién 3.5 .-

e En general, la sucesion perturbada de polinomios matriciales ortonormales { P, (x; 3)}

no pertenece necesariamente a M (D, E).

e La expresion de E en (3.3.3) es igual a la expresion de E en (3.3.19).
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En efecto, como muestra el ejemplo 1, podemos verificar que F y E no son unitaria-
mente equivalentes.
Para probar la segunda parte, sean Py Q las expresiones de E dadas en (3.33) y
(3.3.19) respectivamente. Entonces

P = A*(¢)EA(c) — cA*(c)A(c) + c I+

(3.3.22)
A*(¢)D*F(c)DA(c) — A (e)D*F(c) DA *(c).

A partir del teorema 2.7,
A(Q)A*(¢) = I, + F(e) (F'(e) " Flo),

de manera que podemos reescribir (3.3.22)
P = N()E{L+F(c) (F(e) " Fle)} A (e)
—c A () {I, + F(e) (F'(¢)) " F(e)} A*(c) + 1,
A () D*F(e)D {1, + F(e) (F/(e)) " Fle)} A (e)
—A~Y(e)D*F(¢) DA™ (¢)
— A*(¢)EA*(c)
+A*(e) {{(E — ¢, + D*F(e)D) F(o)] (F/(e) ™ Fle)} A™(c)

+A*(e)D*F(c)DA™*(c) — A=Y (c)D* F(c)DA~*(c),

y teniendo en cuenta (3.3.11), obtenemos
P = A (c)EA™(¢) = A*(c) (F'(c)) ™ F(e)A™*(c)

+A*(c)D*F(c)DA*(c) — A=Y (c)D* F(c)DA™*(c).
A partir de (3.3.19)

Q = AN (c)EA*(c) + A*(¢)DA*(c) A (e) D* F(c) A *(c)
—A*(c)DD*F(c)A~*(c) — A (e)D*F(c) DA™*(c)

+A*(c)D*F(c) DA™ *(c).
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Para probar que P = @, es suficiente mostrar que

(F ()" + DA (c)A"Y(c)D* — DD* = 0. (3.3.23)

Derivando en (3.3.11) en el punto ¢, obtenemos

D*F'(¢)DF(¢) + {D*F(c)D+ E — cL,} F'(¢) = Fle),

es decir,

F(e) (F(e) " F{DF(e)D — L} = 1,
s Fle)(F'(c) ' F(c)D*
=D (F(e)" + F(e) (F(e) Fl)D™ (F(e) !
={I, + F(e) (F(e) " Fle)} DTH(F(e)
= AN () D7 (F/(e)
& Ae)A*(c)D* — D* = A(e)A*(c) D~ (F'(e)) ™!

& (F(e)"' + DA *(e)A ' (¢)D* — DD* = 0.

Asi (3.3.23) es cierto y, por lo tanto, se cumple la segunda parte de la observacién

3.5.

3.4 Ejemplos
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3.4.1 Ejemplo 1

Consideramos

Recordamos que

of [d
Fp,e(z) d:f/—WD’E

r—t’
y a partir de (1.3.4) y (2.2.3) deducimos que la funcién matricial de Markov Fp g(x)

es analitica y satisface
D*Fpp(x)DFpg(x)+ (B —aly)Fpe(z)+ 1o =0; v € R\T. (3.4.1)

Puesto que D es una matriz definida positiva, de acuerdo con la proposicién 2.2,

Fp.e(x) tiene la siguiente expresion explicita.

.7:D7E((L’) = %Dil(l’fg — E)Dil

—1iD3 [\/D—é(E — 2L)D"Y(E — 2I,)D" 2 — 4L,| D2
(3.4.2)

donde x ¢ sop(dWp g) = {x €R; D 2(E — x,)D"2 tiene al menos un valor propio
en [—2,2]}.

La raiz cuadrada que aparece en (3.4.2) estd definida de forma natural, es decir,
usando la forma diagonal de dicha matriz, aplicamos la raiz cuadrada para sus valores
propios asociados w que verifican |w — vw? — 4| < 2.

Haciendo algunos calculos tediosos , se tiene

—1+c
4

o=

1

D el — E)D™' =
2 1 —1+c
4 4
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(E — cl,)D™Y(E — cl,)D™7 — Al =

[

D-

Segun la forma explicita dada en (3.4.2), se obtiene

1| () 2(c)

fD,E<C):§
za(c) x1(c)
donde
ri(c) = —2+42c—V-8+c2—V—-4—4dc+2
T2(c) = =24 V-8+2—V—-4—4c+

sop@Vng) = [2v3,2v8 U [VE (~2+v3) V3 (2 V3)]
— [2VEVE (24 v3)),
f dWD_,?(t)

y la raiz cuadrada se elige de manera que es una funcién analitica en

z € R\ [-2v2,v2 (2+V2)].

Computando los términos a derecha de (2.2.7) y teniendo en cuenta (2.2.22), se ob-

tiene
A(e).A*(e) = 3 (3.4.3)

con

yi(c) = =442 +2V-4—4c+ 2

—c (4+V-8+2+V—-4—4dc+?)

ya(c) = ¢ (—4+\/—8+02—\/—4—4c+02)

+2 (24 V-4—-4c+3).
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Usando la factorizacién de Cholesky para la matriz definida positiva (3.4.3), se tiene

donde

z(c) = \/—2 I e RV i G Vi e

4—4 c—(—24c) v/ —4+(—4+c) cte v/ —8+c?

V-2 (~2+¢) /—4H (—At0) c+d (~24(~24¢) ©)—2 e V—BF 2

_ 1
() = 4V2 \/(—2+c) /A (—4t0) 42 (—2+(~2+0) o) +e B+

\

Finalmente, y de acuerdo con (3.3.3), los limites de los parametros matriciales per-

turbados son

V2 0

D =
0 V2
y
2cvV—8+c2—w(c) 8u(c)
E _ 2 (—24(—2+c)c) v(c)
Su(c) 2 (4+c (—c+\/ —8+02))
v(c) w(c)
donde
(
u(c) = y
(—2+4¢) \/—4+(—4+c) c+2 (—2+(—2+¢) ¢)+e V=8+c2

vie) = \/— ((—2+c) V—4+ (—4+¢) c>—|—
42 (=24 (=24+¢) ¢) —cV—8+ 2

wle) = 4—2(=2+4¢c)c+(—2+¢c) /—4+(—4+c)c+ecvV-8+c




3.4. EJEMPLOS

3.4.2 Ejemplo 2

Consideramos ahora

V3 0 0 1 20
D=1 0 3 o |- E=]21 0
0 0 V3 00 1
Entonces
30
D el —E)D = | 1 e
0 0 =
y
—7—%0-1—02 —4(—31+c) 0
D73(E —cIy)D (B —cly) D72 —4ly = | ALl —toder
0 0 —11—2c+c?

Usando (3.4.2) obtenemos
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donde
(xl(c) = —2+42c—/-34+(—6+c)c—/—11+c(2+¢)
zo(c) = —4—/-3+(—6+c)c++/—11+c(2+¢)
| w0 = 2<—l+c—\/—11+(—2+c) c)

y

sop(dWpe) = |55, 55]U[V3 (~2+4v3) V3 2+ V3)]
U= (V3 (24 v3)) .~ (V3 (-2 v3)
— [~ (VB (2+V3). (V3 2+ V3))].

dWD7E(t)

= es una funcién analitica para

La rafz cuadrada se elige de manera que [
zeR\ [ (V3 (2+V3)), (V3 (2+v3))].

Computando los términos del segundo miembro de (2.2.7) y teniendo en cuenta

(2.2.22), obtenemos

A(c).AN"(c) = — ya(c) i(c) 0 (3.4.4)

con

yi(c) = —((—3+c) V-3+(=6+c¢) c)

+2 (=14 (=24c)c)—(1+c) /-1l +c (2+4¢)

y2(c) = =8 (=1+¢)—(=34¢c)/-3+(-6+¢c)c

+(1+c)y/~11+c(2+c)

ys(c) = 2 (—5 —2c+ A —(=1+¢c)/-11+(-2+¢) c) :
Usando la factorizacién de Cholesky para la matriz definida positiva (3.4.4), obten-

€emos
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z1(c) 0 0

Afe) = 2v3 z(c) z3(c) 0

donde

z1(c) = \/— ((—3+C) V-3+(-6+c¢) c>+

+2 (=14 (=24+c)c)—(14c) \/—11+c (2+¢)

V3 (8 (~14¢)+(=3+0) /=3+(=6+¢) c—(14¢) \/~11+¢ (2+0))

2o(c) = —

2< ) \/—3(—3+c)w/—3+(—6+c)c+6(—1+(—2+0)C)—3(1+C) —11+c(2+¢)
= 12 L

Z3<C) \/(—3+c) \/—3+(—6+c) c+2 (—1+(—2+4c) ¢)+(1+c) \/—11+c(2+c)

z4(c) = \/5\/—5—2c+c2—(—1+c) V-1l+ (=240 c

\

Finalmente, de acuerdo con (3.3.3), los limites de los pardmetros matriciales pertur-

bados son
V3 0 0
D=1 0 v3 0
0 0 V3
y
u(c) w(c) 0
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donde

u(c) _ —1=2c4cE—(=34¢) / =3+(—6+¢) c+(14¢) /—114c(2+0)

—14+(—24c¢) ¢

 —1-2c4c24(=3+¢) / —3+(—6+c) c—(1+¢) \/—114c (2+0)

U<C) o —14+(—24c¢)c

1
2 \/(73+c) V/=3+(=6+4c) c+2 (—14+(—2+c) c)+(1+c) /—114c (2+c)

\/— ((—3+c) \/=3+(—6+c) c) 42 (—1(=24¢) &)= (14¢) n/—111e (240)




Capitulo 4

Asintoética relativa de polinomios
ortogonales con respecto a una
medida matricial soportada en la

circunferencia unidad

4.1 Introduccion

La teoria de los polinomios matriciales ortogonales con respecto a una medida ma-
tricial soportada en la circunferencia unidad, aparece de manera natural como her-
ramienta para varios problemas en matemética-fisica [AN84], dlgebra lineal [YKT78], la
teorfa de circuitos y sistemas [DGKT78], la teoria espectral de los operadores [GLR82]
y otros varios.

91
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Como introduccién bésica a este tema, [AN84, DGKT78, Ger81] son, probablemente,
unas de las mejores referencias. Para el estudio de la localizacién de las raices de los
polinomios matriciales ortogonales véase [Rod90]. Muy recientemente, como resultado
de la creciente actividad en la teoria analitica de los polinomios matriciales ortogo-
nales en la circunferencia unidad, se ha analizado en [Van98], condiciones suficientes
sobre la medida matricial, para que los correspondientes parametros matriciales de

reflexién converjan hacia la matriz cero.

El objetivo de este capitulo es el estudio de la asintotica relativa de dos sucesiones

de polinomios matriciales ortonormales con respecto a dos medidas matriciales {2 y

?

d2(z) =d2(z) + Mé(z —w); |w| > 1, (4.1.1)

donde M es una matriz definida positiva de dimension p, y 0 es la medida matricial
de Dirac.

A lo largo de este capitulo, asumimos que la medida matricial {2 pertenece a la clase
de Szegd, v los coeficientes principales de los polinomios matriciales ortonormales con

respecto a (2 satisfacen (1.4.4).

En la seccion 4.2 se estudia el comportamiento asintético del cociente de las suce-
siones de polinomios matriciales ortonormales a izquierda y a derecha, con respecto
a una medida matricial soportada en la circunferencia unidad. También se daran
relaciones entre dichos polinomios y los perturbados con respecto a la medida (4.1.1).
Por ltimo, deduciremos la expresion de la asintotica del cociente de los coeficientes

principales de ambos polinomios.
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La seccion 4.3 estard dedicada al estudio del comportamiento asintético del co-
ciente de la sucesién de polinomios matriciales ortogonales y su perturbacién con
respecto a la medida (4.1.1) bajo la condicién de Szeg6. Finalmente, se obtiene la
asintética del producto de ambas sucesiones en el punto que soporta la medida disc-

reta.

4.2 Comparacion entre polinomios matriciales orto-
normales y asintética del cociente de los coe-

ficientes principales

Sea (2 una medida matricial de dimensién p soportada en la circunferencia unidad T, y
sea (2 su perturbacion mediante la adicion de la medida matricial de Dirac en el punto
w e C. Sean{P,(z;.) = L,(.)z" + -+ } (resp. {W¥,(z;.) = R,(.)2" + - -+ }) la sucesion
de polinomios matriciales ortonormales a izquierda (resp. a derecha). El propésito de
esta seccién es analizar la relacién entre las dos sucesiones de polinomios matriciales
ortonormales asociadas a las medidas matriciales {2 y {2, y estudiar el comportamiento

asintotico del cociente de los coeficientes principales de ambas sucesiones.

Teorema 4.1 .- Sea 2 una medida matricial soportada en la circunferencia unidad
T, y sean {®,(z; 2)}, {V,.(z;2)} las correspondientes sucesiones de polinomios ma-
triciales ortonormales, respectivamente a izquierda y a derecha. St se cumple la
condicion de Szeqd

log det W € L'(T) (4.2.1)
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donde W = %2 c.p.d., entonces para | w |> 1

do
lim @, (w; )P, (w; 2)"" = 0 (4.2.2)
lim W, (w; 2) " @, (w; 2) = 0. (4.2.3)
Demostracion.-

A partir de (1.4.15) tenemos

1 1
W (= Q) = H &, (w; Q) + (I, — HEH,) 2 w0, (—; 2)*
w w

y, por lo tanto,

~

W (w; £2) D, (w; Q)il =

N

Gy 1 (w3 2)By_y (w: )7 Dy (w; 2) Dy (w; 2)71
(4.2.4)

H: + (I, — H:H,)

Pero a partir de (1.4.9)

1 1 1
D1 (w; 2) Dy, (w; 2)71 = —Mya An_l(a)* An(=)* M (4.2.5)

S

y usando el teorema 1.15 en la relacién (1.4.9) bajo la condicién (1.4.4), se tiene

1
lim @, 1 (w; 2) P, (w; 2) ' =—1,, |w|>1.
w

n—o0

’ . def . ,
Sea €; un ndimero real no-negativo (e; + ﬁ = p < 1), entonces existe un numero

entero positivo Nj tal que para todo n > Ny,

[ o (w5 Q) B 2 = | 0 e < B (w3 2) B (w5 2) 7 = A1, |,

< €1,
(4.2.6)
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donde || . [|2 es la norma espectral (ver [HJ91, pagina 295]).

A partir de (1.4.16b) tenemos 0 < H,H? < I,,, y entonces
wor AL
| (1, — HyHy)? o< 1 (4.2.7)

para todo n € N.
Usando (4.2.4), (4.2.6) y (4.2.7) obtenemos que existe No > Nj, tal que para todo

nzN%

| @ (w; £2) Dy (w; )71 [l < || Ha [l2 +

(61 + ‘11”_‘> | Uy (w; 2) Py (w; )7 |5
(4.2.8)

Observemos que la sucesion {@n(w; 2) D, (w; Q)_l} verifica la siguiente desigualdad:

Para todo n y k tal que n — k > N,

| @ (w; £2) Dy (w; 2) 7 [|o<
(4.2.9)

Zk PP HG (2 4o || W (w3 2) P (w0 2)7 2
i=n—k+1

En efecto, si k =1,
| @ (w; 2) B (w; )7 o< Hey o 40 || P (w5 2) By (w05 2) 7 [|lo, (4.2.10)

que se sigue de (4.2.8).

Supongamos que (4.2.9) es cierto para k € N (n — k > N,). Entonces a partir de
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(4.2.9) y sustituyendo n por n — k en (4.2.8), obtenemos

| @ (w; 02) P (w; 2)71 ]2

(I o Nl 4 | B (03 2) B (w3.2)7 o)

i +1

P | H |2 +
k

< > P Hil
—k
1Y

+
P By (5. 2) Py (w5 2) 7 2
Asi, por induccién deducimos (4.2.9).
Ahora suponemos que la sucesién matricial {@n(w; )P, (w; 2)7'} no converge hacia

0. Entonces dado un numero real positivo €, existe un nimero entero positivo Ny

tal que para todo m > N,
€2 <|| W (w3 2) By (w; 2)7 |2 (4.2.11)

Usando (4.2.11), podemos construir una subsucesion {@so(n) (w; 2) Doy (w; 2)71} de

{,,(w; 2) Dy, (w; 2)~*} que satisface
0 < €2 <|| Py (w; £2) Dy (w; 2) 7" [la; ¥ € N. (4.2.12)

En efecto, si hemos construido @w(k) (w; 2) Py (w; 2)7 para k = 1,2,--- ., n, en-
tonces para ¢(n) € N, y a partir de (4.2.11), existe un numero entero positivo

e(n+1) =:m > p(n) tal que
€2 §|| %a(nﬂ)(w; Q) ‘p<p(n+1)(w§ Q)_l ||2 :

Asi, por recurrencia obtenemos {LTA/QO(n) (w; 2) Doy (w; 2)71} satisfaciendo (4.2.12).
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Puesto que ¢(n) es una sucesién de niimeros enteros positivos estrictamente creciente,
entonces para n € N, existe k > 0 dependiente de n, tal que p(n) = p(n — 1) + k.
Sustituyendo n por ¢(n) en (4.2.9), se obtiene

| Wy (w3 02) Dopiry (w; 2) 71 [[2<

o(n) ,
> T H [l + (4.2.13)
i=p(n—1)+1

pw(n)_@(n_l) | @w(nfl)(w5 12) gpg@(nfl)(w? Q)_l 2

para todo n > Ns.
A partir de (4.2.1) y (1.4.33), tenemos lim || H,, ||o= 0. Entonces para todo € > 0, y

para n suficiente grande,

[ Hn [2< €,
de manera que
p(n) w(n) 1
p(n)—i ) o(n)—i
0< > IH lb<e D p §€1_p-
i=p(n—1)+1 i=p(n—1)+1
Entonces
p(n) ‘
lim Y pf™7 | Hy [|p=0. (4.2.14)
e i=p(n—1)+1
Asi, a partir de (4.2.13), tenemos que ANy > Ny, Vn > Ny,
p(n) )
- . peM = [ Hy |2
AHW«p(n)(wﬁ)é«p(n)(w;Q) [|2 < _ i=p(n—1)+1 _I_pso(n)*tp(nfl)
||W¢(n,1>(w;(2) qsga(nfl)(w;-o)_lHQ - ||&”¢<n,1)(w;(2) (Pap(nfl)(U);Q)_IHQ '

Usando (4.2.14) y teniendo en cuenta (4.2.12), deducimos que IN3 > Ny, Ir < 1,

tales que Vn > Njs,

H W@(n)(w? §2) gpap(n)(@U; Q)_l ”2 < K || W@(nfl)(uﬁ 12) gp@(?%l)(w? Q)_l |2
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es decir,
| Wiy (w3 2) Py (w3 2)7H (|2 K" | Wy (w5 02) Do) (w3 2) 7 [,
y, por tanto,

lin @) (w3 2) By (w5 2) ™ = 0

n—oo

que contradice (4.2.12). Por tanto, se sigue que (4.2.2) es cierto.

Para probar (4.2.3), usamos (1.4.14). Entonces tenemos

NI

D, (w; 2) = U (w; Q) H: + By (w; 2) (I, — HHE)? .
Asi pues,

0 (w; Q) By (w5 2) =

ol

HE + (W, (w; )70,y (w0; 2)) Wy (w; 2) 70, (w; 2) (I, — H,HE)? .
A partir de (1.4.10) y del teorema 1.15,

lim W, (w; 2)7' 0,y (w; 2) = LI, |w|>1.

n—oo

Entonces utilizando un razonamiento similar al anterior, obtenemos (4.2.3).

Lema 4.2 .- Sean 2 y 2 dos medidas matriciales relacionadas por (4.1.1). Entonces

1. ®(z; é) = [Ln(ﬁ)]i*[’n(g)*

X {D,,(2;2) — D (w; 2) [I, + MK i1 (w,w0; 2)]7F ME,p 11 (2,w; 2)*}
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2. Wo(2,02) = {0 (2 92) — Hpsr (2, w5 Q) ML, + Hy 1 (w, w5 2)M] ™ 0, (w; 2)}
x (Rn(rz)—an@))_*.
Demostracion.-

Usando (1.4.26) y (1.4.27), tenemos
D, (z; ﬁ) =< P,(&; é),/CnH(Z»f; 2) >,

_ / Bu(€: DA i (2.6 Q)

_ / B, (& Q)d2(E) Kz (2, € 02)*
T U{w}
- /{ 26 DM Koi1(2,6 Q)75 — w)

_ / B, (& Q) dQ(E)D, (& 2)" By (2 )
T U{w}

- gpn(wa §>M lCnJrl(Z? w; Q)*

= [Lo()] Lo (2P (2, 2) — By (w; )M K (2, w3 2) (4.2.15)

LDn(z5 ﬁ) =< Hn-i—l(za §; Q)v wn(& ﬁ) >R
(= 2) [ (6 dEOnED)
T H{w}
— Hpr1(z,w; 2) MW, (w; f?)
— W, (2 2) Ry ()" [Ru ()] = Hygr (2, w; 2) MU, (w; 2).  (4.2.16)
Si z = w entonces

By, (w; 02) [T + M1 (w, w5 Q)] = [Lo(2)] 7 Ln(£2)* P (w; ),

11, + Hor (w0, w; 2) M| Wy, (w; 2) = Wy (w; 2) Ry (£2)* [Ry(£2)] 7%
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Puesto que M, K, 11(w,w; 2) v Hup1(w, w; 2) son matrices definidas positivas, en-
tonces

L+ ME 1 (w,w; 2) = M (M + K (w, w; 2))

]P + Hn—i-l(wa w; Q)M = (-A/l_1 + Hn+1(w7 w; Q)) M
son no-singulares, al ser productos de dos matrices definidas positivas. Por tanto,

B (w: 2) = [Ln(2)] 7 Lo (2) Py, (w; 2) [I, + MKy (w, w; 2)] (4.2.17)

U, (w3 2) = [I, + Hpsr (w, w; 2)M] " W (w; Q) R, (2)* [R,(2)] 7. (4.2.18)

Finalmente, usando (4.2.15), (4.2.16), (4.2.17) y (4.2.18) obtenemos los apartados 1

y 2 del lema 4.2.

Proposicién 4.3 .- Sean 0 y {2 dos medidas matriciales relacionadas por (4.1.1)

donde |w| > 1,entonces

2, (Rn(Q)*an((NZ)) <Rn(9)*1Rn((N2)>* -
[, (w: 2) LMW, (w; 2)* + W (w; 2) " Hy iy (w0, w; Q) (w; 2)7%] 7"
Demostracion.-

Usando el lema 4.2,

/T B, (22 D)AQ(2)B, (2 2)" = [Lu( )] La(2)°

{fp = B (w3 2) I, + MK (w, w3 2)] 7 M / Kt (2, w3 2) d2(2) B (24 m*}
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/TLD,L(Z; Q) dQ(2)¥, (2 02) =

{Ip — / U, (2 2)*dQ(2)Hp 1 (2, w; 2) ML, + Hpr (w, w; Q)M] ™ &, (w; Q)}
T
Usando (1.4.26) y (1.4.27) tenemos

{1, — @, (w; 2) [I, + MK i1 (w,w; )] M, (w; 2)*}

(an)—lfzn(ﬁ)) = {I, — W (w; Q)" M I, + Hps (w, w; Q)M 0, (w; 2)}

(Rn(Q)’an(fZ)>_* |

Entonces
I, — @ (w; £2) [D (w; )M+ By (w3 2) 7 Kypir (w,w; 2)]

(Rn(Q)*an(§)> (Rn(Q)*an(ﬁ)Y _

I, — Wy (w; 2)* [0 (w; )T M+ 0, (w; ) Hyp g (w, w3 2)] 7

y, en consecuencia, se siguen las afirmaciones 1 y 2.
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Observacion 4.6 .- Sean {9, (z;2)} y {¥.(z;2)} los polinomios matriciales orto-
normales respectivamente, a izquierda y a derecha con respecto a (2. Entonces existen
{@n(z;ﬁ)} y {Lpn(z,é)} tales que (Ln(ﬁ)Ln(Q)_l)* y (Rn(Q)_an(§)> son ma-

trices triangulares inferiores cuyos elementos diagonales son reales positivos.

~ \ *
En efecto, suponemos que {Ln(Q)Ln(Q)*I} (resp. {(Rn(Q)*an(Qw }) no son
matrices triangulares inferiores cuyos elementos diagonales son reales y positivos.
Recordamos que los correspondientes polinomios matriciales ortonormales a izquierda

(resp. a derecha) con respecto a las medidas matriciales 2 y 2 tienen la forma

{Upn®(2;2)} y {Vn@n(z; ﬁ)} (resp. {.(z; )Y}y {lI/n(z; f))Zn}>

(Uyn, Vi, Y, v Z, son matrices unitarias). Entonces los coeficientes principales estan

relacionados por

Ho(2) = U, Lo(2) X,(2) = R.(2)Y,

H,(2) = V,,L(2) X, () = R,(2)Z,.

Por lo tanto
(HA D HAD)) = U (Lal@D)La()7) Vi
(4.2.19)
(Xn(Q)‘an(§)> —y? (RH(Q)*RH((})) Z,.
Tomando U,, =Y, = I,, entonces se satisface la condicién exigida en (1.4.4). Ahora
consideramos las sucesiones de polinomios matriciales ortonormales {Tnfﬁn(z; f))} y

{J/n(z; Q) Q,’;} donde (71},),,cn Y (@n),cn SON matrices unitarias dadas por la factor-

izaciéon QR de Francis y Kublanovskaja [LT85, pdgina 111] de (Ln(ﬁ)Ln(Q)”)* y
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(RulD) ' Ru()).

(4.2.20)
(Rl Ru(2)) = S0 Qu.

donde (Ry),cns (Sn),en son matrices triangulares inferiores cuyos elementos diag-

onales son reales positivos. En efecto, sean (LN(Q)Ln(Q)”) y (Rn(ﬂ)*an(fZ))*

representadas a partir de la factorizacion QR por

(Lo @DLAD ) =V B v (Ra(2)7' Rl ) = QuSh

donde V,,, Q,, v R,, S, son, respectivamente, matrices unitarias y matrices trian-

gulares superiores no-singulares. Entonces tomando

R,=R, J, Sp =S, Jn
y
donde
&, .
—tt sl =
[Jn)i; = [#a],
\ 0 si i # g,
Y,
[ [s],, ...
. —th 8l =
FAER
0 si 1 # 7,

las diagonales principales de R,, v .S, son, respectivamente,

diog [R,] = [|[Rulual. | [Rulazl, - (Rl

ding [S,] = [|[S: Il [Silazl -+ S]]
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y, por lo tanto, deducimos (4.2.20).

Finalmente, usando (4.2.19) y (4.2.20), tenemos

(Hn(ﬁ)Hn(Q)—1>* _ (Ln(fz)Ln(Q)—l)*T; — R,

(Xn(g)—lxn(§)> - (Rn(Q)—an(é)) Q: = S,

Asi, {(Hn(ﬁ)Hn(Q)_1>*} N {Xn(Q)_an(fZ)} son matrices triangulares inferiores

cuyos elementos diagonales son reales positivos.

Ahora, estamos en condiciones de demostrar el teorema principal de esta seccién.

Teorema 4.4 .- Sean {P,,(z;2) = L,(2)z" 4+ --- } y {¥n(2:2) = R, (£2)2" +--- } los

polinomios matriciales ortonormales respectivamente, a izquierda y a derecha con

respecto a 2. Si se cumple la condicion de Szegd
log det W € L*(T),

entonces existen {D, (2 2)} y {Wo(2; 2)} tales que

lim (Ln(ﬁ)Ln(Q)—l) = lim (Rn(Q)‘an(§)> - ﬁfp

n—00 n—00
cuando |w| > 1.
Para probar (4.2.22), necesitamos el siguiente lema.

Lema 4.5 .- Bajo las hipdtesis (4.2.21), si |w |> 1, se tiene

lim @, (w; 2)™" = lim ¥, (w; )" = 0.

n—o0 n—o0

(4.2.21)

(4.2.22)
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Demostracién.-
A partir de (1.4.9) y (1.4.10)

D, (L) = M*A,(w)"tw", con M*M, = A,(0)~*

Uo(£:2)7 = Ba(w)'Ny*w", con NNy = B,(0)7,

Puesto que
| M~ H% = KRty = Hag(0)
INNE = pvevesy = Bovewe) = BBao)
donde || . ||z es la norma espectral y 1 es el radio espectral, entonces a partir de los

teoremas 1.16, 1.17, y 1.15, tenemos
I M 3< 00 || N7 |I3< o0,

| An(w) ™ I3< 00y || Ba(w) ™" [l3< o0; para [w| < 1.

Asi
[ Pu(5: ) 2 < M7 o [l An(w) ™ l2 Jwl?, Jw| <1

I (52 2 < TN Nz Ba(w)™ Iz Jwl™,  Jw] <1

y de aqui se deduce que

lim &, (w; 2)™" = lim ¥, (w; )" =0, para |w| > 1.

n—oo n—oo

Demostracién del teorema 4.4.-

A partir de (1.4.28) y (1.4.25) tenemos

Ko (w, w; Q) = {10l (w; 2) @, (w; 2) = By (w5 2)" T (w; 2) §

w* =1

1 * = = *
Host (w, w3 9)=W—_1{|w|2%<w;mwn<w;n> — (w5 2)8,(w; )"}
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Entonces

@y, (w; 2) K1 (w, w; Q)P (w; 2)7 =

*

l {|w[2]p — [@n(w; ) b, (w; Q)*l]

[w]?—1

[ip\n(uﬁ $2) D (w; Q)il] }

W, (w; Q) Y H 1 (w, w; )8, (w; 2) 7 =
iy { P, — [0 (w; 2)7 B (w; 2)] [#a(52)7 Bafw; )]}

Usando el teorema 4.1, obtenemos

lim @, (w; 2) Ky (w, w; 2)P, (w; 2) 7 =

2
lim ¥, (w; 2) " Hor (w, w; 2), (w; 2)* = | ’(;Ul 1_71)7 (4.2.23)
n—00 wle —
y usando el lema 4.5, tenemos
lim @, (w; 2)*M™ '@, (w; 2)~' =
e (4.2.24)
lim ¥, (w; 2)" "M, (w; 2)* = 0.

n—oo

Finalmente, a partir de (4.2.23), (4.2.24) y la proposicién 4.3, obtenemos

lim (Ro(2)"R(92)) (Rn(fz)flptn((z))* ~ L (4299

|w]?

Puesto que M, KC,11(w,w; 2)* y Hyr1(w,w; 2)* son matrices definidas positivas,

entonces usando la proposicién 4.3, tenemos
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Sea || . ||g la norma de Frobenius, entonces

| () La(2) 71 3= tr La(w) <p ey =2 | La(@ L)1 3 < p,

| (Ral2) Ral(@)) = tr Ru(w) < ».

Sean (ny),cny ¥V (Mw),ey dos sucesiones crecientes de nimeros enteros positivos tal

que existen los limites

A = lim (Lny(ﬁ)Lnu(Q)*)*

V—00

B = lim (RnU(Q)‘anU((NZ)>.

v—00

Entonces a partir de (4.2.25), tenemos

AA = BB = 1 (4.2.26)

JwP

Puesto que ﬁ[p es una matriz definida positiva, y A, B tienen los elementos di-
agonales reales positivos, entonces utilizando la factorizacion de Cholesky, la rep-
resentacion (4.2.26) es unica vy, (Ln(ﬁ)Ln(Q)*1> y (RH(Q)*an(INZD no admiten

subsucesiones convergentes hacia un limite distinto de ﬁfp. Asi se deduce (4.2.22).

Por su interés, destacamos el siguiente resultado.

Corolario 4.6 .- Sea {2 una medida matricial soportada en T. Suponemos que se

cumple la condicion de Szeqd (4.2.21), entonces para | w [> 1

lim &, (w; 2) K1 (w, w; 2)®,,(w; 2)~! =
lim, @, (w; 2) iy (w, w3 Q) (w5 2) ™ = (5,

n—o0 |w
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4.3 Asintética relativa de los polinomios matriciales

ortonormales

Teorema 4.7 .- Sean {P,(z;2)} y {¥.(z;2)} los polinomios matriciales ortonor-
males respectivamente, a izquierda y a derecha con respecto a (2. Si se cumple la

condicion de Szegd

log det W € L*(T), (4.3.1)

entonces existen {®,(z; 2)} y {Wn(2;2)} tal que

lim @, (z; Q2)P,(z; ) =
n=o0 (4.3.2)

lim @, (z; 2)" W, (2 2) = 2 (=2) I,

n—oo "UJ

para |z| > 1.

Demostraciéon.-

Multiplicando en la primera parte del lema 4.2 por @,(z; £2)~!, obtenemos
Do D)0u(. )7 = (La(DLal2) )
{Ip — B (w; Q) [, + MK 1 (w,w; )] MKy (2, w5 2)7 b (2;2) 7}
Pero usando (1.4.24), tenemos

Py (w; 2) " Ky (2, w; 2) P (25 02) 7 =

1
1—zw

{@n(w; Q)_*@n(w; )" @n(z, )P, (2 02)7 — zw]p} :
y a partir de la proposicién 4.3,

@, (w; 2) [I, + MKy (w, w; 2)] 7 M, (w; 2)* =
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Entonces

Dy (23 Q)P (2;2) 7

[( - (w; Q)@n(w;ﬁ)_1>* (

b
TQ
=
S
0
=
|
~—
|
N
S
=~

A partir del teorema 4.1, tenemos

lim @, (z; 2)P,(2:02)"' =0, para |z| > 1.

n—oo

A partir del (1.4.24) cuando tomamos z = £ € T, obtenemos la identidad
(23 2)" W23 02) = Bz 2)" Bu(2: Q).

Eso significa que

@n(z; )b, (z;02)7" = (@n(z, )P, (z; Q)_1> para z € T.

Asi, la funcién matricial ¥, (z; £2) ®,(z: £2)~! es una matriz unitaria cuando z se en-
cuentra en la circunferencia unidad, y por lo tanto || @, (z; 2)* ®,(z; £2)~! |l,= 1. En-

tonces

lim (@n(w;ﬂ)@n(w;ﬂ)’ly (@ (z; Q)@n(z;(z)*l) —0

n—oo

para |w| > 1y |z| > 1.
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Por tanto, si |z] > 1,

. ~ _ ZW 1 w w— 2z
lim @,(z; 2)P,(z; (2) 1 — \w|I, + T <|w| — m) I, <—) Ip.

Para probar la segunda parte de (4.3.2), teniendo en cuenta

L (2 2) YHy (2, w; 2)*0, (w; Q) =

zw—1

! {ZU_JIP — [l[ln(z; Q)_léﬁn(z; Q)} [Wn(w; Q)—lqgn(w; Q)} *} )

2. U (w; Q)M I, + Hp i1 (w, w; ) M) @, (w; 2) =

= (Rul) R D)) (Ral) RAD)

3. Wz 02)7 W, (2 2) = {I,—
wn(% Q)_lHnJrl(Za w; Q)*M [[p + HnJrl (’LU, w; Q)M]_l gjn(wv 'Q)}
X (Ru(2) R, (2)) 7.
Entonces usando (4.2.3), (4.2.22) y el hecho de que {Wn(z; 2)710, (2 Q)} son matri-

ces unitarias cuando z € T, obtenemos la segunda parte de (4.3.2).

Teorema 4.8 .- Sean {P,(z;2)} y {¥.(2;12)} los polinomios matriciales ortonor-
males respectivamente, a izquierda y a derecha con respecto a (2. Sea Q2 una medida

matricial definida por

2(z) = 2(2) + Mé(z —w); |w|>1 y M =1,

Asumimos que se cumple la condicion de Szegd (4.53.1), entonces existen {®,(z; f?)}
y { W2 2)} tal que

lim @, (w; 2) O (w: 2)* = ( )
n—oo 4.3.3

lim @, (w; 2)* W, (w; 2) = L2

n—o00 |w]
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Demostracion.-
Si multiplicamos en la primera férmula del lema 4.2 por @,(z; 2)*, y evaluando la

expresion resultante en z = w, entonces

—k

@ 2) Bo(w; )" = (La(@)Ln(2)71) (P (w; 2) By (5 2)" -

@, (w; Q) [I, + MK i1 (w, w; 2)] " MK i1 (w, w; 2)P,, (w; 2)*}.
Puesto que

P (w; £2) P (w; £2)"
= &, (w; 2) [, + MK 1 (w, w; Q)] MK, 41 (w, w; 2)P,, (w; 2)*

+ & (w; 2) [I, + ME 1 (w, w; 2)] 7 &, (w; 2)*

entonces
Gu(w; 2) (w2 = (La(D)La(2)7)
By (w; 12) (L, + M1 (w, w; )] &, (w; 2)7
. (Ln((NZ)Ln(Q)‘ly*
{Dn(w; 2)7* 0 (w; 2)" 1+
By (w3 2) T MK 1 (w, w3 )@y, (w; 2)71 7

Dado que M = I,,, usando (1.4.24) obtenemos

D, (w; 2) K1 (w, w; )P, (w; 2) 71 =

1

= I (- OV (w0 )T (w: SOVl 12
Tp {gpn(w,!z) Ty (w3 2)" By (w3 2) Py, (w3 2) ™ — |w] [p},

Del lema 4.5 y el teorema 4.1, tenemos

lim @, (w; 2)*®,(w; 2)"' =0

n—oo

lim &, (w5 2) = MKy (w, w; Q)8 (w; Q)7 = 19207,

n—o0
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Entonces usando el teorema 4.2.17, obtenemos

| . * WP\ P 1
lim @, (w; 2) &, (w; 2)" = |w| —1]p = —"I,

noe |w]? = |w]

Finalmente, de forma similar, se puede probar la segunda parte de (4.3.3).



Capitulo 5

Conexion entre parametros
matriciales de la relacion de
recurrencia en un intervalo real

finito y la circunferencia unidad

5.1 Introduccion

Los polinomios matriciales ortogonales en la recta real o en la circunferencia unidad
satisfacen propiedades que son una extension natural, con una modificacién apropiada
en el cdlculo matricial, de las satisfechas por los polinomios ortogonales escalares.

En [SV96] ha sido descrita la teoria espectral de las matrices de Jacobi doblemente
infinitas usando polinomios matriciales ortonormales de tamano 2 x 2, ortogonales en

113
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la recta real. Ademas, se ha efectuado el estudio analitico de los polinomios escalares
de tipo Sobolev que satisfacen relaciones de recurrencia de orden superior, usando
polinomios matriciales ortogonales en la recta real (vedse [DV95]).

Los polinomios matriciales ortogonales en la circunferencia unidad estan relacionados
con las matrices de Hessenberg por bloques y son de gran utilidad para el analisis de las
series temporales multivariables, y para el tratamiento de las senales multicanales. En
efecto, el diseno de los filtros digitales autoregresivos (AR) para el modelo vectorial
discreto se procesa a partir de una matriz espectral €2, y eso es equivalente a la
determinacion de los polinomios matriciales ortogonales en la circunferencia unidad
con respecto a (). De hecho, dicho polinomio matricial ortogonal es un polinomio
extremal en el conjunto de los polinomios matriciales ménicos con respecto a la norma
de L*(Q) (vedse [Mig95, DGKT78]).

En este capitulo, se deduce una conexién entre polinomios matriciales ortogonales
con respecto a una medida matricial soportada en [—1, 1] y polinomios matriciales or-
togonales con respecto a una medida matricial soportada en la circunferencia unidad.
En primer lugar, se obtiene una expresion explicita de los parametros matriciales de la
relacion de recurrencia (1.3.4) en términos de los pardametros matriciales de reflexion
(1.4.19). En particular, se analiza el caso en el que los parametros matriciales de
reflexion constituyen una sucesién constante. Este ejemplo induce una interesante
familia de polinomios matriciales ortogonales analizada en [Dur99, YMPDb].

En segundo lugar, partiendo de un sucesion de polinomios matriciales ortogonales
con respecto a una medida matricial soportada en [—1, 1], se deducen los parametros

matriciales de reflexién de la sucesién de polinomios matriciales ortogonales con re-
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specto a una medida matricial inducida soportada en la circunferencia unidad (vedse
[AN8&4]).

Por tltimo, se deducen algunos resultados sobre la asintética de los polinomios or-
togonales matriciales con respecto a una medida matricial con una parte singular, y
cuyo parte absolutamente continua pertenece a la clase de Erdos.

Este capitulo esta estructurado como sigue. En la seccién 2 se presentan los resultados

principales cuyas demostraciones se presentaran en la seccién 3.

5.2 Resultados principales

Sea « una medida matricial soportada en [—1, 1], de dimensién p y definida a partir
de la funcién matricial a(\). Podemos asociarle una medida matricial £2(6) soportada

en la circunferencia unidad dada por

—a(cosh), 0<O<m
Q) = (5.2.1)

afcosh), 7w <6<2m.

Puesto que la medida matricial Q(6) en (5.2.1) es simétrica, entonces los coeficientes

matriciales (1.4.3) estén relacionados mediante
An,k = /‘L:(z,k7 k= 0,---,m, ()\n,n - Ln(9)7 Hn ke = RH(Q)) <522)

En efecto, escribimos (1.4.1) de la siguiente forma

1 2

k
P, (3 2)d0) Y A je " = Guly,
=0

27 Jo

y efectuando el cambio de variable § — 27 — 6 tenemos

1 2w

k
o ], O, (e Q)2 — 0) > A €70 = 6,4l
j=0
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de manera que

2r N

k
1 ‘ .
o § Anae10d0(0) § A€ =0y,
TJo o j=0 ’

es decir,
1 [ . F 3
2 /. O X" d0) (D N e ) = Snily
=0 Jj=0

Eso significa que la familia de los polinomios matriciales {A,(z)} tal que A,(z) =

oo A7, satisface (1.4.2). Puesto que A,

=0 M es una matriz definida positiva, y

n
teniendo en cuenta que los polinomios matriciales ortonormales estan definidos de

manera univoca cuando los coeficientes principales son matrices definidas positivas,

entonces A, (2) = W, (2;Q), 6, equivalentemente, Ay, ; = 1,5, j=0,1,--- ,n. O

En este caso particular, deducimos que a partir de (5.2.2) y (1.4.19), los pardmetros

matriciales de reflexiéon {H,,} asociados a la medida matricial (5.2.1) son hermitianos.

Teorema 5.1.- Sean {D,(a), E,(a)} los pardametros matriciales en la relacion de
recurrencia (1.5.4) para los polinomios { P,(x; )}, y {H,} los pardametros matriciales
de reflexion que aparecen en (1.4.19)-(1.4.22) asociados a la medida matricial (5.2.1).

Entonces

1 1 1
Dy(a) = %(Ip + Hanoa)2 (1, — H3, 1) (1, — Hap)2
En((l/) = %(Ip - H?n)%HQn—1<]p - H2n)% (523)

_%(Ip + H2n)%H2n+l(Ip + HQn)%-
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Reciprocamente, si 11,(x; «) d:eanH(:E;a)_*Pn(x;a)*DnH(a), entonces

H2n+2 = Ip_Hn(_laa)_Hn(La)

Howpr = I —2[I(L;0) — M,(~1;a)] 2 IL,(1; 0)

N|=

w11, (1; ) — 1L, (=1; )]~
Ahora, usando el teorema 5.1, daremos la asintética relativa de los polinomios

matriciales ortonormales con respecto a un medida matricial soportada en el intervalo
[—1,1], cuando la derivada de Radon-Nikodym de Q(6) satisface det Q'(8) > 0 en casi

todo punto (c.p.d.) en [0, 27).

Teorema 5.2.- Sea {P,(z;.) = A,(.)2" + términos de menor grado} una sucesion
de polinomios matriciales ortonormales con respecto a la medida matricial o y (3,
que satisfacen df(u) = do(u) + Mo(u — ¢) donde « estd soportada en [—1,1], M
es una matriz definida positiva y § es la medida matricial de Dirac soportada en

{c} C R\ [-1,1]. Sila parte absolutamente continua de la medida v satisface

do(cos0)
det |:T

} >0 cpd. en [0,27) (5.2.4)
entonces las siguientes afirmaciones son ciertas.
1. Siz e C\[-1,1]

1
lim Pn_l(z;oz)Pn(z;a)—l =(z—V2z?2— l)fp = —@( )Ip.
n—oo :

2. Eziste una sucesion de polinomios matriciales ortonormales { P,(x, 3)}, tal que

(a) nh_{{)lo An(ﬁ)A;1<O‘) = |q>%c)|[p'
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(b) En C\{[-1,1]U{c}}

lim P,(z; B)P,(z;0)™t =] ®(c) | [1— 1 o ﬂxi_q)(c) I,

n—oo

Demostracién.-
Consideramos la medida matricial €2 definida por (5.2.1). La derivada de Radon-

Nikodym de €2(0) con respecto a la medida escalar de Lebesgue es

dQ(0)  do(cost)
0 | sinf |, c.p.d. en [0,27).

A partir de (5.2.4) tenemos det [%&0)] >0 c.p.d. en [0,27). Usando la versién ma-

tricial del teorema de Rakhmanov [Van98§]

Qe
det {%} >0 c.pd. en [0,27) = lim H, =0,
y a partir de (5.2.3) tenemos
: 1 :
nll_{& D, (a) = §Ip, nll_{& E,(a) = 0. (5.2.5)

Usando [Dur99, Thm 1.1], se sigue el apartado 1 del enunciado.
A partir de (2.2.22), existe una sucesién de polinomios matriciales ortonormales
{P,(z,8) = An(B)x™ + términos de menor grado} tal que [A,(B)A; (a)]" son ma-

n

trices triangulares inferiores cuyos elementos diagonales son reales positivos, y

lim [A(8)An ()" [An(B)Ap(a) Y] =

2%(c — & — 1) — 1] I, (5.2.6a)
Entonces usando la unicidad de la factorizacién de Cholesky de (5.2.6a), obtenemos
el apartado 2a.

Usando el teorema 2.10, y tras unos sencillos célculos, se sigue el apartado 2b.
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5.3 Herramientas y demostracion

Los instrumentos principales son las relaciones de recurrencia (1.4.14)-(1.4.15), (1.4.21)-
(1.4.22), sus expresiones equivalentes, y la representacién de los pardmetros matri-
ciales en (1.3.4). Primero, empezamos formular una ttil expresién de los polinomios
matriciales ortonormales { P, (x; )} con respecto a la medida matricial cv, en términos
de los polinomios matriciales ortonormales {®,,(z;Q)} v {¥,(z; )} con respecto a la

medida Q en (5.2.1).

Proposicién 5.3.- Sean {®,(z; )} y{V,(2;Q)} dos sucesiones de polinomios que
satisfacen respectivamente (1.4.1) y (1.4.2) donde ) estd definida en (5.2.1). En-

tonces los polinomios dados por
1
Py(z;a) = —(I, + Hgn)_% Do, (2;2)27" + z”\llgn(%; Q) (5.3.1)

donde x = %(z+ i), son polinomios matriciales ortonormales a izquierda con respecto

a la medida matricial o.

Demostracion.-

Usando (1.4.3) y (5.2.2), tenemos

2n

2n 2n

_ k— -k _ —k

= Aon k2" DD Mo 2" = D0 Ao (RN
k=0 k=0 k=0

L) (5.3.2)

2n
= > 2200k Tnp(2)
k=0
donde x = £(z + 1) y Ti(z) = 5(z* + ) es el k-ésimo polinomio de Chebyshev de

primer tipo cuyo coeficiente principal es 2871
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Por otra parte,

1
[@2n(z; Q)Zﬁn + Zn\pgn(%, Q)*] =
2()‘2%0 + )‘2n72n)Tn(x) + 2(>\2n,1 + >\2n,2n—1)Tn—1($) + - (533)

son polinomios matriciales ortogonales con respecto a la medida matricial « (ver

[AN84]), y satisfacen para k =0,1,--- | n

[ [@on(2; Q)27 4 2" Wy, (L Q)] dar() Ty ()

:% OQW[Q)%(@N);Q) +6i2"9\112n<6i9;9) ] —znedQ(g) _( ik 4 o zk@)

(5.3.4)
= 1 [77 Dy, (e Q)dQ(B) (e " TO)E 4 L [ET Dy, (67 Q) dQ(B) ¢! P
= 5 A2n,200nk + %:u’;nl,Zn(sn,k = T Ao 2nOn k-
Asi, usando (5.3.3), (5.3.4) y (1.4.19) obtenemos
S @ (29)27 4 2" Way (£ Q) ]dor(@) [ @an (23 )27 + 2"y, (£5,Q)*
=2 1 [@9,(2; Q)27 + 2" Wy, (L Q) )dar(2) Ty () (Agn 0 + Aamn)” 555)

= 27 Ay, 90 (A20,0 + A2n20)"

= 2m(Hy, + 1,,).
Puesto que Hy, es una matriz hermitiana, entonces H3, = Hj, Ha,, < I,,, lo que implica
0 < I, + Hy, < 2I,. Finalmente, teniendo en cuenta (5.3.5) obtenemos (5.3.1). =

Demostracién del teorema 5.1.-

A partir de (5.3.1) y (5.3.3) tenemos

Apa) = 2 (I, + HQn)_%<)\2n,0 + Aon2n)

9

= \3:([ + H2n)7%<>\2n,0>\27nl72n + Ip))\Qn,Qrw
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y usando (5.2.2) y (1.4.19) obtenemos

Ap(a) = 5_2%([10 + H2n)7% (Zp + Hap) A2n 20 (5.3.6)

- %(Ip + H2n)%)\2n,2n'

A partir de (1.4.20) y teniendo en cuenta el hecho de que (I, — H2) es una matriz

hermitiana, se obtiene

(Ip - H%n—l)% = )‘Qn—272n—2 /\2_711—1,271—1
(Ip - H%n)fé = ()\QJ,Qn )\;n—1,2n—1)7* = )\2n,2n A;711—1,2n—1'
Asi
)‘2_111—2,271—2(—,17 - Hgn—l)% = A2_73—1,2n—1 - >\2_n1,2n(‘[p - H%n)_%- (5-3'7)

Usando (1.3.6) y (5.3.7)

Dn(a) = %(Ip + H2n—2)%)‘Qn—272n—2/\2_nl,2n(1p + HQn)_%

([p + H2n72)%([p - H%n—l)%(jp - H%n)%Up + H2n)7%

DO =

=
=
[ I

= %(Ip + Hap2) (Ip - H%nfl) (Ip — Hy,)2.

Ahora, de (5.3.1) y (5.3.3), deducimos

gn—t 1
By(a) = ——(I, + Hyp) "2 (Agnat + Aonon—
() \/%(P 2) (2,1 2n,2 1)
y
1
A a)By(a) = §A2—;72n(1p + Han) 7 (A2ng + Aon2n—1)- (5.3.8)

A partir de (1.4.21) y teniendo en cuenta (5.2.2) tenemos

n n—1 n—1
(I, —H2)Z Y Nosz® =D A2 H D A2 R (5.3.9)
k=0 k=0 k=0



122 Capitulo 5. Conexién entre parametros matriciales

Haciendo cambio de indice n — 2n en (5.3.9), si identificamos los coeficientes de z y

2?"~1 en los dos miembros de (5.3.9), obtenemos

(I, — Hﬁn)%km =MXon-1,0 + HopAop—1,2n—2 (5.3.10)

(I, — H2,) 2 Aan20-1 =A2n1,20-2 + Hopdon_10. (5.3.11)
Mediante el cambio de indice n — 2n + 1 en (5.3.9),
(Ip — H%n—i—l)%)\Qn-‘rl,O = Hopt1A2n,20- (5.3.12)
A partir de (5.3.10) y (5.3.11), deducimos
(I, — Hin)% (A2n1 + A2non—1) = (I, + Hon)(A2n—1,0 + A2p—1,20—2)-

Entonces usando el hecho de que (I, — HZ )2 H,, = Ho, (I, — H%n)_%, (5.3.8) se
convierte en

1

2)‘2_111,%(11) - Hgn)fé(/\%ﬂ,o + Aon—1.2n-2). (5.3.13)

Observamos que a partir de (5.3.9), se puede probar por induccién que

/7? n—1 /l:
(L=H)2 A= > [ (T — H)7He Aot (5.3.14a)
1=n—p k=n—p i=n—p
Hn—p /\n—p—l,O + )\n—p—l,n—p—Qv
7"/:8
donde [[ M; =M, --- M, s, p=0,--- ,n—2y el término a derecha de (5.3.14a) es
igual a cero cuando p = 0. Entonces
n—1 2 1
)\n,n—l - Z A (Ip - H@Z>_§Hk+1 )\k,O
k=2 i=k+1 ~ (5.3.15)

+ I (I, — H2)~2 (1, + Hy) Ay
1=2
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A partir de (5.3.13) tenemos

AN (@) Bu(a) = Aty (@) B (a) =

L - _1 1. 1
§>\2nl,2n<1p —H3,) "2 Aan10 — 5)\273%72%2([;; —H3,0) 2 A2nt10
L _1
‘*’5)\2711,271([10 - H%n) 2 A2p—1,2n—2 (5.3.16a)
1 _1
_5/\27114-2,271—}-2([1) - H§n+2) 2 A2n41,2n- (5.3.16b)

De (5.3.15) se sigue que

1

(I, = H3,0) 2 (1, — H3,) "2 Aan_1.202

-2 2t . ot b
= > Il (p=H)2Hep Mot T (I, —H7)72(L, + Ha) Ao
k=2 i=k+1 =2 (5.3.17)
= Aony12n — (I — H%n+1)7%(1p - Hgn)féH% A2n—1,0
—(Ip — H%n+1)_%H2n+1 A2n,0-
Sustituyendo (5.3.17) en (5.3.16a) y (5.3.16b), obtenemos
AL (@) Bo(a) = Ay (@) By (@) =
1 —1 2 \—41 1 1 9 1
52220y = H3n) "2 Aon-10 = SAoni.2n42(lp = Hanin) 2 Aonsr0
L 2 \—1 Ly
—5A2n2n Ty = Hzn) "2 Handon-10 = S Ao 2 Hont 12200
|- 1
+§)\27«L1,2n(1p - H§n+l) 2 Xont1,2n (5.3.18a)
1. 1
—5)\2nl+2,2n+2(1p —H3,19) 2 Aant1.2n- (5.3.18b)

Entonces a partir de (5.3.7) con el cambio de indice n — n+1, la suma de los términos

en (5.3.18a) y (5.3.18b) es igual a cero.
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De (5.3.6), se tiene

An(a) [A, (@) Bu(a) — A (@) B (@)] A, a) =

n n

Sy B )50, — 1) s A3 (7 + ) (5.3190)
—%(Jp + Hap)2 (I, — H2,) ™ 2Han Ao 1.0 Agyion (1, + Hay) 72 (5.3.19D)
—%(Jp + Hop) 2 Aan 20 Ayt a2 X (5.3.19¢)
(L, = H2,5) "% Aans1,0 Ao (1 + Hap ) 72 (5.3.19d)

_%( T, + Han)*Hont1 Aono Agrlon(Ip + Hap) 2 (5.3.19¢)
De (1.4.20) se sigue que
(L, = H3,)% = Aan1.20-1 Ao
y usando (1.4.19)
A2n—10 Agpon (I = H3,) 7% = Xan_1.0A50 1 9,1 = Hano1. (5.3.20)

Asi, teniendo en cuenta (5.3.20), la suma de los términos en (5.3.19a) y (5.3.19b) es

%(Ip + HQn)% (Ip - Hgny%(Ip - HQn) >‘2n—1,0 )‘27711,271([19 + H2n)7%

(I — H2n)% Aan10 Ao on (I — H2,)"2(I, — Ha,)?

N =

(Ip - HQH)%HZH—I(IP - H2n>%

NI

De (1.4.20) y (5.3.12), deducimos que

- 1
Aon.2n >‘2nl+2,2n+2<[p — H3, 1) 2] Azn10
1
= Aop.on [/\2n+1,2n+1} A2n+1,0 (5.3.21)

= (]p - H%n—i—l)%)‘Qn-‘rLO

- H2n+1 >\2n,2n .
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Entonces usando (5.3.21), la suma de los términos en (5.3.19¢)-(5.3.19d) y

€s

N |=

_%(Ip + HQ”)%HQnJrl(I + )\2n ,0 )\Qn 271)(] + H2n)_

= _%(Ip + HQn)%HQn—i—l(]p + HQn)%-
Finalmente, de (1.3.6) y (5.3.19) se sigue

Ey(a) = 3(I, — Hyp) 2y, (I, — Hy, )2

_%(Ip + H2n)%H2n+1(Ip + H2n>%-
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(5.3.19¢)

Para probar la segunda parte del teorema 5.1, escribimos la expresién (5.3.1) en

r =1y x=—1. Puesto que x = 1 corresponde a z =1lyzr=—-laz=—-1 (z =

1(z+1)), entonces teniendo en cuenta (5.2.2), encontramos

Py(lia) = (I, + Hy) 20y,(1;0)
Ly (=2 1 .
Pn(_laa) - NG (Ip+H2n) 2(1)271(_1’Q)
asi como
V2

P,(Lya)" Tﬂ(lp + Hgn)%%n(l;ﬁ)—l
. —1)"/27 1 B
P,(—1;a) = %(IP—FH%);\PM(—LQ) !

A partir de (1.4.15) tenemos
U, (1:9Q) — U, (1;Q)H, = U,y (1; Q)(I, — H)?
U, (—1;0Q) — (=1)" W, (=1, QH, = =, _,(~1;Q)(I, — H2)3,

0, equivalentemente,

W, 1 (1;9Q) 710, (1;Q) = (I, — H2)2 (1, — H,)!

[NIES

\I’n—1<_13 Q)ilan<_1; Q) = _(Ip o Hi) ([p - (_1)an)71

(5.3.22)

(5.3.23)

(5.3.24)

(5.3.25)
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Usando (5.3.22) y (5.3.24) tenemos

N |=

Pn(]-a O[)_* n—i—l(l; CY)* - (Ip + HQn)%\IJQn(L Q)_I\I]2n+2<1; Q)(Ip + H2n+2)_

= (Ip + HZn)% (\11271(1; Q)il‘IIQ”Jrl(l; Q))

N

(\I’2n+1(1; Q)" Woni0(1; Q)) (I, + Hapyo)™

1 1 N
= (Ip + Hap)2 (1) — H%n-{—l)Q (Ip — Hapy1) !

D=

(I — H3,12)2 (I — Hopya) (1, + Hansn) 2.
Teniendo en cuenta que Ho,yo(I, — H2,,5)"2 = (I, — H3,5) 2Hapn o,
Po(1;0) 7 P (130)" = (I + Hon ) (I = Hi4)* (I — Hongn) ™ (1 = Honeo) 2.
Asi pues, de (5.2.3) obtenemos

2P, 1(1;0)*Py(1;)* Dy (o) =

(5.3.26)
(I, = Hon2) 2 (I, — Hani1) (I, — Hanyo)2.
Anéalogamente
P, (-1;0) P (—1a)" =
_(Ip + H2n)% (Ip - H%nJrl)% (Ip + H2n+1)_1(1p - H2n+2)_%7
de modo que
_%Dn+1<a)_lpn(_1; @)_*PnJrl(_la Oé>* =
(Ip — Honta) 2 (Ip + Hapy1) "M (L — Hanyo) 2,
es decir,
—2P, 1 (=1 a) P (—1; )" Dy (a) =

(5.3.27)

(I, — Hap2)? (I, + Hopy1) (I, — Honyo) 2.
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Finalmente, resolviendo el siguiente sistema de ecuaciones (5.3.26) y (5.3.27)

2Hn(1§ &) = (Ip - H2n+2)%(]p - H2n+1)(]p - H2n+2)%

(S

20 (~Li0) = (I, — Hony2)? (Ip + Hanp1) (I, — Hopyo)?,

de la suma de dichas ecuaciones, se sigue
Hopio = I, + I1,,(—1; ) — I1,(1; ). (5.3.28)

Sustituyendo (5.3.28) en la primera ecuacion, se tiene

D=

H2n+1 = Ip -2 [Hn(la Oé) - Hn(_l; Oé)]_

N

IL,(1; o) (1 ) = I (=1 )] 2.

Observamos que si {H,} es una sucesién constante de matrices hermitianas, es

decir que H,, = H para todo n, entonces de acuerdo con el teorema 5.1, tenemos

Dy(a) = §(I,+H)>(I, —H?)2(I, — H)>

= YI,-H*)>0
1 1
En(a) = %(Ip - H)EH(IP - H2n)§
— (I, + H)zH(I, + H)?
- _H2

La sucesiéon de polinomios matriciales {P,(x; )} ha sido analizada en [Dur99]. En
particular, la correspondiente medida matricial de ortogonalidad « viene determinada

en [Dur99, Eq. (3.1)] y su soporte puede ser determinado como sigue.

1 1\ 3
da = o-D} (4, - D H(E—2L)DE ~2L,)D})" D7hde,  (53.29)

™
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donde D = lim D,(o) y E = lim FE,(a). Teniendo en cuenta que las matrices

n—oo n—o0

implicadas en (5.3.29) son polinomios matriciales en la matriz H, entonces podemos

conmutar en el producto y, por lo tanto, tenemos

N

da = £=D2(4D*— (E —xl,)?)? dx

= LD 2((I,— H2)? — (H? + 21,)%)% da

= 1D(I, — [(I, — H2)~Y(H2 + z1,)]%)* da.
Por otra parte, y de acuerdo con [Dur99, Thm 3.1}, el soporte de la medida matricial
se encuentra como maximo en la unién de p intervalos disjuntos, cerrados, y no

degenerados, cuyos puntos de los extremos son raices del polinomio escalar

det[(I, — H*) — (H*+2,)* =0

det[l, + xI,] =0 6 det[I, — 2H? — x| = 0,
es decir, {—1} y los valores propios de la matriz I, — 2H?, 6 equivalentemente {—1} U
{1 —2X*} donde A es valor propio de la matriz H. Puesto que 0 < H? < I,,, entonces
los valores propios de la matriz I, — 2H? pertenecen al intervalo [—1, 1].
En [Dur99], se ha obtenido que una condicién necesaria para dicho resultado es que
41, — D7*(E — z1I,)? debe ser una matriz definida positiva ¢ semi-definida positiva.
En efecto,

41, — A(I, — H?)72(—H? — x1,)?
— 4 (L~ {(, — I (1 4 2}

= (L~ {@+ D, - 1) = L)) >0
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dado que sus valores propios 4 <1 —{(z+1)Q=-XN)" - 1}2> son no-negativos para

todo0 < A <1lyaxe€sopla) C[—1,1].
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