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Introduccion

Antecedentes

La teoria de polinomios ortogonales respecto a medidas soportadas en la recta
real ha sido objeto de atencién no s6lo desde una perspectiva analitica (propie-
dades asintéticas, distribucion de sus ceros) sino desde un amplio espectro de
aplicaciones (integracién numérica, métodos espectrales para el tratamiento de
problemas de valores en la frontera, teoria de grafos, sistemas integrables, etc).
Mis recientemente, se ha desarrollado un tratamiento basado en las propiedades
espectrales de las matrices de Jacobi asociadas a dichos polinomios ortogonales.
De hecho, las matrices de Jacobi representan, en forma matricial, el operador de
multiplicacion respecto a la base de polinomios ortogonales. En [70] y [78] se ha
abierto una interesante aproximacion a la conexion entre perturbaciones de medi-
das y factorizacién LU de matrices de Jacobi que ha sido desarrollada tanto desde
el aspecto tedrico ([10], [11], [76]) como numérico ([8], [9]) en el marco de las
denominadas transformaciones de Darboux que tienen su origen en los problemas
biespectrales (véase [70]), asi como a través de la factorizacion QR ([12]).

Asimismo, y en un marco puramente algebraico, los polinomios ortogona-
les respecto a medidas soportadas en la recta real han sido utilizados de manera
sistemdtica en el tratamiento de sistemas lineales a través de los denominados

generadores de espacios de estado para controlabilidad de sistemas lineales (véa-



4 Introduccion

se [2], [42] y [43]). En particular, la obtencién de algoritmos tipo Leverrier estd
intimamente ligada a la inversién de matrices polindmicas, i. e. al estudio de la
funcién de transferencia del sistema lineal. Extensiones del algoritmo de Leve-
rrier han sido analizadas en los trabajos pioneros de S. Barnett ([3], [4]) y J. C.
Gower [31] y posteriormente ampliadas en el caso de haces lineales (véase [36],
[48], [59], [73], [74]) y matrices polindmicas de grado arbitrario ([S], [19], [21]).
Mas recientemente, se han aplicado dichas técnicas en el estudio de inversas gene-
ralizadas de matrices polindmicas y racionales ([44], [45], [71]). La conexién con
problemas de mecdnica cldsica (teoria de vibraciones) se ha puesto de manifiesto
en [26] y [58] asi como en relacién con modelos 2-dimensionales de espacios de
estado ([77], [79]). Finalmente, una interesante aplicacion en sistemas expertos
para la obtencion de modelos a tiempo discreto utilizando identificacién paramé-
trica, ha sido desarrollado en [66]. Un primer objetivo de nuestra memoria ha
sido el tratamiento del algoritmo de Leverrier-Faddeev desde la perspectiva de los
polinomios ortogonales cldsicos. Dada una matriz A € C™" existe una conexién
directa entre su polinomio caracteristico p4(s) y la matriz adjunta de s/, — A. De

hecho, en el capitulo 2 ponemos de manifiesto (Lema 2.4.1) que

%pA(s) =trAdj (sI, — A).

En lugar de utilizar la representacion del polinomio caracteristico en térmi-
nos de la base canonica {x"},., consideraremos bases de polinomios ortogonales
clasicos (Hermite, Laguerre, Jacobi, Bessel) de manera que obtenemos un marco
general que abarca los casos estudiados para familias particulares de polinomios
ortogonales ([4], [74]). La clave es una propiedad estructural de los polinomios

ortogonales cldsicos.

En el capitulo 3, utilizamos la anterior descomposicion para abordar el calculo
de la inversa de matrices polindmicas mostrando las ventajas frente a otras técni-
cas desarrolladas en [S], [19] y [21].

La segunda parte de la memoria aborda la teoria de polinomios ortogonales

respecto a una medida positiva no trivial soportada sobre la circunferencia uni-
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dad. Esta teoria se inicia con los trabajos de G. Szeg6 (véase [72] y su exhaustivo
conjunto de referencias) y se desarrolla desde una perspectiva analitica por Ya L.
Geronimus ([23], [24] y [25]) basada en la teoria cldsica de funciones de variable
compleja. La conexion con el problema trigonométrico de momentos y la teoria
de procesos estocdsticos estacionarios discretos constituyen un importante eje de
actividad investigadora en la década de los cincuenta (véase a modo de ejemplo
[34]). En la década de los ochenta se asiste un renovado interés por el tema tan-
to desde la perspectiva de la teorfa de aproximacién (fracciones continuas [41] y
aproximacion por polinomios trigonométricos [65]) como desde una perspectiva
algebraica ligada al problema de factorizaciéon QR de matrices unitarias de Hes-
senberg de dimensién finita ([33]). En los aflos noventa se desarrolla una teoria
constructiva de familias de polinomios ortogonales asociados a perturbaciones de
medidas soportadas en la circunferencia unidad (véase [6], [27], [28], [40], [49].
[51], [56], [S57], [63], entre otros) junto a una novedosa interpretacion basada en
la representacion matricial del operador de multiplicacion respecto a una base or-

tonormal en relacién a medidas soportadas en un arco de la circunferencia unidad
(1291, [30D).

Sin duda alguna, el hito més relevante al comienzo del siglo XXI es la apa-
ricién de los dos volimenes de la monografia de B. Simon [68] que constituyen
la descripcién mas exhaustiva del estado del arte en la teoria de polinomios orto-
gonales en la circunferencia unidad (véase también [67] a modo de sintesis). Una
de sus aportaciones fundamentales es el tratamiento de la representacion matricial
del operador de multiplicacion respecto a bases ortonormales en el espacio de los
polinomios de Laurent A = span{z" : n € Z} construidas a partir del proceso
de ortonormalizacién de Gram-Schmidt de las familias S = {1,z, 712,272, .. }
yT = {l,z‘l,z, 7%, } La matriz resultante es pentadiagonal y admite una
factorizacién en términos de dos matrices diagonales por bloques de dimensién
2 la primera y de un tnico bloque de dimension 1 y los restantes de dimension
2 la segunda, cuyas entradas estin relacionadas con los denominados pardmetros
de reflexion, 1. e. las evaluaciones en el punto z = 0 de los polinomios ortonor-
males. Este resultado debido a D. S. Watkins ([75]) fue obtenido mediante una
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demostracion alternativa e independiente en [13].

En esta memoria nos centramos en el andlisis de ciertas perturbaciones canéni-
cas de funcionales hermitianos definidos en el espacio A. En particular, establece-
mos la conexion entre las correspondientes funciones de Carathéodory mediante

una transformacion espectral lineal, siguiendo la linea esbozada en [50].

Estructura de la memoria y aportaciones originales

A continuacion, explicamos los contenidos y aportaciones especificas de ca-
da capitulo que conforma esta memoria. El capitulo 1 es una introduccién que
contiene conceptos basicos acerca de funcionales de momentos, caracterizaciones
y operaciones algebraicas. También introducimos algunos aspectos de la teoria
de polinomios ortogonales asociados a funcionales lineales al igual que damos
ciertas caracterizaciones de los polinomios ortogonales clasicos. Al final de este
capitulo estudiamos la relacion entre polinomios ortogonales y funcionales linea-
les en el contexto de la conexién entre la matriz de momentos y los generadores

de espacios de estado.

En el capitulo 2, estudiamos una herramienta util para obtener en forma ex-
plicita la funcién de transferencia de un sistema lineal, el algoritmo de Leverrier-
Faddeev. Hacemos un repaso de la evolucion de este algoritmo desde su obtencidon
al igual que presentamos sus ventajas y desventajas. En este capitulo desarrolla-
mos una implementacion sencilla del algoritmo de Leverrier-Faddeev en la que
podemos expresar una funcion de transferencia de un sistema lineal en funcién de

una base de polinomios ortogonales clasicos.

En el capitulo 3 abordamos dos adaptaciones del algoritmo de Leverrier-Fad-
deev basados en el algoritmo obtenido en el capitulo 2. La primera sirve para
obtener de forma explicita la funcién de transferencia de un sistema lineal singu-
lar invariante en el tiempo. La otra adaptacion del algoritmo fue motivada por el
computo de la funcién de transferencia de un sistema de osciladores en funcién

de una base de polinomios ortogonales clasicos.
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En un marco mds general, los algoritmos presentados en este capitulo forman
una herramienta para el computo de la inversa de una matriz polinémica de orden

arbitrario.

En el capitulo 4 abordamos el tema de transformaciones espectrales para ma-
trices hermitianas Toeplitz. Comenzamos con los conceptos bédsicos de la teoria de
polinomios ortogonales respecto a funcionales lineales hermitianos y se definen
tres perturbaciones candnicas: Christoffel, Uvarov y Geronimus, asi denominadas
por su andlogo con el caso real, analizando para la primera de ellas las condicio-
nes necesarias y suficientes para la existencia de polinomios ortogonales respecto
al funcional perturbado y luego, la relacion existente entre las correspondientes
matrices de Hessenberg via factorizacién LU y QR. Esta tltima en el caso de

funcionales lineales hermitianos definidos positivos.

En el capitulo 5 se estudian dos modelos de transformacién de Uvarov y se dan
condiciones necesarias y suficientes para que el funcional perturbado sea cuasi-

definido. Finalmente se establece la relacion entre las matrices de Hessenberg.

En el capitulo 6 consideramos la transformaciéon de Geronimus p;, de una
medida no trivial de probabilidad u soportada en la circunferencia unidad, dada
por

dy = —M 0T =1,
lz = af

Tras introducir conceptos basicos y resultados preliminares, damos una expre-
sién explicita de los polinomios ortonormales con respecto a u; en funcién de los
asociados a u. Finalmente, usando los resultados obtenidos y desarrollados en el
capitulo 4, mostramos una conexion entre las matrices de Hessenberg asociadas
con el operador de multiplicacién con respecto a las dos familias de polinomios,
en la que interviene la factorizaciéon QR. Asimismo, mostramos algunos ejemplos
de dichos tipos de transformaciones junto con las representationes explicitas de

las sucesiones de polinomios ortogonales asociadas a la medida y; .

Finalmente, la ultima seccion contiene algunos problemas abiertos.
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Publicaciones resultado de la memoria

Los resultados del capitulo 2 han aparecido en [37], mientras que los del capi-
tulo 3 han sido publicados en [35] y [36].

Algunas contribuciones del capitulo 4 han aparecido en [17] y [S5], funda-
mentalmente en relacidn con los problemas de factorizacion. En [17] se presentan
algunos resultados del capitulo 5 mientras que en [54] se han sintetizado los ele-

mentos basicos del capitulo 6.



Capitulo

Polinomios ortogonales y
funcionales de momentos

1.1. Funcionales de momentos

SeaU : P — C un funcional lineal en el espacio vectorial IP de los polinomios

con coeficientes complejos y consideremos la base canonica {x"},5.

Definicion 1.1.1 La sucesion {m,},s, definida por
UxHY=m, n=0,12,... (1.1.1)

se denomina sucesion de momentos. El valor m,, se denomina momento de orden

ny el funcional lineal U se llama funcional de momentos asociado a la sucesion

{mn }7120'

La matriz semi-infinita H cuyas entradas estdn dadas por i ; = my,j, k, j =
0, 1,..., se denomina matriz de momentos estdndar asociada al funcional U. H es

una matriz de Hankel, esto es, una matriz cuyos elementos de las anti-diagonales

9
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son idénticos
my m; my

mp np nmMj

my ms Ny

Definicion 1.1.2 Sea H, la submatriz principal de H de dimension (n+1)x(n+1).
Diremos que el funcional lineal U es cuasi-definido si las submatrices principales
H,, n=0,1,2,... de la matriz de Hankel semi-infinita H = (mj+k)‘]’.f’k:0 son no
singulares.

Diremos que U es definido positivo si U (p(x)) > 0 para todo polinomio

p € P no nulo y no-negativo para todo x € R.

En un caso definido positivo, los momentos del funcional son reales (véase

[16]).

Proposicion 1.1.3 ([16]) Un funcional lineal U es definido positivo si y solo

my m B my,
mp  mp o My

Ayi=| >0, (1.1.2)
my, NMyy -0 myy,

para todo n > 0.

En el caso definido positivo, existe una medida de Borel positiva y soporta-
da en un subconjunto [E de la recta real tal que el funcional lineal U tiene una

representacion integral

U(p) = f p()du(x). (1.1.3)
E

A continuacion describiremos una serie de operaciones basicas en el espacio

de los funcionales lineales que serdn de utilidad a lo largo de esta memoria.

Dado un polinomio ¢ € P, con deg¢ = n, podemos introducir un nuevo

funcional lineal llamado multiplicacion a la izquierda de U por ¢ de la siguiente
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forma

(60U (p(x)) = U (S(X)p().

Asimismo, llamaremos multiplicacion por la izquierda de U por el polinomio

inverso ¢ al funcional definido por

p(x) - Lp,¢(X))
P(x) ’

(™' U) (p(x)) = w(

donde L, 4 es el polinomio interpolador de grado deg(p) — 1 que interpola a p en
las raices de ¢.

Un caso particular de lo anterior es el siguiente: si @ € C, llamaremos mul-
tiplicacion por la izquierda de U por la funcién racional (x — a)~" al funcional

lineal U definido por

Up) := (x— ) ' U(p) = w(’w), peP.

La derivada distribucional del funcional U esta dada por

(D(LI)(p(x)) =—-U(p'(x)), paratodo p € P.

En base a lo anterior, introducimos los siguientes funcionales a partir de U

(i) Sea a € C. El funcional U= (x — @)U se llama transformado canonico de
Christoffel del funcional U (ver [78]).

(i1) Sia,m e C, U:=U+ mo, recibe el nombre de transformado candnico de
Uvarov, donde ¢, es el funcional de Dirac dado por d,(p(x)) = p(a), p € P
(ver [78)).

(iii) Sean a,m € C. El funcional U = (x — @)~ 'U + mS, se denomina transfor-

mado canonico de Geronimus (ver [78]).
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1.2. Polinomios ortogonales asociados a funcionales

lineales

Sean L : P +— C un funcional lineal y {P,},-, una sucesiéon de polinomios.

Definicion 1.2.1 Diremos que {P,},o es una sucesion de polinomios ortogonales

respecto al funcional lineal L si
(i) deg P,(x) = n para todon > 0.

(i) L(Py(x)P,(x)) = K,0,m, conk, # 0y 0, es la delta de Kronecker definida

por
{ 1 si n=m,
é‘n,m =

0O si n#+m.

Diremos que {P,},q es ortonormal respecto al funcional lineal L si, ademds

de cumplirse (i) y (ii), se tiene que K, = 1 para todo n > 0.

Teorema 1.2.2 Sea {P,},-o una sucesion de polinomios ortogonales respecto a

L. Entonces, para todo p € P con deg p(x) = n,
P = ) APi(x),
=0

_ LP)px) —
donde A;, = RGED) ,parak =0,1,2,...,n.
Del anterior resultado, es sencillo comprobar que, si {P,},s, €s una sucesion
de polinomios ortogonales respecto a L, entonces {c,P,},>o, con ¢, # 0 para todo
n > 0, también lo es. Si el coeficiente lider de cada P,(x) es igual a 1, entonces

decimos que {P,},>o es una sucesion de polinomios ortogonales monicos.

Proposicion 1.2.3 (ver [16]) Sea L un funcional lineal. Los siguientes enuncia-

dos son equivalentes:
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(i) L es un funcional lineal cuasi-definido.

(ii) Existe una tinica sucesion de polinomios ortogonales monicos {P,},, respec-

to al funcional lineal L, dada por

my my - my,
| my  ny My
Po(x) =1, Py(x) = A : ,n=1,  (1.2.1)
My—1 My M2p—1
1 X X"

donde A, = detH,, n > 0.

(iii) Existen sucesiones de niumeros complejos (3.}, y {yn},., cony, # 0 para
todo n € NN tales que la sucesion de polinomios monicos {P,},o definida

por la relacion
xP,(x) = Py (%) +ﬁnPn(-x) + 7nPn—1(x)’ nz0 (1.2.2)

es ortogonal respecto a L (con el convenio P_i(x) = 0).

La representacién matricial del operador asociado con la multiplicacion por x

en P respecto a la base de polinomios ortogonales ménicos es una matriz tridia-

gonal:
Lo 1 0 O
y B 1 0

0 v B 1

Ademais, es facil comprobar que el polinomio caracteristico de la submatriz

principal J,;; de dimensién (n + 1) X (n + 1) es el polinomio P,., n > 0.



14 Polinomios ortogonales y funcionales de momentos

1.3. Polinomios ortogonales clasicos

Los polinomios ortogonales cldsicos son las familias mas utilizadas en la li-
teratura de polinomios ortogonales. Estos polinomios, aparecen como soluciones

de ecuaciones diferenciales hipergeométricas (ver [61]).

Definicion 1.3.1 Sean L : P — C un funcional lineal cuasi-definido y {P,},so la
sucesion de polinomios ortogonales monicos respecto a L. Diremos que L es un
funcional lineal cldsico si existen polinomios ¢ y ¥ con deg¢p < 2 y degy =1

tales que

D(@L)=yL. (1.3.1)

En este caso, se dice que {P,},>o es una sucesion de polinomios ortogonales
cldsicos respecto a L. La expresion (1.3.1) se denomina ecuacion distribucional

de Pearson.

Teorema 1.3.2 (ver [52]) Sea L un funcional lineal cuasi-definido, entonces los

siguientes enunciados son equivalentes
(i) L es un funcional lineal cldsico.

(it) Los polinomios monicos {P,},o, ortogonales respecto al funcional lineal L,
son autofunciones del operador diferencial de segundo orden ¢D* + WD,

esto es, A4, # 0 tal que
¢P, +yP, + A,P, = 0. (1.3.2)
Como hemos sefialado anteriormente, los polinomios {P,},.o, que satisfacen

la ecuacion (1.3.2) son los denominados de tipo hipergeométrico: polinomios de
Hermite, polinomios de Laguerre, polinomios de Jacobi y polinomios de Bessel.
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1.3.1. Polinomios de Hermite

La familia de los polinomios ménicos de Hermite {H, },-, es ortogonal respec-
to al funcional definido positivo

Ly (p(x) = f p(x)e " dx.

(%)

La familia {H,},., satisface la relacion de recurrencia

XH(x) = Hyppy (x) + an_l(x), n>0, (1.3.3)

con el convenio H_;(x) = 0.

El funcional lineal Ly satisface la ecuacion distribucional de Pearson (1.3.1)
con ¢(x) =1y yY(x) = -2x.

1.3.2. Polinomios de Laguerre

Los polinomios moénicos de Laguerre {LE,")} o cona > —1 constituyen una

nz

familia uniparamétrica ortogonal respecto al funcional definido positivo
+00
£, (p() = f P redx.
0

Los polinomios ¢(x) = x, ¥(x) = —x + a + 1 son los asociados a £; en la

ecuacion distribucional de Pearson (1.3.1).

La sucesion {Lﬁl‘l)} 0 satisface la relacidn de recurrencia

Z

XLO(x) = L2 (x) + @n+ a + DLD(x) + n(n + @)L, (x), n>0, (1.3.4)

+

con el convenio L(_C'l)(x) =0.
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1.3.3. Polinomios de Jacobi

Los polinomios moénicos de Jacobi {P,(f"6 )} 0 constituye una familia depen-

nz

diente de dos parametros @, 8 > —1 y son ortogonales respecto al funcional defi-

nido positivo
1

Lp (p(x)) = f p(x)(1 = x)*(1 + xVdx.
-1

La relacion de recurrencia que satisface {Pﬁ,‘l’ﬂ )} o €8
nz

a, _ plap) a, (a,3)
xPPP(x) = PO (x) + B PP (x) + v, P (x),  n >0, (1.3.5)

n+l

con el convenio P(_al’ﬁ ) (x) = 0, donde

ﬁl_al
P = Cn+a+B)n+a+pf+2)
Y, = dn(n + a)(n + B)(n + a + P)

Cn+a+B-1)2n+a+BPCn+a+p+1)

En la ecuacién (1.3.1) los polinomios asociados a Lp son ¢(x) = 1 — x* y

U(x)=—(@+B+2)x+B—a.

1.3.4. Polinomios de Bessel

Los polinomios ménicos de Bessel {B,(f”)} 0 constituyen una familia unipara-
nz

métrica con pardmetro @ # —2, -3, —4, ...y son ortogonales respecto al funcional

lineal cuasi-definido

L (p(x) = f p(x)x%eidx,
T

donde T ={ze C: |zl =1}.

Los polinomios {Bﬁ,‘”} 0 satisfacen la relacion de recurrencia

nz

$B () = B () + BB () + %,BY (0, 020, (13.6)

+
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con el convenio B(_“f(x) = 0, donde

2a
TQn+a)2n+a+2)
dn(n + @)
Qnt+a-D2n+aXCn+a+l)

Bn:

Yn =

El funcional lineal L satisface la ecuacion distribucional de Pearson (1.3.1) con
d(x) = x> y Y(x) = (a + 2)x + 2.
La siguiente tabla resume los valores de los coeficientes de la relacién de re-

currencia (1.2.2)

B, Y
Hermite 0 3
Laguerre 2n+a+1 n(n + @)
. B—a? 4n(n+a)(n+p)(n+a+p)
Jacobi Qnra+f)n+a+p+2) Qn+a+B-1)2n+a+B)? 2n+a+p+1)
20 4n(n+a)
Bessel T Qn+a)2nta+2) T Cnra-D2n+a) Qnra+l)

Tabla 1.1: Coeficientes en la relacion (1.2.2)

Otra caracterizacion de los polinomios ortogonales clasicos, viene dada por la

siguiente
Proposicion 1.3.3 (ver [52]) Los siguientes enunciados son equivalentes.

(@) {Pu}ns0 €s una sucesion de polinomios ortogonales cldsicos.

/

.. .. . . s . 1 .,
(ii) La sucesién de polinomios ménicos {Q, )}, dada por Q, = —= T es también
n-+

una sucesion de polinomios ortogonales.
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(iti) En el desarrollo de P, en términos de la base polinomica {Q,},o, los coefi-

cientes para 0 < k < n — 3 se anulan, es decir:
Py (x) = Qu(x) + 14 Qn-1(X) + 5, Qp2(). (1.3.7)

La familia {Q,},o es ortogonal respecto al funcional ¢.£, donde ¢ es el po-
linomio que aparece en la relacién (1.3.1) (véase [52]). Los coeficientes r,, s, de
la relacion (1.3.7) para las distintas familias de polinomios ortogonales clasicos

estdn dadas en la siguiente tabla

, Sn
Hermite 0 0
Laguerre n 0
Jacobi (2n+afg)((§:£3z+ﬁ+2) - (2n+oz+/;ti1 Y)l(_Zln)iZJ:/lf))ggfia+ﬁ+l)
Bessel M‘% (2n+a—1)?2nr52;;2)(2n+a+1)

Tabla 1.2: Coeficientes en la relacion (1.3.7)

1.4. Polinomios ortogonales y sistemas lineales

En el espacio vectorial IP de los polinomios en una variable con coeficientes
complejos introducimos un producto escalar (-, -), i. . una aplicacién de P X IP en
C tal que

(@) (ap+pBq,r) =a{p,r)+p{q,rycona,B e C,p,qg,relP.

@) {p,q» =4q.p), p-q € P.



1.4. Polinomios ortogonales y sistemas lineales 19

(iii) (p,p) € Ry, p € P\ {0}

Si se considera la base candnica {7"},5¢ del espacio IP, tenemos asociada la
matriz infinita de Gram R = (ry, /)Zj:O’ también denominada matriz de momentos,
donde ry ; = (,2/).R,, n = 0,1,..., denotard la submatriz principal de dimensi6n
(n+ 1) X (n+1)delamatriz R.

Por otra parte, aplicando a la base candnica el método de ortogonalizacién de

Gram-Schmidt podemos construir una Unica familia de polinomios {P,},, tal que
(i) P,(2) = k,2" + términos de grado inferior, «, > 0.
(@) (Pn, Py) = 6pm, para0 <m < n.

La familia {P,},>¢ se denomina familia de polinomios ortonormales respecto

al producto escalar (-, -). La familia {K_l

i P,,} se denomina familia de polinomios
n=0

ortogonales ménicos respecto al anterior producto escalar.

Simediante w,y; = [1,2,...,2"]' Y Vur1 = [Po(2), P1(2), ..., P,(2)]" denotamos,
respectivamente, los vectores polinémicos de orden n + 1 correspondientes a las

bases {z"},50 Y {Pn}.=0, €ntonces se deduce facilmente
Proposicion 1.4.1

(&) Wpr1 Wy, 1) = Ry

(ii) (Vpei V£,+1> = L.

Con la anterior notaciéon queremos denotar que el producto escalar se aplica a
cada una de las entradas de las matrices producto.

Por otra parte, v,,; = A,w,,; donde A, € C""!""*! es una matriz triangular
inferior con elementos diagonales positivos. Mds concretamente, los elementos
diagonales son los coeficientes lideres ko, 1, . . . , k, de los polinomios ortonorma-

les Py(z), P1(2), ..., P.(2).

Teniendo en cuenta que

Vpy1 = ann+l + [0’ R O, a’n+1Pn+1(Z)][a (141)
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donde «,,.1 = K’(jl y M, una matriz Hessenberg inferior, se tiene
ZAan+1 = MnAan+1 + [0, cees 0’ a’n+1Pn+1(Z)]t,
esto es .
_ P.(z
W1 = A MLA W, + [0, ...,0, Z”( )] . (1.4.2)
n+1

Identificando las entradas en los dos miembros de la anterior igualdad, se tiene

0 10 - 0
0 0o 1
A,'M,A, = : oo | =FO, (1.4.3)
| —An+ipnel —Aptin " —dp+1,1 |

0 t
donde Pn+1(Z) = Kn+1 (Zn+1 + an+1,1Zn +ee T+ Api 10k + an+1,n+1)a (F}(1 )) = Zn + une;»
1 1.1 _ 11
u, = (_an+l,n+l’_an+],n7---’_an+l,l) € CI’H- , €y = (0’ 07""09 l)t € CVH‘ yZn
es la matriz de dimensién (n+ 1) X (n+ 1) con 1 en la primera subdiagonal inferior

y las restantes entradas son nulas.

De (1.4.3) se sigue que el polinomio caracteristico de M, es precisamente el

polinomio !

"+1Pn+1. Por otra parte,

R,= (W w' )= (A v AT

n+l n+l

(1.4.4)
= A'A, = L,L;.

Puesto que L, = A" es triangular inferior con elementos diagonales positivos,
(1.4.4) es la factorizacion de Cholesky de la matriz R,,.

En la teoria de sistemas lineales (véase [42]) el par ((F ,(,O))t , eo), donde ¢, =

(1,0,...,0) € C**"!, se denomina par canénico de controlabilidad de la matriz
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R,. De hecho, parak =0,1,...,n,

t —1 p—=*
rk,j ek<An An )ej

= o (FO) A4 (FO) e

e, (A;IM';) (Mi)* A"ey

CER EACHNCE

*

Si denotamos g, = €A, ', esto es, g, = A, "¢y = L;e, entonces de la expresion

anterior obtenemos

&
g;Mn n
: (80 Mgy (M;)" 8] (145)
g.M,
= CiC,
donde C, = [gn, M:g,,...,(M:)" g,] es la matriz de controlabilidad asociada al

par (M, g).
Ahora bien, de (1.4.3) se sigue que

AL (M) = (FO) Az ke,

n

y, por tanto,
A;Cn =l

En conclusién, la matriz de controlabilidad C, € C"*'"*! asociada al par

(M:, g,) es la inversa de la matriz A’

En el caso del producto escalar estidndar asociado a una medida positiva u
soportada en la recta real, la matriz M), es una matriz de Jacobi, esto es, una matriz

tridiagonal simétrica.
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En el caso del producto escalar no estdndar asociado a una medida positiva u
soportada en la circunferencia unidad, dado por

(p.q) = fT P(2)q()du,

la matriz M,, es una matriz cuasi-unitaria (ver [55]).

Definicion 1.4.2 ([42], [43]) La sucesion (F,, g,) donde F,, € C**'"*! g, € CM!
se denomina sucesion generadora de espacios de estado para la matriz de momen-

tos R si, para cada n, la matriz de controlabilidad de R, es

Cn = [gn’ ann”FZgn]

El par (M}, g,) es una sucesion generadora de espacios de estado asociada a
la matriz de momentos R. Veamos como se puede construir por induccién dicha
sucesion generadora de espacios de estado, esto es, presentaremos un método re-

cursivo que permite deducir (M . gn+1) a partir de (M, g,).

n

Denotaremos Ry = [rgo],

Rn an

+2,n+2
]EC" n ,

ES
Cln rn+1,n+1

paran € N, con a, € C**""!, y supongamos que hemos encontrado un generador
de espacios de estado (F,, g,) para la matriz R,,. Queremos encontrar un generador
de espacios de estado (F .11, g,+1) para la matriz R,,; de manera que

Fn * n
Fn+1:l } gn+1:[i ] (1.4.6)

% *

SiR, = L,L;, con L, triangular inferior y elementos diagonales positivos,

denota la factorizacion de Cholesky de la matriz R, es facil probar que
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R, an
Ry = N
an rn+1,n+1
| oo ][ L, (1.4.7)
S @l b || O L
= Ln+1Lj;+1a

donde [,,; € R, y lﬁ o1 = Tnslnsl — aj;L;*L;la,, > 0 por ser R, definido positivo.
Asi pues, la matriz L, , es triangular inferior con elementos diagonales positivos

y, por consiguiente, (1.4.7) es la factorizacion de Cholesky de R, ;.
1 13
Por otra parte, g, = L,ey = [rgo, 0,..., 0] . Determinaremos, a continuacion,

F,.1. Dado que, de acuerdo con (1.4.3), podemos asumir que

F,=L (Z,+u,e)L",

donde u,, es un vector a determinar en C"*!!' y ¢, = [0,...,0,1]" € C"*!, se sigue
que

Fun = Ly (Zoi + i), ) L

n+1 n+1
_ L* Z” Vn —x
n+1 t n+1°
€, Pn

donde

_ Vn +1,1
un+1:[ﬂ :i’ VnECn”ﬁnEC’
n

y Z, es lamatriz de dimension (n+1)X(n+1) que tiene 1 en la primera subdiagonal

inferior y las restantes entradas son nulas.

Utilizando (1.4.6)



24 Polinomios ortogonales y funcionales de momentos

F L Lla || 20w || L —l;ilL;*Lzlan]
n+1 —
: 0 Lwi ||l ¢ Bl O L

| L(zo+ L ane) L S

- L€, Ly Br— e L Ly ay |

donde

s, =17} (L;;v,, +B.L:"a, — L;;FnL,;*L,;lan).

n+1

Sin mds que escoger

i, =L "L 'a, =R "a, (1.4.8)

se sigue

Fn Sn

I n+l —
ty—* ty—x7-1
ln+1€nLn ﬁ}’l - enLn Ln an

Asi pues, hemos obtenido explicitamente F,.; y g,+1 satisfaciendo las condi-
ciones de anidamiento (1.4.6).

Es importante resefar que las matrices F,, son Hessenberg superiores, esto es,
las entradas por debajo de la primera subdiagonal inferior son nulas. Ademas, la
eleccion de u, en (1.4.8) tiene una importancia especial. De hecho

R}’l n
[~y Ry = [-ut, 1] " ¢ ]
a, Tn+ln+l
= |o.....0. 2]

Esto significa que el vector fila [—u«/, 1] € C'"*? define un polinomio ménico
de grado n + 1 que es ortogonal a IP, respecto al producto escalar asociado a la

matriz de Gram R.

Obsérvese que F,, = M;,, de acuerdo con la notacién (1.4.5).



Capitulo

El algoritmo de
Leverrier-Faddeev

2.1. Introduccion

El algoritmo de Leverrier-Faddeev es un método que permite calcular de for-
ma simultdnea, el polinomio caracteristico de una matriz A € C™", y la matriz
adjunta de A1, — A, basandose en la traza de las potencias de la matriz A. En sus
trabajos de mecdnica celeste en 1840 [47], U. J. J. Leverrier obtuvo un algoritmo
para calcular el polinomio caracteristico de una matriz apoyado basicamente en la
identidad de Newton que permite establecer una relacion explicita entre los coe-
ficientes de un polinomio y la suma de potencias de sus raices. El algoritmo de
Leverrier, segtin A. S. Householder [39], fue “re-descubierto y mejorado” en va-
rias ocasiones: Horst en 1935, y luego, en forma independiente, por J. M. Souriau
(1948), J. S. Frame (1949), y D. K. Faddeev y I. S. Sominskii (1949). El algoritmo
desarrollado por D. K. Faddeev se apoy6 en las propiedades de la adjunta de la
matriz A, — A (ver [20], [21]). Hay una tercera forma de obtener el algoritmo de
Leverrier-Faddeeyv, fue presentada por S. Barnett en su trabajo [3], que se basa en

las propiedades de la matriz companion (ver [2]).

El método de Leverrier-Faddeev no es practico desde una perspectiva compu-

25
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tacional ya que no es numéricamente estable y es muy costoso en cuanto a arit-
mética punto flotante, pero posee un gran atractivo para el cdlculo simbdlico. En
particular, recientemente se ha utilizado en el computo de inversas (generalizadas)
de matrices polinémicas y racionales (ver [5], [44], [45], [S8]. [71], [77] y [79)).
También se ha usado el algoritmo en el computo de autovalores de matrices con
cierta estructura (ver [31], [32]).

Asimismo, podemos encontrar aplicaciones de este algoritmo en Teoria de
Control Lineal (ver [2], [42], [66]). En forma mads precisa, considérese un sistema

lineal e invariante en el tiempo

x(1)
(1)

Ax(t) + Bu(t)

Cx(o), (2.1.1)

donde x es el vector de estado de dimension n, u el control de dimensién m, y el
vector de las salidas de dimensién r, A € C"™", B € C™"y C € C™". Dado que
det(sl, — A) # 0 entonces podemos obtener la matriz (sI,, — A)~!, que se denomina
resolvente de la matriz A. La funcién H(s) := C(sl, — A)"'B es la funcién de
transferencia del sistema lineal (2.1.1).

En 1996, S. Barnett [4] dedujo una implementacion del algoritmo de Leve-
rrier-Faddeev, con el objetivo de expresar el polinomio caracteristico y la matriz
adjunta en funcién de unas familias de polinomios ortogonales muy particulares
(Hermite, Laguerre, Chebyshev y Legendre). Nuestra contribucién en este aspec-
to (ver [37]) es presentar un método general para las familias de los polinomios
ortogonales clasicos (Hermite, Laguerre, Jacobi y Bessel) teniendo en cuenta una
caracterizacion de tales familias obtenida en [52] que representa una familia de
polinomios ortogonales clésicos {P,},-, como combinacidn lineal de sus deriva-
das primeras (véase también la Proposicion 1.3.3 del capitulo anterior). De esa
forma presentamos una implementacién muy simple del algoritmo de Leverrier-

Faddeev, donde la relacion de recurrencia a tres términos juega un papel clave.

Si consideramos ahora el sistema lineal singular e invariante en el tiempo des-

crito por
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Ex = Ax+ Bu,

- (2.1.2)

donde E € C'™" es una matriz singular, x es el vector de estado de dimension n,
u el control de dimensidn m, y el vector de las salidas de dimension r, A € C™,
B € C™y C € C™, aplicando la transformada de Laplace al sistema (3.2.17),

entonces la funcion de transferencia del sistema lineal asociado es

H(s) = C(sE — A)"'B. (2.1.3)

que en general, es una matriz cuyas entradas son funciones racionales, siempre y
cuando det(sE — A) # 0. La matriz polinémica sE — A se conoce en la literatura

como haz regular lineal de matrices.

El cdlculo de (sE — A)~! se puede realizar usando la regla de Cramer, para
lo cual se requiere evaluar n?> determinantes de matrices polinémicas de dimen-
sién (n — 1) X (n — 1). Este proceso no es prictico para valores grandes de n. En
los trabajos [48] y [59] aparece una version del algoritmo de Leverrier-Faddeev
tomando la base candnica {x"},-o del espacio de los polinomios con coeficientes
complejos. S. Barnett propuso en su trabajo [4], aplicar una extension del algorit-
mo de Leverrier-Faddeev usando bases de polinomios ortogonales. En un trabajo
reciente, G. Wang y L. Qiu [74], desarrollaron una extension del algoritmo usando
como base los polinomios de Chebyshev. En [36] obtenemos una generalizacion
de los resultados de [74], apoyados en el algoritmo obtenido en [37].

También podemos adaptar el algoritmo de Leverrier-Faddeev para calcular la
funcién de transferencia de un sistema de osciladores: si consideramos N masas
conectadas por resortes de rigidez {k,}" , colocados en un eje horizontal y exci-
tados por fuerzas {F ,(t)}jrv: |» entonces las ecuaciones del movimiento newtoniano

vienen dadas por

mii, = F,+6,,,-6,, r=12...,N—1,

2.1.4
Fy — 6y. (2.14)

myiiy
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La ley de Hooke establece que las fuerzas de los resortes son

0, =k(u, —u,—y), r=12,...,N. (2.1.5)

Si el extremo izquierdo estd fijo, entonces 1y = 0.

El andlisis de osciladores forzados aborda la solucidn de esas ecuaciones para
funciones de fuerzas F,(¢) dadas. El andlisis de osciladores libres consiste en en-
contrar soluciones de las ecuaciones sin excitacion externa, es decir, F,(t) =0, r =

1,2,..., Ny que satisfacen las condiciones finales del estado (ver [26]).

Si expresamos las ecuaciones (2.1.4)-(2.1.5) en forma matricial, tenemos

Aii+Cu=F (2.1.6)

donde A = diag(ml,mz,. .. ,mN), F = (F],Fz, .. .,FN)T,

[ ki+ky ko O e 0
—ky  ky+ky —ki :
C = 0 0 |-
: kn-1+ky  —ky
0 0 —ky ky |
y u = (uy,us,...,uy)’. Las matrices A y C son, respectivamente, la matriz de

inercia y la matriz de rigidez del sistema.

Partiendo de condiciones iniciales u(0) y u’(0), y aplicando la transformada de
Laplace en (2.1.6) obtenemos

(s’A + O)it = F(s) + sB+G,

donde i denota la transformada de Laplace de la funcién u. De esta manera, si
asumimos que det (szA + C) # 0, se tiene

i=(PA+CO)'F(s)+ (A +C)'(sB+G). (2.1.7)
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Para resolver este problema, es necesario encontrar la inversa de la matriz
polinomial s?A + C (ver [26]). Este problema fue analizado en un contexto mds
general por varios autores. En particular, en [19] se obtuvo un algoritmo para
hallar el determinante y la adjunta de una matriz polinomial de cualquier orden,
basado en el algoritmo de Leverrier. Nuestra contribucion en [35] fue extender el
algoritmo de Leverrier-Faddeev para expresar el determinante y la adjunta de una
matriz polinémica en funcién de una base de polinomios ortogonales cldsicos, un
enfoque alternativo a los resultados de [19] y [73].

2.2. Descripcion del algoritmo

Sea A € """ una matriz con polinomio caracteristico

pa(s) det(sl, — A)

(2.2.1)

= S+a; 5+ +a, s +a,,

donde /,, denota la matriz identidad de dimensién n X n.

U. J. J. Leverrier gener6 un algoritmo que permite encontrar el polinomio
caracteristico de una matriz A, usando las trazas de las potencias de A. En este

caso, la identidad de Newton juega un papel importante.

Lema 2.2.1 (Identidad de Newton, [38]) Sean sy, s,,..., s, las raices del poli-
nomio p(s) = b,s" +b,_1 "' +---+bys+ by, con b, = 1. Denotemos el momento

de orden k asociado a p mediante p;, = s’f + s’é + -+ sk Entonces
kbn_k + ﬂlbn—k+1 + -0+ /kan =0, k=1,2,...,n. (222)

Consideremos el espectro de una matriz A € C™", 0(A) = {s1, 52, ..., s,}. Enton-

ces el momento de orden k asociado al polinomio caracteristico de A, es
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n

e = Z ’]‘-:trAk.

J=1

De la expresion (2.2.2), tenemos que los coeficientes de p4, dado por (2.2.1),

satisfacen

1
ak:—%(ﬂk'i'al/lk_l+"'+ak—1/“ll)’ k:1’2""’n'

De esta forma, el algoritmo de Leverrier se formula de la siguiente manera
(ver tabla 2.1)

Datos de entrada: A € C™"
Condicion inicial: qy = 1,
FOR k=1,2,...,n
e = tr AY;
ay = —% (e + arptg—1 + -+ + a1 p1);
END.

Tabla 2.1: Algoritmo de Leverrier

Afios después, este algoritmo tuvo una “elegante” modificacion, debida a D.
K. Faddeev (ver [20]), J. M. Soriau, entre otros. Supongamos que el polinomio

caracteristico de A es

pa(s) = s" + ars" '+ +a,15+a,,

donde los coeficientes {a;};_, se obtuvieron mediante el algoritmo de Leverrier.
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Entonces ;
ay = uy = —Zsk = —trA.
k=1
Luego,
—2a; = po+ay
= trA?+atrA
tr (A(ail, + A)).
SiB,=al,+AB;_;, k=1,...,n—1, con By = I,, entonces tenemos
1
a) = —Etr (AB[)
Para k = 3,...,n se tiene
—kay = wtapuort+o+ain
= (r (Ak +aq A ot ak_lA)
= ftr (Ak‘l(alln + A) + (,ZzAk_z + -+ ak_lA)
= ftr (Ak_z(azln + ABl) + a3Ak‘3 + -+ ak_lA)
= tr (A(ax-11, + AB2))
= ftr (ABk_l) .
De ahi,
1
a, = ——tr (ABy_1).
k
Por otra parte, como det(s/,, — A) # 0, consideremos
B(s) := Adj (sI, = A) = " 'L, + " A + - + 5A,» + A, (2.2.3)

donde Ay, ...,A,_; son matrices de dimension n X n. De la igualdad
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(sI, — A) (s"‘lln 4+ 5" 2A e+ SA, + A,,_l) = pa()I,, (2.2.4)

se sigue que

n n—1
Z ail, s = I,s" — AA,_| + Z (Ayp — AA, o)) 5.
k=0 k=1

Si identificamos los coeficientes en cada uno de los miembros de la expresion

anterior obtenemos

A = al,+A =B,
Ay = al,+AB; = B>,
: (2.2.5)
Apr = apaly+AB,» = By,

—a,l,.

S
o

T
[

En consecuencia,

B(s) := Adj (sI, —A) = s" ' I, + "B, + -+ + sB,_» + B,_1,

Asi, este algoritmo determina, de forma simultanea, los coeficientes {ai};_, y
{Bi};=| correspondientes al polinomio caracteristico de A y la matriz adjunta de
sl, — A.
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Datos de entrada: A € C™";

FOR k=1,2,....,n—-1
1
ax = _%tr(ABk—l);

By = ail, + ABy_1;
END (FOR)

1
a, = ——tr(AB,_).
n

Condicion inicial: ay =1, By =1,;

Tabla 2.2: Algoritmo de Leverrier-Faddeev

2.3. Ejemplos

Ejemplo 1: Consideremos la matriz

1 -4 -1 -4
2 0 5 -4
A=
-1 1 -2 3
-1 4 -1 6

Si aplicamos el algoritmo anterior tenemos que

a, = —tr (AB()) =—trA = —5, B, =al4 +A =

a, = —tr (AB[):9, B, =aly + AB; =
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-2 2 8 —4

asy = —tr (ABZ) = -7, B3y =asls + AB, = ! 8 225
0 -6 -16 4

-1 -6 -16 3

a, = —tr (AB3) =2.

Por tanto, el polinomio caracteristico de A es

Pu(s) = s* —55° +95% — Ts + 2,

y la matriz adjunta de s/, — A es

AdJ (SI4 - A) = S3I4 + SZBI + SB2 + B3

452 +25 -2 457 —s5+2 —s2—10s + 8 45 + 55— 4
| 2%-9s+1 £ -5s2-s5+8 557-335+22 -4s?+35-5
a —s2 + 55 s2+95—6 =752 +265—16 3s2—-3s5+4

—s2+7s—1 s2+7s—6 —s2+225 - 16 S +s52+3

Ejemplo 2: En este ejemplo vamos a observar que el algoritmo de Leverrier-
Faddeev no es un algoritmo adecuado desde un punto de vista computacio-

nal. Consideremos la matriz

(e 0 0 0 0
0e 0 0 O
A=l00 1-¢ 0 0 |,
00 0 &' 0
00 0 o0 &

con € > 0. Su polinomio caracteristico es

pa)= £ —(E+1+3e)r +(F+2434382)7
~(2+3+3e+8) P+ (2+e+8) -1
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Si tomamos € = 0,01 entonces

pa(H) = £ —10100,03¢* + 1000303,0003¢* — 30003,0300017>+

+300,01017 - 1.

Pero, si aplicamos el algoritmo de Leverrier-Faddeev (tabla 2.2), entonces

obtenemos como polinomio caracteristico de A

pa(®) = £ —10100,03* + 1000303,00037 — 30003,029997*+

+300,063216¢ + 318,783294.

NOTA: Estos computos fueron realizados con la ayuda del software MATLAB

2.4. Algoritmo de Leverrier-Faddeev y los polino-

mios ortogonales clasicos

Consideremos una matriz A € C"™" y una familia de polinomios ortogonales
clasicos ménicos {P,},-o- Si expresamos el polinomio caracteristico de A y la
matriz A(s) := Adj (sI, — A) en funcién de la base de P formada por dichos

polinomios se tiene

n—-1
Pa(s) = Po(s) + D & kPi(s), (2.4.1)
k=0
n-2
A(s) = Puci(h+ ) Pus)Boscr. (24.2)
k=0

Deduciremos nuestro algoritmo partiendo de la identidad que establece el si-

guiente
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Lema 2.4.1 Dada A € C™", sea p,(s) su polinomio caracteristico. Entonces

dipA(s) = trAdj (sI, — A). (2.4.3)
s

Demostracion:

De la férmula para la derivada de un determinante (ver [60]), tenemos

iPA(S) = idet(sln—A)
ds

ds
Z detDk,
k=1

donde Dy, k = 1,...,n, son matrices de dimensién n X n cuyas entradas coinciden

con las de la matriz sI, — A excepto en la fila k, que se sustituye por la fila k de la

matriz /,. Entonces

d n
—-pa(s) = ) det(sl, — A (2.4.4)

k=1

La matriz (sf, — A)gx es de dimension (n — 1) X (n — 1), y se obtiene eli-
minando las k-ésimas fila y columna de la matriz s/, — A. En consecuencia, los
términos det(sl, — A)ux), kK = 1,2,...,n, son las entradas de la diagonal de la
matriz Adj (sI, — A) y, por tanto, el segundo miembro de la expresion (2.4.4) re-

presenta la traza de la matriz Adj (s, — A), de donde se sigue el enunciado.

Notemos que A(s) satisface
(s1, — A)A(s) = pa(s)I,. (2.4.5)

En consecuencia, deducimos
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n—2 n-1
(5T = A) | Pat (DD + >~ Pe($)Bust | = Py + D an kP, (2.4.6)
k=0 k=0

Si usamos la relacién de recurrencia a tres términos (1.2.2) correspondiente a
la familia ortogonal {P,},-(, en la expresion (2.4.6) se obtiene

[Pn(s) +ﬁn—1Pn—1(S) + 7n—1Pn—2(S)] In_
n-2

—Pu1(A+ D (Pica(s) + BePi(s) + YiPicr () Byoi1—
k=0

n—2 n—1
= > PUAB, 1 = Pu() + )l iPi(s)],.
k=0 k=0

Si reordenamos la expresion anterior, obtenemos

Pu(S) + Pact(9)(Ba-ls + By = A) + Puca(5)(vaealy + By + BuaBy = ABy )+
n—3

+ Z Pk(s)(Bn—k + BieBuict + Vw1 Buoia — Aén—k—l)"'
=l n—1
+P0(S)(ﬁ0Bn—l + ')/IBn—Z - ABn—l) = Pn(s)l + Z é\ln—kPk(S)In-
k=0

Igualando los coeficientes de P, k =0,1,...,n— 1, en los dos miembros de
la anterior expresion se tiene

ABy = -ail, +B,By+ B,
Aél = —apl, + Yn—léo +,3n—21§1 + Bz,
Aénfkfl = _&nfkl + 7k+lénfk72 +ﬁkén7k71 + ank’ (247)

k=1,2,...,n-3,

ABn—l = _&nln + ’}/1Bn—2 +ﬁOEn—1,
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con By = I,. En forma matricial

donde M = J, — [0|a]. J, es la matriz tridiagonal de dimensién n X n, n > 1,
asociada a la familia {P,},-¢, 1. €.

(B0 v 0 - 0] A
. ay
1L B 7 : A
N n—1
Jn: () .. . . O y a= :
: : Vn-1 al
0o --. 0 1 But |

La matriz M se denomina matriz compaiiera (comrade matrix) de A respecto
a la base ortogonal {P,},-, (véase [2] pp. 372). Ademads

n—1
rA=-> pi-a.
=0

Por otra parte, de la relacion (2.4.3) tenemos

n—1 n-2

Pi(s)+ " ayiPi(s) = nPa(s)+ ) P By, n=2,3,.... (248)

k=0 k=0

Debido a que {P,},-o es una familia de polinomios ortogonales clasicos, en-
tonces de la Proposicion 1.3.3, obtenemos

Pin® PO o Pioa()
k+1 k k-1

De esta forma, sustituyendo la expresion anterior en (2.4.8) se obtiene

Pi(s) =

k=2,3,...
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n—1
P(s) + > &, iP(s)

n n
P (s)+ rpo1——P_ () + sp-1——= P _,(s)+
— n—1 n-—2

+"22(P;+1(s)+ P;(s)+ P;_l(s)) .

trB,_j_1+
o R R

/

o (P
+tr B,_1 Pi(s) + tr B,_» 5 +rPi(s)],

0, equivalentemente,

n—1
Pi($)+ Y @y iPi(s) = Py(s)+ (25 + 25t By) P (s)+
k=0 5
(tr Bn—k + rptr En—k—l + Sy tr En—k—Z) P;{(S)

+
g
I —

k=1

Si identificamos los coeficientes de P, k = 1,2,...,n—1, en ambos miembros

de la expresion anterior obtenemos

nr,_1 +tr Bl,
tr ék + rp_itr Bk—l + Sp—g1tr Ek—Z, (2.4.9)
k=2,3,...,n—1.

(n— Da
(I’l - k)flk

Finalmente, combinando (2.4.7) y (2.4.9), se obtiene

1 ) ] )
ay = % [(,Bn—k = e Bi_y + (Vi1 — S DUr By — tr (ABk_l)] R (2.4.10)

parak = 1,2,...,n. Como conclusion tenemos el siguiente

Teorema 2.4.2 Dada A € C™", sean pa(s) su polinomio caracteristico dado por
(2.4.1) y A(s) la matriz adjunta de sI, — A dada por (2.4.2). Entonces
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(i) Parak=1,...,n,

o ) ) )
U= [(ﬂn—k — e Bioy + (Vg1 — Sp—ia DU By — tr (ABk—l)] ,
2.4.11)
con 3_1 =0, =0, s =0.
(i) Parak=1,2,...,n—1
By =al — y,1Bior — BuiBioy + ABi . (2.4.12)

Asfi el algoritmo queda de la forma mostrada en la tabla 2.3

DATOS DE ENTRADA: A € C™", Lﬁk}z;}), e, {rk}Z;(l), {sehi_y-
Condiciones iniciales: B_, =0, B, =1I,.
FORLk=1,2,...,n—1

& =1 [(5n—k = e By + Vaket = Suce e Big — tr (Aék—l)]a
By = &I — Bk By — Yn-ks1Br—2 + ABy_;.

END (FOR)

&n = }1 [ﬁotr En—l + yitr Bn—Z —1r (Aén—l)] .

Tabla 2.3: Algoritmo de Leverrier-Faddeev usando SPOM clasicos

Las expresiones (2.4.11) y (2.4.12) pueden simplificarse si las aplicamos a

ciertas familias de polinomios cldsicos (para mds detalles, ver [37]).

Polinomios de Hermite: Por el teorema 2.4.2 tenemos

—k+1 . 1
by = nTtr Bi-2- i (ABy) (2.4.13)

N —k+14
B = ad, - ”‘TB,(_2 +AB_,. (2.4.14)
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Si consideramos la traza en (2.4.14) y la usamos en (2.4.13) obtenemos

tr By = (n — k)ay.

Por otra parte, si sustituimos la expresion anterior en (2.4.13), entonces

—k+1)(n—k+2 1
g = ;E{” )ty — Lt (AB)). (2.4.15)

Polinomios de Laguerre: De acuerdo con el teorema 2.4.2
ké; = (n—k+a+Dtr By +(n—k+1)(n—k+a+1)B_,—tr (ABk_l) (2.4.16)
y

B, = anl,—(n—k+ D) (n—k+a+1)Bi_,—2(n—k)+a+1)By_1+ABi_. (2.4.17)

Aplicando trazas en (2.4.17) y usando (2.4.16) se tiene

tI'Bk = (n - k)&k -n- ktl‘Bk_l.

En consecuencia, se deduce

. m—-k+Dn-k+a+1)
ay = X

Qe y — %tr (ABk_l) : (2.4.18)

Polinomios de Jacobi: Del teorema 2.4.2 se deduce

A B« 9 4(n—k+1)(n—k+1+a)(n—k+1+p) 7 _ 2
ke = so5ramat® Bt + Goprasmaramrapo X B2 — (ABk—l)'
(2.4.19)

Si @ = 3, entonces aparece la familia de los polinomios de Gegenbauer. En

este caso el funcional lineal es simétrico y, en consecuencia, la expresion
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anterior se reduce a

B n—-k+1
kQ(n —k) + 2a + 3)

A

A

. 1
tr Bk_2 - %tr (ABk—l) . (2420)

La expresion (2.4.12) queda simplificada de la siguiente manera

m-k+1Dn—-k+2a+1) N

B, =al, - L
KA T D — k) +2a+ D2—k) +a+3) <!

(2.4.21)

2.5. Ejemplo

Consideremos la matriz

1 -4 -1 -4
2 0 5 -4
A=
-1 1 -2 3
1 4 -1 6

Su polinomio caracteristico es

pa(s) = 57 =55 + 957 — Ts + 2.

Tomemos como base la familia de los polinomios de Hermite {H,,},-o. Los
parametros que definen esta familiason: 8, =r, =s5,=0,n>0,yy, = =, n > 1.

n
. . 2
Teniendo en cuenta las expresiones (2.4.15) y (2.4.14)

a, = —trA = -5,
asi como
-4 -4 -1 -4
N 2 -5 5 -4
Bi=a1l;+A=
-1 1 -7 3
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Por otra parte,
1
ay = 3-— itr (ABl) = 12,

junto a
I -1 -10
Ez =a)l, — §B() +AB; = - _% 33 3
2 5 9 2 -3
77 22 3

Continuando el proceso

1 29
a; =a; — gtr (AB>) = —

8§ 0 15 -I2
) 1l 4 11 49 —14
Bi=ali=Bi+AB =31 || 39 11

3 -8 -33 7

Finalmente,

1 1 29
=—a,— —-tr (AB;) = —.
aq 4612 4 r (AB3) 4

En consecuencia, el polinomio caracteristico de la matriz A, expresado como

combinacién lineal de la base {H,,},, resulta ser

29 29
a(s) = Hy(s) = SH3(s) + 12H,(s) = —-Hi(s) + 7~ Ho(s),

y la matriz adjunta de s/, — A,

Adj (sly — A) = Hy(s)Iy + Ho(s)By + Hi(5)B> + Hy(s)Bs.
11
Si ahora consideramos la familia {U,},s, con U, = PE,“), formada por los

olinomios de Chebyshev de segunda especie donde 8, = r, =0, n > 0, y, =

1
,n>=>1ys =0, s, = e n > 2,de (2.4.20), y de (2.4.21) se sigue

=)

Bl —
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a =-trA=-5,y

-4 -4 -1 -4
2 -5 5 -4
B =al,+A=
-1 1 -7 3
-1 4 -1 1
Por otra parte
3 1 39
ay = Z - Etr (ABI) = Z,

asi como

2 -1 -10
By —arly— SBysap =| 2 T2 733
2 = daly 400 1= 5 9 % -3
7 7 22 %
Continuando el proceso
1 1 19
as = §tI'Bl - §tI' (ABZ) = —7,

-2 4 31 -20
B3:a314—lBl+ABQ:l 6 27 93 -24
4 Al -1 223 —711 19
-5 =20 -65 13
Finalmente,
35

1 1
ag = —tI'Bz - Ztr (AB3) = ?

16
En conclusidn, la representacion del polinomio caracteristico de A en la base

{Un}n>0 €s

39 19 35
pa(s) = Us(s) = SU3(s) + ZUZ(S) - ?Ul(s) + gUo(S),
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y la matriz adjunta de s/, — A estd dada por

Ad] (SI4 — A) = U3(S)I4 + Uz(S)Bl + U1(8)32 + U()(S)B3.

Si consideramos la familia {L,(f)}po de los polinomios de Laguerre con para-
metro @ se tiene B, = 2n+a+1, r, =n,n>0,y, =nn+a), n>1,y
s1=0, n>1.De (2.4.18) y (2.4.17) deducimos a; =44 +a)—trA =4a+ 11,y

5+3¢ -4 -1 —4
2 4 + 3« 5 -4
B] =
-1 1 2+ 3« 3
-1 4 -1 10+ 3«

Por otra parte,
ay = 6a° +27a + 36,

junto con
32+ 1la+4 —8a—17 —2a - 14 —8a—-11
B, — 4da—1 3a?+5a-12 10 — 13 —8a — 13
o Do+ 1 2a+13 3a%+a+ 16 6a + 9
—2a+3 8a +23 20+ 18 3+ 17a+ 22

Continuando el proceso

as = 4 + 21a* + 47a + 35,

4% +21a% + 47a + 35 —40% - 130 -7 —a?-13a -4 —402 - Ta -7

Ba = 202 -3a -4 4a +21a? +47a +35 502 - 18a - 1 —4a? - 9a - 10
3~ —® +2a+3 @ +120+5 4a®+21a% +4Ta +35 30 + 60 +7
—a? +4a+4 402 + 19 +9 a2+ 19a+4 4a3 +21a? +47a + 35

Finalmente,
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a, =a* +50° + 140 + 15+ 7

Por tanto, la representacion del polinomio caracteristico de A en la base {Lﬁf’)} 0

nz

€S

pa(s) = L(s) = (o + 1) L(5) + (602 + 27ar + 36) Ly (s)
- (4(1’3 + 21(1’2 +47a + 35) L(la)(s) + (CY4 + 5(!3 + 1461’2 +15a + 7) Léa)(s)’

y la matriz adjunta de s/, — A esta dada por

Adj (sl — A) = LY ()1 + L (5)By + L'V(5)Bs + LY (5)Bs.



Capitulo

Extension del algoritmo de
Leverrier-Faddeev

3.1. Algoritmo para haces lineales

Motivados por el sistema lineal invariante en el tiempo (2.1.2), estamos intere-
sados en calcular a(s) := det(sE — A) y B(s) := Adj (sE — A) con A,E € C™"y
det E = 0, esto es, un modelo de haz regular lineal. La idea es sustituir la matriz A
por la matriz A(s) := —sE + A en el desarrollo del algoritmo mostrado en la tabla
2.3 del capitulo anterior, de manera que

n—1

a(d, s) = det (A, = A(s)) = Py() + ) ay 1()P(D), (3.1.1)
k=0
Y -2
B(L, s) = Adj (U, = A(5)) = P,V + ) PeDB, 1 (5). (3.12)
k=0

Asi, de (2.4.11) y (2.4.12) obtenemos

47
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kin(s) = (Buok = Fuoidtr Bi_i(s) — tr A(s) By (s)+

. (3.1.3)
+(Vneks1 — Sn—k+ I Br_o(s),
parak = 1,...,n, junto con
Bi(5) = (), = Yuke1 Beoa(s) = BuiBio1(s) + A()Bi-1 (), (3.1.4)

parak=1,...,n—1.
Por tanto, si hacemos 4 = 0 en (3.1.1) y (3.1.2) entonces

n—1

a(s) :=det(sk — A) = a(0, s) = P,(0) + Z an-k(5)Pr(0),  (3.1.5)
k=0

n-2

B(s) := Adj SE = A) = B0,5) = P10, + ) PuO)B, 4 1(5).  (3.1.6)
k=0

Teniendo en cuenta que deg P(s) = k, para todo k > 0, asi como las expre-
siones (3.1.3) y (3.1.4), es facil comprobar que dega,(s) < k, k =1,2,...,n,y
deg Bi(s) <k, k=1,2,...,n—1.De esta forma podemos expresar a(s) y Bi(s)

mediante los siguientes desarrollos en términos de los polinomios {P,},>¢

k
Z arjPi(s), aj€ C,

=0

a(s)
) 3.1.7)
D Pi()Byj, ByjeC™.

J=0

Bi(s)

Sustituyendo (3.1.7) en (3.1.3) se tiene
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k k-1
kz a;Pi(s) = tr|(Buk — rui) Z Pi(s)By_1 j+
=0 =0
k=2

+(Vn-k+1 = Sn—k+1) Z Pi($)Bi_o j+ (3.1.8)

J=0

k-1
+(SE = A) Y Pi($)Bi 1, j] :

J=0

y, aplicando la relacion de recurrencia a tres términos, obtenemos

k
kZ a,;Pi(s) = Pk—l(S)((ﬁn—k = P By g1 + Bratt EB_y gy
=0
k=2

_trABk—l,k—l) + Z Pj(s)((ﬁn—k — Fptr By j+
=)

+(Vn-k+1 = Spks DI By j + Bitr EBy_y j — trABk—l,j)"‘

k-1 k-1
+ Z.: Pi(s)rEB_y; + Z.: yiP_\(s)tr EBy_y ;.
J= J=

Si reordenamos los términos en la expresion anterior, deducimos
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k
kz ar;jPi(s) = trEBi_y-1Pi(s)+ [(,Bn—k = M By o1 — tr ABy_1 4
=0

+Bk-1tr EBy_y j—1 + tr EBk—l,k—Z]Pk—l (s)

k-2
+ Z [7j+1tr EBi_1,ji1 + (Buok — Fa—itr Bi_y

=
+Bitr EBi_1j + (Yn—is1 — Snirt T Br_o j —tr ABy_y ;
+tr Ekal,j—l]Pj(S) + [)’1thka1,1 + (Bp—k = Fa—itr Bi_1

+Botr EBj_1 0 + (Yn-k+1 = Sn—i+1)IT Bp o — tr ABk—l,O]PO(S)-

Finalmente, igualando los coeficientes de P;, j =0,1,...,k, enlos dos miem-
bros de la expresion anterior, se tiene

karo = yitrtEBi 1 + Botr EBi_1 0 + (Bu-ic — Fn—i)tr Br_1

—trABi_10 + (Vn-k+1 — Sn—k+ 1T Br_a,

kak,j = ’}/j+1tI'EBk_1,j+1 +,8jtr EBk—l,j + tr EBk—l,j—l

+(Vnkr1 = Sp—kr DU By, j + (B = Fnitr Biy (3.1.9)
—tI'ABk_l,j, j: 1,...,k—2,

ka1 = (Bpok = i)t Biojjo1 +r EBy_y 42
+Bi-1tr EBy_1 j—1 — tr ABy_1 41,
kak,k = ftr EBk—l,k—l .

Andlogamente, sustituyendo (3.1.7) en (3.1.4), se obtiene
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k k k=2
Z Pi(s)By; = Z ar ;P i), = Vn-is1 Z Pi(s)Bi_>
=0 =0 =0
k-1 k=1
Buk ) Pi)Biorj+ (=sE+A) > Pis)Biy .
J=0 j=0

Si usamos nuevamente la relacion de recurrencia a tres términos (1.2.2), tene-
mos

k k—1 k—1
DIPIB; = awPuS)— ) Pia(DEB 1= Y ¥iPii(S)EBi 1
Jj=0 =0 =0

+Pk—1(S)(ak,k—11n + BriBi-14-1 — Bi—1 E — A) Bk—l,k—l)

k-2
+ Z Pj(S)(ak,jIn — Vn-kr1Br-2j + (A — Br-iln —ﬁjE) Bk—l,j)-
=0
Reordenando los términos, se tiene

k
Z Pi(s)By; = Pk(S)[ak,kIn - EBk—l,k—l] + Pk—l(s)[ak,k—lln — EBi_1 4
=0

=

)
+(A = B E = Builyn) Bk—l,k—l] + Pj(S)[ak,jln

J
—EBj_y -1 + (A - B;E —,Bn—kln) Bio1j — v EBi_1 1

1l
—_

—Yn—k+1Bk—2,j] + Po(S)[ak,oln + (A = BoE — Buily) Bi1o

~V1EBj_11 — )’n—k+1Bk—2,o]-

Finalmente, si igualamos los coeficientes de P;, j = 0,1,...,k, en los dos

miembros de la expresion anterior, se tiene para k = 1,2,...,n—1,
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Bio = axoly + (A —=BoE = Buily) Bioio — viEBi_1

~Yn-k+1Br-2,0,

Bij = agjly— EBiy;+ (A - BE —ﬁn-kln) Bi_1,
~Yir1EBicijs1 = Vn-kr1 By j=1,...,k=2, (3.1.10)

Bii-1 = akk-1ly — EBi_1 32 + (A = Bi E = Buicly) By k-1,
Biy = axil, — EBj_yj-1-

Como conclusién, tenemos el siguiente teorema

Teorema 3.1.1 Sean E,A € C™", E singular y det(sE — A) # 0, entonces los
coeficientes arjy Bij, k = 1,2,...,n—1, j =0,1,...,k en las expresiones

(3.1.7) se obtienen mediante el siguiente proceso:

Teniendo en cuenta B j =0, sik < jo j<0y apo=1, Bog=1,.

(i) Parak=1,...,ny j=0,1,...,k

1
aej = 7 Yjirtt EBi_y ju1 + Bitr EBy_y j + (Bp_k — Fni) tr Bioy j+
HrEBj_1j1 + (Vn-ks1 — Snps DT Byoj — trABk—l,j]-
3.1.11)

(ii) Parak=1,2,...,.n—-1y j=0,1,...,k

Brj = aijly — EBi1j— Vi1 EBx-1js1 = Vn-k1Br-2,j+

(A= Brs~BE) Bu, (3.1.12)
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De esta forma, mostramos en la tabla 3.1 un algoritmo para calcular los coefi-
cientesay;y By jk=1,2,...,n—1,j=0,1,...,k en (3.1.7).

A continuacién presentamos un resultado que extiende el presentado en el
Lema2.4.1.

Teorema 3.1.2 Dadas A,E € C™", tales que det(skE — A) # 0, sean a(s) =
det(sE — A), y B(s) = Adj (sE — A). Entonces

d
—a(s) =tr (EB(s)).
ds
Demostracion: Sila matriz E es no singular. entonces
SE—A = (sln - AE“)E.

Del lema 2.4.1, se sigue

%a( 5) det(E)% (det (s1, - AE™)).

= det(E)tr (Adj (sI, - AE™)),

= det(E) det(E) ™" det (sE — A)tr (E(SE ~ A)),
= det(sE -~ A)tr (EGSE - A)")

= tr (EB(s)).

Ahora, si E es una matriz singular, considérese € > 0 tal que € < min{l/l,-l :

A € o(E) \ {O}}. Entonces E, := E + &I, es una matriz no singular. Si usamos el

resultado anterior, se tiene

ias(s) = tr (EB:(s))
ds

donde a.(s) = det(sE; — A) y B:(s) := Adj (sE, — A).
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Teniendo en cuenta que E. — E, a.(s) — a(s)y B.(s) — B(s), cuando

£ — 0, deducimos el enunciado.

DATOS DE ENTRADA: A, E € C™", Lﬁk}z;é, rdie,s {r)] {sehi_y-
Condiciones iniciales: B, ; =0, sik < jo j <0, apo=1, By =1,
FOR k=1,...,n—-1

END
FOR j=0,1,...,n

END.

k=0

Ap—f = ﬁn—k — I'n—k> On—k+1 = Yn-k+1 — Sn—k+1> Ak =A _ﬁn—kln-

FOR j=0,1,... .k

1
A = %[’)/j_,.]tr EBk—l,j+1 +ﬁjtr EBk—l,j + @, tr Bk—l,j+

+tr EBk—l,j—l + Oy s tr Bk—2,j - tI'ABk_l’j]

By = agily — EBjy; + (Ak —ﬁjE) Bi1,j = ¥V j+1 EBiy ji

~Yn-k+1Bi-2,j
END

1
An,j = ;l[’)/j+1tr EBn—l,j+1 +ﬁjtl’ EBn—l,j +ﬁ0tI' Bn—l,j+

+tI'EBn_1’j_1 + yitr Bn—Z,j - trABn—l,j]'

3.1.1.

Tabla 3.1: Algoritmo de Leverrier-Faddeev para haz regular

Ejemplo

Consideremos las matrices

111 100
A=|1 1 1|yE=|010
111 000

Obsérvese que rank E = 2. Aplicaremos el algoritmo descrito en la tabla 3.1.
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Es facil probar que

a(s) = detSE—A)=-s> y B(s)=AdjE—A)=]| 0

Aplicando el algoritmo de la tabla 3.1 usando como base los polinomios de
Hermite {H,},-,, obtenemos

ajp=—trA = -3, a; =trk = 2.

-2 1 1 1 00

Big=aoh+A=| 1 -2 1], Bii=a,s-E=|01 0

1 1 =2 00 2
Por otra parte,

612’0 = %[%U'EB]’] - tI'ABL() + 3] = 2, Clz’] = %[U‘EBI’() - tI'ABl’l] = —4,

arp = %H‘EBLI =1,

junto con
100
Byo=arols+ABiy—3EB - L= 0 1 0|,
0 01
-1 0 1
B2,1 = 02,113 +ABL1 - EB],O = 0 -1 11,
1 1 =2

0 0O
Bz’g = a2,213 - EBL] = 0 0O

0 01

Finalmente
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azp = %[%H‘EBQ’I — tI'ABz,() + %tI'B]’O] = —2’
az; = rEByy — trABy; +tr EBy + itr BM] -1,
aszp = %[tr EBQJ - tI'ABzyz] = —1, a3,3 = %tr EB2’2 — O

Como conclusion, deducimos que

a(s) = a1 oHo(s) + a1 H(s) = =3Hy(s) + 2H,(s),
ax(s) = ayoHo(s) + a1 H(s) + axpHy(s) = 2Ho(s) — 4H(s) + Hy(s),

as(s) = azoHo(s)+as 1 Hi(s)+az s Hy(s)+asz 3Hs(s) = —2Hy(s)+ Hi(s) — Hy(s).

By(s) = Hy(s)B1o + H,(5)By 1,
By(s) = Hy(s)Bao + H(5)By,) + Ha(s5)Bss.

El determinante a(s) de sE — A esta dado por

a(s) H3(0) + a,(s)H>(0) + ax(5)H;(0) + a3(s)Ho(0)

= —1a(s) + as(s)

= —Hy(s) — 3Ho(5),
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y la matriz adjunta B(s)

B(s) Hy(0)Bo(s) + Hi(0)B1(s) + Ho(0)Bs(5)

—%13 + BQ(S)

Ho(s5)| = 315 + Bog | + Hi(5)Ba + Ha(s)B2.

De manera que,

000 -1 0 1
B(s) = Ho(s)[ 0 0 O [+H(s)] 0 -1 1
00 3 11 -2
000
+Hy(s)[ 0 0 0
00 1

A continuacion, aplicamos el algoritmo para la familia {Lf,“)} 0 de los polino-

n

mios de Laguerre con pardmetro @, de manera que

ajp=(1+a)trE+383+a)-trA=8+5a, a=trE=2,

junto con
3+ 3a 1 1
Big=(ap-5-a)b+A-(1+a)E = 1 3+ 3a 1 ,
1 1 4 +4a

Biy=a,3-E=

o O =
S = O
N OO

Por otra parte,

arp = %[(1 + a) (tr (EBI,I) + tr (EBL())) + (2 + a/) (tI'Bl’O + 6) —tr (ABI,O)]
= 41 + )3 + ),
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a) = %((2 + Cl)tI‘ B]y] + tr (EBI,O) + (3 + CL’)tI' (EBL]) —tr (ABL]))
= 8+ 6,

arp = itr(EByp,) = 1.

junto con
Bz’() = (Clz’o -4 — 2&’) 13 + (A - (1 + a)E - (3 + (l’)[3) BI,O - (1 + Q’)EBLI

20 1 2
-+ 1 22 2 |,
2 2 2+4+4da
a 0 1
BZ,I = (12’1]3 + EBI,O + (A — (3 + CY)(E + Ig))Bl’l =10 « 1 ,
1 1 4+4«a
0 0O
Bz,z = 02’2[3 — EBl’l = O O O
0 0 1

Finalmente,
aso = %[(1 + @) (tI' EBZJ +tr EBZ,O +tr Bz,o +tr Bl,O) - tI'ABz’()]
= 2a(1 + )3 +20),

as) = %(2(2 + a)tr (EBZ,Z) + (3 + CL’)tI' (EBz]) + tr (EBZ’0)+
+(1 + Cl)tI‘ BZ,] + (1 + CZ)H'B]’] —tr (ABZJ))
= 2a(3 + 20a),
asp = %((1 + a)tr Bz,z + tr (EBZl) + (5 + a)tr (EBzz) —{r (ABQQ))

= a,

azsz = %tr (EBz,z) =0.

Asi
ai1(s) = aroL(s) + a L (s) = (8 + 5a) L (s) + 2L\ (s),
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ax(s) = azoLy(s) + ax L (s) + az L5 (s)
= 41+ a)3 +2a)L"(5) + B+ 6a)L\"(s) + L(s),
a3(s) = asoL{"(s) + as L\(s) + az o LV (s) + as 3L (s)

= 2a(1 + @)(3 + 2a)L"(s) + 2a(3 + 2a) L\ (5) + L (5).

Bi(s) = LY (s)B1g + L(5)By 1,
By(s) = LY(5)Bao + L (5)Byy + LY (5)By.

El determinante a(s) de sE — A esta dado por

LY(0) + ay()LSV(0) + aa(s)L\V(0) + a3(s)LS"(0)
—(1 + 61’)(2 + (L’)Lga)(s) — 2(2 + (Y)L(la)(s) _ L(za)(s)’

a(s)

y la matriz adjunta B(s)

B(s) = LY(0)Bo(s)+ L(0)Bi(s) + L (0)Ba(s)

L[ + )2 + a)ls = (1 + @)Big + Bagl+
+L{"()[~(1 + @)B11 + By, + Ly(5)Bs.

Asi
-1 2 3 -1 0 1
B(s) = A+l 2 -1 3 [+LPs)| 0 -1 1
3 3 a 1 1 543«
00O
+LY(s)] 0 0 0
001
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Finalmente, si consideramos la familia {7, },., de los polinomios de Chebys-
hev de primera especie,

ajg=-trA=-3, a;=trE=2.

-2 1 1 1 00
BI,O = a1,013 +A= 1 -2 1 s Bl,l = 01,113 —-E=101 O
1 1 -2 00 2

Por otra parte,

aro = $(4tr (EBy 1) — tr (AByg) + 3) =

N

-

azy = 3(tr (EB1) —tr (ABy,)) = -4, azp = 3(w(EByy)) = 1,

junto con
100
By =arols +ABig— 1EB -1, =] 0 1o,
0 01
-1 0
By, =ay 35— EBo+AB ;= 0 -1 1],
1 1 =2

Bz,z = 02,213 - EB],] =

o O O
S O O
- O O

Finalmente,

aso = %(itr (EBQJ) + %tr Bl,() —tr (AB2,0)) = —2,
as) = %(%tr (EBz’z) + tr (EBQ’O) + %tr Bl,] —tr (ABQJ)) = 1,
azp = 3(tr (EByy) — tr (AByp)) = -1,

assz = %tr (EBz,z) =0.
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De esta manera,
a(s) = a1 oTo(s) + a1 T(s) = =3To(s) + 2T, (s),

ax(s) = aroTo(s) + ar T1(s) + azaTa(s) = 3To(s) — 4T(s) + Ta(s),

a3(s) = azoTo(s) +az; T (s)+ azpTa(s) + az37T3(s)
= =2Ty(s)+ T:1(s) — T>(s).

By(s) = To(s)B1g + T1(5)By.1,

By(s) = To(5)Bag + T1(5)By,1 + Ta(s)Bas.

El determinante a(s) de sE — A esta dado por

T31(0) + a1()T(0) + &a()T1(0) + a3(s)To(0) (3.1.13)
—5To(s) = Tx(s),

a(s)

y la matriz adjunta B(s)

B(s) = T0)By(s) + T1(0)B(s) + To(0)Bs(s)
= To(s)(Bao — 313) + T1(5)By1 + T2(5)Bs.
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Asi
-2 0 2 -1 0 1
B(s) = To(s)] 0 0 O |+Ty(s)] O -1 1 |+
00 -2 1 1 =2
0 0O
+T>(s) 0 0 O
0 01

3.2. Algoritmo para matrices polinomiales de orden

arbitrario

La siguiente aportacién en este capitulo la constituye la extension del algorit-
mo de Leverrier-Faddeev para el cdlculo simultdneo del determinante y la matriz

adjunta de una matriz polindémica
M(s) = sPA, + s"7'A,_| + -+ + sA| + Ay, (3.2.1)

donde A; € C™", i = 1,2,...,p, p > 1. La motivacién para el andlisis de esta
extension se basa en dos hechos. El primero estd ligado al cédlculo de la funcién
de transferencia de un sistema lineal de orden mayor que 1 como, por ejemplo,
el sistema de osciladores (2.1.6) (ver [26]), el cual involucra el computo de la
inversa de una matriz polinémica de grado 2, es decir, para hallar esta funcién de
transferencia es preciso encontrar la inversa de una matriz polinémica s*A, + sA; +
Agcon A; € C™", i = 0,1,2. La segunda motivacion reside en el estudio de los
ceros de una matriz polinémica de la forma (3.2.1), lo que equivale a calcular los
ceros del polinomio escalar det(spAp + s”“A,,_l +---+ S5A + Ao).

Esta extension estd basada en los trabajos [35], [36], donde se desarrolla el
algoritmo de Leverrier-Faddeev usando bases polindmicas. De esta forma presen-
tamos un enfoque alternativo a los resultados expuestos en [19] y [73], usando

bases de polinomios ortogonales clésicos y tomando como A, en (3.2.1) cualquier
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matriz, no necesariamente la identidad.

Consideremos una matriz polinémica dada por (3.2.1). Procediendo de la mis-
ma forma que en el caso del haz lineal (para mas detalles, ver [35]), reemplazamos
en el algoritmo del capitulo anterior (tabla 2.3) la matriz A por A(s) = —M(s) =
—(sPA,+s"'A,_ 1+ -+5A1+A¢) y obtenemos férmulas andlogas a las expresiones
(3.1.1-3.1.4). Pero, en este caso, deg(a(s)), deg(f?k(s)) < pk. Asi pues,

kp
a(s) = D aPi(s), a;€C,
=0
. (32.2)
Bi(s) = ) Pi(s)Bij, BijeC™"
=0
Sustituyendo (3.2.2) en (3.1.3) obtenemos
kp (k=D)p
kzak,jpj(s) = tr | (Buok — Fn-i) Z Pi(s)B_1 j+
=0 =0
p (k=Dp
+30 SPIDAB i+ (3.2.3)
m=0 j=0
(k=2)p
+(Vnts1 = Sn—k+1) Z Pi(s)Bi2,|-
J=0

Necesitamos una expresion para s”P;(s) en términos de la base {P,},>o. La
podemos obtener reiterando m-veces la relacion de recurrencia a tres términos

(1.2.2). De esta manera

j+m
X"P(x) = Z @™ Py(x), (3.2.4)

i=j—m

j,m _ <u’ mejPl> Ob L j,m
. = . servese que aj+m

= 1.
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Por tanto,

i (u, P})
s fur Py (Pisy + BiPi + yiPiy))
(u, P?)
Ay fu1 PiPisy) .<u’fm—1PjPi> N _<M,fm—1PjPi—1>
(u, P?) " (u, P L, P?)
u, P; u, P?
- Syl
(u, P7) (u, P7)

donde f;n—l (x) =

Abhora, si usamos nuevamente la relacion de recurrencia a tres términos (1.2.2),
(u, P?)
(u, P>)
pueden obtenerse de manera recursiva mediante

obtenemos y; = parai = 1,2.... De esta forma los coeficientes o "

jm _ Jim—1 Jim—1 Jim—1
@’ =yinag,, +pia; + @, (3.2.5)

1

y ' =y, &' =8, ! =1 parai=12,.
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Sustituyendo (3.2.4) en (3.2.3) tenemos

kp kp
k Z ak,ij(s) = Z a’j._p’ptI'Aka_l’j_ij(S)'F
=

J=p
kp—1 1

+ Z [Za LT AL B p+1)P (5)+
Jj=p—1\i=0

(k—=1)p+1 ( p—1
( a] Lp= ltI'Ap B 1,j- 1]P (s)+
i=0

(k= 1)p p .
Z [Za TtrAp_iBioyj + Buok — Tn- k)ter—l,j) Pj(s)+

j=0 i=0

(k=Dp-1( p-1
( cy]+1p ltI'Ap iBy_ 1J+1]P (S)+

J
Jj= 0 i=

*=2)p+1 [ 1
i
3 (Z o ’trAp-in-l,j+p-1]P,~<s>+
=0 \i%0
(k=2)p
-
+ Z (0/§ PPt Ay Bt jep + Ynoket = Spkr AT Bk—2,j) P(s).
=0

Identificando los coeficientes de P;, j=0,1,...,kp, en ambos miembros de

la expresidn anterior obtenemos
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Para j=0,1,...,p—-1

V4 !
I-p+j,p—i
kak,j = 6ktI'Bk_1’j + nkter—Z,j + Z Za/j prrp ltI'Ap_l'Bk_l’l_p_,_j'i‘
t=p=j =0 (3.2.6)
p—=Il+jp—i

Q, trAp—in—l,p—Hja

-1

S

+

/
[ i=0

I
[«

Sij=p,p+1,...,(k=2)p (enel caso que k > 2), se tiene

p 1
_ Jj—p+lp—i
kay; = Otr By_yj+ mitr Byoj + Z a; tr A, iBi_1j—pu
; ;=0 =0 (3.2.7)
J+p=lp=i
+ Z ap—l trAp—in—l,j+p—la

=0 i=0
el (3.2.8)
p=l+j,p=i
+ Z aj trAp—in—l,p—Hj,
I=j—(k=2)p i=0

Asi como

p [
2 z : k=2)p+1,p—i

kak,(k_l)p = 6ktI'Bk_1,(k_1)p + a,Ek—1;Z+ P ltI'Ap_in_l’(k_z)p_,_l, (329)
=0 i=0

Finalmente, para j=(k— Dp+ 1,(k—1Dp+2,...,kp

kp—j
I-p+jp—i
]jp Wp

kak,j = trAp—in—l,l—p+j, (3210)

1
=0 =0

donde 6 = Bk — Tneks Tk = Vnokt1 = Snis1-

Andlogamente, obtenemos expresiones de las matrices By ; en términos de las
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matrices By_ ;

kp kp p_ (k=1)p
D Pi)Be = Y arPi = Y > S"Pi()AnBi
=0 =0 m=0 =0
(k=1)p (k=2)p
- Z Bu-iPi($)Bi-1,; — Z Yn-ks1P () B2, .
j=0 J=0

Reemplazando (3.2.4) en la ecuacién anterior, obtenemos

kp kp kp
Z Pj(S)Bk,j = Z akJPj(s)In - Z Pj(S)a’j._p’pAka_l,]‘_p
/=0 J=0 =p
kp—1 1 ) '
- Z Pj(S)( a’j-_pﬂ’p_lAp—i] Bi1jp+1
Jj=p—1 i=0
. (k—1)p+1 p-1
- Z Pj(s) [Z “f'_l’p_lAp—i) Bi_1,j-1
j=1 i=0

(k=D)p p o
- Z P/(S) (ﬁn—kln + Z a’j"p_lAP—i) Bk—LJ
=0

i=0

- Z P(s) Za'j“’p_iAp—iJBk—l,jH

(k=1)p-1 [p—l
=0 i=0

(k=2)p+1

1
Ly
- Z P;(s) [Z a’fp ! lAp—i) Bi1,jip1
=0 i=0
(k=2)p
-
- Z Pj(s) (afj PPApBi-1jip +7n—k+1Bk—2,j)-
=0

Identificando los coeficientes de P;, j =0,1,...,kp, en ambos miembros de

la expresion anterior obtenemos
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Sij=0,1,...,p—1setiene

p [
— l=p+jip=i
Bk»j - ak,jln _IBn—kBk—l,j - 7n—k+1Bk—2,j - Z Z a; Ap—in—l,l—p+j
I=p—j i=0

i
- Zaf e lAp in—l,p—l+j

(3.2.11)
Luego, para j=p,p+1,...,(k—2)p, (en el caso k > 2), tenemos

Bi; = arjly — BuiBi-1j = Vn-ir1Bi2,
—1 l

p 1
J=p+lp—i J+p-lp-i
- § E a; Ap—in—l,j—p+l_ § @, Ap in—l,j+p—la

=0 i=0 =0 =0
(3.2.12)
Sij=k-2)p+1,(k—=2)p+2,...,(k—1)p —1 (cuando k > 2), entonces

<

Il
(=)

I
_ [=p+j,p—i
Bi; = ajly — BuiBi-1; — Z g @, Ap_iBi—i-p+j

1 0= (3.2.13)
—l+j.p—i
- Z Zaf PPTA Bt pete s
I=j=k=2)p =0

Ademas,

P
(k=2)p+1
Bii-vp = arg-1pln = Bk Bi-1,0-1)p — Z Z @ 1)p . lAp iBi-1,(k-2)p+1>

1=0 =0
(3.2.14)
Finalmente, para j = (k— 1)p+ 1,(k— 1)p + 2, ..., kp tenemos
kp=j 1
Bk,j = akj n Zal Prip= lAp in—l,l—p+j’ (3215)
=0 i=0

Finalmente, obtenemos el siguiente algoritmo
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DATOS DE ENTRADA: Ag,Aj,...,A, € C™ (B}, {yei,, (rdid, (s,

Condiciones iniciales: ay(s) =1, B_(s) =0, Bo(s)=1, y
By j=0sik,j<06k < pj.
FORk=1,...,n-1
e De B, () y Bi_1(5) y tomando en cuenta (3.2.6)-(3.2.10) obtenemos a(s).
e De (3.2.11)-(3.2.15) obtenemos By(s).

END (FOR)

De B,_»(s) y B,_1(s) teniendo en cuenta((3.2.6)-(3.2.10)) obtenemos a,(s).

Tabla 3.2: Algoritmo para matrices de orden arbitrario.

3.2.1. Ejemplos

Ejemplo 1: Consideremos la matriz polindmica de grado 2

s2—s —st+s5—1 0
A(s) = 0 3 s +2s |, (3.2.16)
| —5? s+

de modo que, de acuerdo con (3.2.1),

I -1 0 -1 10 0 -1 0
A,=10 0 1|, A=f 00 2], A= 0 30
I -1 1 0 01 -1

Se puede deducir facilmente que

detA(s) = 3s* — 5° — 45> + 25
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y
s*+ 253 +35% + 35 s+ s —st =3+ -2s
AdjA(s) =| s*+2s—5*—2s st — 2 —s* — 5% +2¢?
s2—1 —5? s+ s

Aplicaremos el algoritmo de la seccidn anterior usando la base {T,,}izo, de los

polinomios de Chebyshev de primera especie. Los pardmetros correspondientes a
la familia mencionada son g8, = r, =0, n > 0y vy, = %, s1 =0, y, = }‘, S, =

—}L, n>=2.
De (3.2.6)-(3.2.10) y (3.2.11)-(3.2.15) obtenemos
Parak =1
611,0:4, a1 =0, ap=2.
1 73 0 1 -1 0 1 1 0
BI’OZE 0 2 -1, Bi,=|10 0 -2, Bx= 02 -1
11 7 0O 0 -1 -1 1 1
Parak =2

3
aro = 4, a1 = E’ arp = 7, arsz = 2, arg = 2.

| 19 3 1 ! 18 4 -11
Bz,o = g —1 3 5 s BZ,l = Z —2 0 —3 5
12 8 16 0 -4 -12
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4 10 2 0 -1 1 1 -1
Byo=|1 0 0 1|, Bys=|2 0 -1, Bua=|1 1 -1
-3 0 3 00 O 00 O
Parak =3
5
ao=g, a1=+, a2=0, a3=-1, a32=3, a35=0=as.
8 4
De esta manera, de (3.1.5) se sigue que
5 7
det A(s) = 3T4(s) — Ts(s) — Tx(s) + ZTl(S) - gTo(S),
y de (3.1.6) obtenemos
I 1 -1 2 0 -1 4 10
AdjA(s) = Ta(s)| 1 1 =1 |+Ts(s)| 2 0 =1 |+Tax(s)] O O 1 |+
00 O 00 O -3 0 3
18 4 -11 5 3 1
+1Ti()| -2 0 =3 |+3To(9)| -1 -1 5
0 -4 -12 12 8 12
Ejemplo 2: Consideremos la matriz polinémica de grado 4
134 =328 + 2417 — 6t 2114 =527 + 392 - 8¢
(3.2.17)

U@ =
2114 — 5263 + 397 — 8¢ 34¢* — 847 + 631> — 14t

Necesitamos calcular det (U(¢)) para encontrar los ceros de U(¢). De nuevo, de
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acuerdo con (3.2.1)

A():

00 6 8 24 39
H Al = - s A2 = ’
00 8 14 39 63

32 52 13 21
A3 = - s A4 = .
52 84 21 34

Apliquemos el algoritmo de la seccidn anterior usando la base de los polino-
mios de Chebyshev de segunda especie, {U,,}flzo. Los parametros correspondientes
sonB,=r,=0,n>0yvy, = }‘,

De (3.2.6)-(3.2.10) y (3.2.11)-(3.2.15) se tiene

n>lys; =0, sn:—%, n=?2.

Parak =1
221 489
ajpg=—5, a1 =-18, ap=—, az=-116, a;4=47,

) 8 ) > 4 ) )
y

[ 160 —99 | -56 34 | 354 -219

Bl,o—g ) B]] = ) Bl,zzz )
-99 61 34 =22 =219 135

[ -84 52 o34 -2
HE I S I T

Parak =2
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B 2265 B 209 _ 93 B 225 3 177
aro = 128 a1 = 4 arp = , A3 = 7 ara = 7
69
ars = =20, axe= 7 @7 = 4, arg=1.
Asi,
8
w) = ) aUj)

Jj=0
5+ 41" — 190 — 268 + 11114 = 907 + 207 + 1.

Obsérvese que U es el polinomio matricial de Chebyshev de segunda especie
y grado 4 introducido por A. J. Duran [18]. No es necesario calcular a,(f) porque

U,(0) = 0. Entonces la expresion del determinante de U(¢) es

det U(?)

U>(0) + Uo(0)ax (1)

= B +47 - 190 =26 + 1114 = 90 + 202






Capitulo 4

Transformaciones espectrales
para matrices hermitianas
Toeplitz

4.1. Polinomios ortogonales en la circunferencia uni-
dad

Sea S un funcional lineal
S: A C,

donde A = span{z" : n € Z} es el espacio lineal de los polinomios de Laurent
con coeficientes complejos. A partir del funcional S podemos definir un funcional

bilineal £ : P X IP — C de la manera siguiente

L(p@,q@) = S(p@a™"), p.qgeP,

donde PP es el espacio lineal de los polinomios con coeficientes complejos.

Obsérvese que

L (zp(2),2q9(2)) = L (p(2),q(2)) .

75
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Definicion 4.1.1 Consideremos la matriz T = (tm,n) . donde t,,, = L(Z",7") =
m,n=

SE"™) =ty yseaT, = (tk, J): o la submatriz principal de T de dimension
(n+1)X M+ 1). Entonces

(i) Diremos que L es un funcional bilineal hermitiano en P si t_, = t, para
ne N

(ii) Diremos que L es un funcional bilineal cuasi-definido en P si detT, # 0

para todo entero no negativo n.

(iii) L es un funcional bilineal definido positivo en P si L(p, p) > 0 para todo
p € P ~ {0}, o, equivalentemente, detT, > 0 para todo entero no negativo

n.

En el caso en que £ es definido positivo (ver [25], [34]), existe una medida de
probabilidad no trivial i soportada en la circunferencia unidad tal que el funcional

L admite una representacion integral

27
Lp.q) = fo pEe®)q(e®)du().

Por convenio, el funcional bilineal £ se dice definido positivo sobre la circun-
ferencia unidad. La matriz semi-infinita 7" es una matriz de Toeplitz, esto es, las

entradas de cada subdiagonal son constantes

th 4 t,
1t

T = 1
tn ot

Sea {P,},>0 una sucesion de polinomios con coeficientes complejos. Diremos

que {P,},>o es ortogonal con respecto a L si
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= deg P, = n,

. L(PmaPn) = kn(sm,n’ con kn # 0,

donde 9,,, es la delta de Kronecker definida por

1 si m=mn,
6m,n = .
0 si m#n.

Diremos, también, que la sucesion {P,},so es ortonormal con respecto a L
si {P,},>0 €s una sucesion ortogonal y k, = 1 para todo n. En este caso, también

podemos decir indistintamente que {P,},, €s ortonormal con respecto a p.

Teorema 4.1.2 (i) Si el funcional bilineal L es cuasi-definido, entonces existe

una sucesion {P,},>o de polinomios ortogonales monicos asociada con el

funcional L dada por
fo 1 I_n
| L o 0 I
Po(z) =1, Pu2)= A ,n=1, (4.1.1)
Ii1 In Iy
1z "

donde A,_ = detT,_;.

(i) Si L es definido positivo, entonces existe una vinica sucesion {¢,},so de po-

linomios ortonormales asociados con L dados por

©n(2) = kuPp(2), 4.1.2)

con P,(2) dado en (4.1.1) y k,, = k,;%, donde k,, = AA—”.

-1

Proposicion 4.1.3 ([24], [68], [72]) La sucesion {P,},s, satisface dos tipos de re-

laciones de recurrencia
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(i) Recurrencia ascendente:

Pi1(2) = 2Pu(2) + Pui1(0)P,(2). (4.1.3)

(ii) Recurrencia descendente

Pui(@) = (1 = 1Pua(O)F) 2Pu(@) + Prct (0P, (2), (4.1.4)

donde P(z) = 7'"P,(Z7")

Las evaluaciones P,.1(0) de los polinomios ortogonales en z = 0 se denominan
coeficientes de reflexion.

Una demostracion de este resultado utilizando los generadores de espacios
de estado de la matriz de Toeplitz T" aparece en [43]. Sin embargo, utilizando el
hecho de que el operador de multiplicacion por z es unitario respecto al funcional

bilineal £ se puede dar una demostracion alternativa.

Lema 4.1.4 Si J, € C""'""*! es una matriz con 1 en la anti-diagonal principal y

las restantes entradas son nulas, entonces

Demostracion: Es inmediata teniendo en cuenta que 7, es una matriz Toeplitz y

Hermitiana.
]
Lema 4.1.5
L(P.?)=0, k=12.....n,
L(P:, 1) =K,.
Demostracion:

1

SiP,(z) =7"+a,,7" + -+ a,, entonces tenemos

[an,na cees Apt, I]Tn = [Oa O’ ) O’ kn]
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Considerando conjugados

[an,na ey an,l’ I]Tn = [09 O’ ey Oa kn]

[1, an,l, ey an,n] JnTn = [Oa O’ LR} 0’ kn]

Multiplicando a la derecha por J,
(L, @n1, -, @nulTn = [Ky, O, ..., O]

De aqui se sigue el enunciado.

Demostracion (de Proposicion 4.1.3):

(i) Pni1(z) — zP,(z) € P, y, ademas,
L(Pr1(@ = 2Pu(2),2) = 0,

parak=1,2,...,n.
Por tanto, P,,(2) — zP.(z) = A,P;(2). Evaluando esta igualdad en z = 0 se

tiene 4, = P,11(0), de donde se sigue el enunciado.

(it) Pni1(2) = Pp1(0)P;,(2) € 2P, y, ademas,
L(Py1(@) = Put(0)P;,,(2).2) = 0,

parak=1,2,...,n.

Por tanto,
P1(2) = Pui1 (2P, (2) = £:2Pu(2). 4.1.5)

n+1

Identificando los coeficientes de 7" en ambos miembros de la igualdad

anterior, se tiene &, = 1 — |Pn+1(0)|2, de donde se sigue el enunciado.
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Corolario 4.1.6
kn+l

LT 1Pai(O)f, neN.

Demostracion: Es una consecuencia inmediata de multiplicar los dos miembros

de la igualdad (4.1.5) por zP,(z) y aplicar el producto escalar.
|

De aqui se sigue que |P,,;(0)| # 1. Reciprocamente, dada una sucesion {a,},
de nimeros complejos tales que |a,| # 1 existe un unico funcional lineal hermi-
tiano S tal que la correspondiente sucesién de polinomios ortogonales moénicos
{Pn} .0 satisface P,,1(0) = a,. Para ello, basta utilizar la recurrencia ascendente y
construir la familia de polinomios moénicos {P,},-, de manera que los momentos

se determinan de forma recurrente a partir de
L(@Py(2),1) = =Py (0)k,,

esto es,

Cop| T Ap1Cpp + -+ dyyCy = _Pn+1(0)km
paran € IN con ky = ¢, donde L viene dado en términos de S tal y como se ha
indicado al comienzo de esta seccion.

Este resultado es una extension al caso de los polinomios ortogonales sobre la
circunferencia unidad del teorema de Favard (véase [1]).

Notemos que L es cuasi-definido si y s6lo si |P,(0)] # 1 paratodon > 1. L es
definido positivo si y sélo si |P,(0)| < 1 paratodon > 1.

Por otra parte, si £ es definido positivo y P,(@) = 0, entonces |a| < 1. Si L es

cuasi-definido se tiene el siguiente resultado

Lema 4.1.7 ([22]) Sean L un funcional bilineal cuasi-definido, {P,},s la suce-

sion de polinomios ortogonales monicos con respectoa L, y a € C.
(i) Si P,(a) =0y |a| # 1, entonces P,(a) # 0.

(ii) Si|a| =1, entonces P,(a) # 0 para todo n > 0.
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Demostracion: (i) Si existe un n € N tal que P,(@) = P;(a) = O con |a] # 1,
entonces aplicando reiteradamente la relacion de recurrencia regresiva, tenemos

Pi(a) = P{(a) = 0. En consecuencia
Pi@=z-a y Pi(@=1-cz

y por tanto, se tiene que Pj(a) = 1 - la|* = 0, contradiciendo asf la hipétesis.

(ii) Sea|al = 1. Si P, (@) = 0 para algin ny € IN entonces P;, (@) = 0. Usando
reiteradamente la relacion de recurrencia regresiva, obtenemos

Pi(z) =z-a,

lo que implica |P;(0)] = 1, lo que nos llevaria a una contradiccioén. Por tanto,
P,(a) # O paratodon > 1.

El nicleo reproductor de grado n, K,(z,{), respecto a la familia {P,},>o se
define mediante

KGO =) w. (4.1.6)
/=0 J

Teorema 4.1.8 ([25], [34], [68], [72]) Sean ( € Cy p € P,. Entonces se verifican

las siguientes propiedades:

(i) Propiedad reproductora:

L(p(2), K.(z,0) = p(0). 4.1.7)

(ii) Formula de Christoffel-Darboux:

_ P @P, (D) = Pr(D)Prii ()
K.(z,{) = ko (1-20) . (4.1.8)

Si el funcional bilineal L es definido positivo, la expresion (4.1.6) se transfor-
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ma €n

Kz 0) = )¢9, (4.1.9)

J=0

En este caso, diremos que K,,(z, {) es el nicleo reproductor de grado n asociado
a la familia {¢,},,, y satisface

Proposicion 4.1.9 Si K, (z,0) = Z 0i(2)¢;({) es el niicleo reproductor asociado

=0
a {¢n} =0 entonces
K.z, 0) = D ¢,00¢,(2) = kg (2), (4.1.10)
j=0
y n
m@m=§y%©ﬁzé (4.1.11)
Jj=0

De la relacion (4.1.11) se tiene

12 =1 = loa(0)F = 2IP,(0),

n_

de donde se sigue que

2
(K”‘l) —1-|P,(O0), neN. (4.1.12)

n

En el caso definido positivo, el nicleo reproductor de grado n estd asociado

con el siguiente problema extremal

2
A,(y) = min { f Ip(e®)du(®) : deg p < n, p(y) = 1}-
0

De hecho, |

K,(y,y)’

() =



4.2. Polinomios ortogonales en la circunferencia unidad y transformaciones
espectrales 83

K.(z,y)

K, (y,y)
Para cada y € C, 4,(y) es una funcién decreciente con respecto a n y, en

siendo

el polinomio en el que se alcanza dicho minimo.

consecuencia, podemos definir

A(y)

lim 4,,(y)

27
inf { f lp(e)*du(®) : peP, p(y) = 1} > 0.
0

A se denomina Funcion de Christoffel asociada a u. Uno de los resultados prin-

cipales de relativos a la funcién de Christoffel se muestra a continuacion

Proposicion 4.1.10 ([68], Thm. 2.2.1) Sea u una medida de probabilidad no tri-

vial soportada en el circulo unidad.
(i) Sily| > 1, entonces A,(y) = 0.

(@i) Sily| =1, entonces A(y) = u({y}).

(iii) Si Z |P,(0)]> = 400, entonces Aeo(y) = 0 para todo y € C con |y| < 1.
n=0

(iv) Si Z IPn(O)I2 < 400, entonces A(y) > 0 para todo y € C con |y| < 1.
n=0
Por otra parte,

[oe]

20 = [ | (1= 1P.OF).

n=1

4.2. Polinomios ortogonales en la circunferencia uni-

dad y transformaciones espectrales

Sea F : Q c C +— C una funciéon compleja que es analitica en un entorno de
z=0,1.e.

F(2) = co+2 Z ad, 4.2.1)
k=1
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donde ¢y € R, ¢, € Cparak € Ny limsup x|t < o0. A dicha funcién le podemos
asociar un funcional lineal Sy definido en el espacio de los polinomios de Laurent
A de manera que

Sr (zk) =cy, keZ,

donde asumimos que c¢_; = ¢, k € IN. S define una aplicacién bilineal (, ) en el

espacio P de los polinomios con coeficientes complejos de la siguiente forma
(P.@)s, = Sr(p@)a(™").

La aplicacion bilineal (-, -)s, satisface las propiedades (i) y (ii) de los produc-
tos escalares introducidos en la seccién 1.4. Si, ademas, se satisface (iii) diremos
que Sr es un funcional definido positivo. En este caso (véase [21], [24]), existe

una medida no trivial u soportada en la circunferencia unidad de manera que

1 27 eie +7
F(z) = —f . du. (4.2.2)
2 Jo €Y -z

Definicion 4.2.1 ([24], [63]) Una funcion compleja F que admite una represen-
tacion de la forma (4.2.2) donde u es una medida positiva se denomina funcion
de Carathéodory (C-funcion).

Es inmediato probar que F es C-funcion siy s6lo si F es analiticaen D = {z €
C: |zl < 1} yRe(F(z)) > O para |z] < 1.

. ) o1
De acuerdo con este resultado, F' es una C-funcion si y sélo si I3 es una C-

funcion.

Definicion 4.2.2 ([24], [68]) Los polinomios monicos Q, de grado n definidos

mediante

1
Q@) = St (22 (P.) - Pu(2)) (4.2.3)

se denominan polinomios de segunda especie asociados al funcional Sp.
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Es un sencillo ejercicio comprobar que
Q41(2) = 22,(2) — Pr1(0)Q,(2)

y, por tanto, {€2,},- €s una sucesion de polinomios ortogonales monicos respecto

a un funcional lineal Sj.

Proposicion 4.2.3 ([64])

| FOP.@+9@ = 0@,

(l) * * — n+1
FQP () - = 0(z).

(ii) F(2) = ——

W= Fey

De esta forma, aparece un primer ejemplo de lo que denominaremos transfor-

macion espectral de funcionales lineales Sp.

Definicion 4.2.4 Dada una funcion F analitica en un entorno de z = 0 diremos
que F, funcion analitica en un entorno de z = 0, es una transformacion espectral

racional de F si existen polinomios A, B, C, D tales que

Fo) = A(2)F (2) + B(2)
C(2)F(z) + D(2)’

(4.2.4)

con A(z)D(z) — B(z)C(z) # 0.

Si {P,},=0 €s una sucesion de polinomios ortogonales ménicos respecto a Sg,
parece natural analizar las condiciones necesarias y suficientes para la existencia
de una sucesion de polinomios ortogonales ménicos respecto a Sy. Este es un

problema abierto. Algunas situaciones particulares han sido estudiadas en [63].

Mostraremos a continuacién algunos ejemplos de transformaciones raciona-

les.
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4.2.1. Transformacion de Christoffel

Considérese un funcional lineal v tal que la forma bilineal asociada satisface

(P @) =z-a)p,(z-a)g)s,, a€C. (4.2.5)

v = C,(SF) se denomina transformada candnica de Christoffel de Sp.

(o]
Veamos que F@@) =vy+2 Z wZ¥, donde v_; = v (z") es una transformacion

k=1
racional de F.

Vg = v(zk)=(zk,1)u

(z-a)it z—a)s, = (' —adk,z—a)s,

~ 2
C_j — AC_k—1) — AC_k41) + |al c_x

(1 + |a|2) C_ — AC_(j-1) — dC_(]H,]).

De esta manera,

F(z) = vp+2 Z e
k=1

(1 + |a|2> cop—acy—ac_; —2a Z cr1Z" —2a Z Cr 2+
k=1 k=1
o0
42 Z (1+1aP) e
k=1

(1 + |a|2) F(Z) - Zl(c_l + 25} CkaHJ _ a(cl + 25} Cka_lJ ,
k=0 k=2

Yy, como consecuencia

F(z)

(1 + |a|2) F(Z) — C_Z(C_l + Z(F(Z) + Co)) - a(cl + % (F(Z) —Co — 2C1Z))

= (1 +al? —az - g)F(z)+a(01 +@)—El(c_1 + cp2) .
Z Z
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Proposicion 4.2.5

= A(R)F(z) + B(z)
F(z) = ) ,
donde
AlR) = -az?+ (1 + |a|2)z —a,
B(z) = —acyz* + (acy —ac_y)z + acy,
D) = z

En el caso definido positivo, iteraciones de estas transformaciones de Chris-
toffel han sido estudiadas en [27], [40] y [49].

4.2.2. Transformacion de Uvarov

Considérese un funcional lineal v tal que la forma bilineal asociada satisface

(P @)y = (P, @)s, + mp(@)g(a") + mp(@ "q(a), (4.2.6)

conla| #1lyme C.v = U,,, (SF) se denomina transformada candnica de Uvarov
de SF.
[s6]
Veamos que F(2) =vg+2 Z wZX, donde v_; = v (z") es una transformacion
k=1

racional de F.

v = (5 1y, = (5, Iys, + md +ma*.

Asi pues
> _ — —_k -k k
F(z) = c0+m+m+25 (ck+ma + ma )Z

k=1
- F(2) +m[1 + 22&’%) + m[l + 2Za-ksz
k=1 k=1

+az a+z
+m

= F(z)+n_11 —
1 —-az a—z
a(m+ﬁ)+(1 —|a|2)(m—m)z—a(m+ﬁ)z2

(z—a)az—1)

= F(@)+
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Proposicion 4.2.6
= . AQF()+ B(z)
F(z) = D) )

donde
A(z) = D(z) = (z—a)az— 1),
B(2) = (a - az?) (m+m) + (1 = lal*) (m - m) z.

Propiedades asintéticas de polinomios ortogonales asociados a algunos casos

particulares de transformadas de Uvarov han sido analizadas en [S3].

4.2.3. Transformacion de Geronimus

Considérese un funcional lineal v tal que la forma bilineal asociada satisface
(z=a)p,z=a)q)y =P, s, a#0. (4.2.7)

v = G, (Sr) se denomina transformada canénica de Geronimus de Sy. Enton-
ces
a = (1,Hs, =-a,2@-a),

4.2.8
= Vk(l + |Cl|2) — Vi — aveey, k= 0. ( )

Ck

Vi . .
- —-, la anterior expresion resulta ser
a

Haciendo s, = ==,
a

Ik

se = (1+1aP) t = laltiey =t k>0,

de modo que
2
Sk =tk =ty — lal” (fer — 1), k2 0.

Si hacemos g, = t; — t;_1, k > 0,

s = qr — laPqi, k>0,



4.2. Polinomios ortogonales en la circunferencia unidad y transformaciones

espectrales 89
y, por tanto,
o = qo = S0 = lalsi = -+ = |a* s
-
|a|2k
k-1
0~ Co—dac—-—ad Ck
1 vE k=1, (4.2.9)
a
asi como
qo = ty—1t =Vvy—av
qo — Co Vi
Q= s =h —1Ip=— —Vo.
lal a

qo aparece como un pardmetro libre. De esta forma

Vo—avy = 70

V_1 _ Co — qo (4210)
Vo— — = )

a lal

Yy, por tanto,
(1 - Ialz) vo = 2Re (go) — co,

esto es, vo € R. Si asumimos |a| # 1, vy queda univocamente determinado y de
(4.2.10) deducimos v;. Reiterando (4.2.9) se sigue que

k
Vi
—=vo+ ) q, k>2.
a ‘=

Por tanto, disponemos de un grado de libertad que es la eleccion de gg. Por
otra parte, multiplicando en (4.2.8) por X, k > 1, se tiene
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F(z) = w (1 + |a|2) —avy —av, + 2(1 + Ialz) Z ezt — ZaZ Ves12ZE — Z&Z Vi1 26
k=1 k=1 k=1
_ 2 o) 00
= (1 + |a|2) F(z) - a[m + - kazk] - 51(\71 + 2z2vkzk)
=) k=0
1, ~
= (1+1aP)F@) —alvi+—-(F@) —vo-2viz)|-a(v +z(vo+ F(z
(1+1) F@ = v+ H(F@ == 202)) = (71 +2 (0 + F2)
= (1+|a|)F(z)+a(v1+?)——F(z) a(, +vpz) — azF ()
= (1+|a| ———az)F(z)+av1—av1+v0(g—az)
Z
a _\ ~ _ _ a  _
= (1+|a| ———az)F(z)+vo—q0—v0+q0+v0(——az). 4.2.11)
Z Z
Asi pues,

Proposicion 4.2.7
~ AR)F(z) + B(2)

F(z) = DG ,
donde
Al) = z,
B(z) = avyz* —2iIm(qo) z — avy,
D(z) = -az*+ (1 + |a|2)z -a.

Teniendo en cuenta que

- A B
FQ) = SOF@+ DEZ))
B & Fo)+ avoz> — 2iIm (g0)z — avy
D) —az2+ (1 +laP)z-a
_ AQ, (az* - a) (qo + G0 — co) = (1 = |aP) (g0 — Go) 2
BT H A (R P2 Y Gy s R s ey
_ A(Z) F( ) N (ClZ2 - Cl) (l() + l_()) + (1 - |a|2) (l() - l_())Z

D(2) —az2+ (1 +laP)z-a
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— o

2

1—||2’ de modo que
—la

con ly =

Fo = 295 +(azz_a)(lo+l_o)+(l—|a|2)(lo— L)z
D@ (az-1(@z-a)
= @ a+z _l+az
B D(Z)F(Z)+ma—z+m1_az,
w4

donde m = I, =
En el caso definido positivo, un ejemplo de transformacién de Geronimus con
m = 0 ha sido analizado en [28], asi como en [6], [S6], [57] en el marco de proble-

mas inversos para polinomios ortogonales que se expresan como combinaciones

lineales, a su vez, de polinomios ortogonales.
Proposicion 4.2.8

(i) Gyo Cy = Uy

(i) C,0G, =1d.
Demostracion:

(i) Sea G la funcién analitica asociada al funcional C,. Entonces, de acuerdo

con la Proposicion 4.2.5

G(z) = [@F(z) - (choz —(ac; —acy) — acoé)

donde A(z) = —(az — 1)(z — a).

Si H es la funcién analitica asociada al funcional G, o C, de acuerdo con la
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Proposicion 4.2.7,
z a+z _l+az
H(z = —G@)+m +m -
@ A(2) @ a—z 1-az
_ F(Z)+Ezcozz—_(acl—c'zél)z—aco a+z+ﬁl+c:1z
(az-1)(z—-a) a—z 1-az
—a+ =1+a
= F(z)+ma £ m C_lz
a—z 1-az
donde

— 1 +aC1—C_lE'1
m=m-=\co+ ——|.
2\ T ap

(if) Sea F'la funcidn analitica asociada al funcional v = G,. Entonces, de acuer-

do con la Proposicion 4.2.7

F(Z):LF(Z)+ma +—

donde A(z) = —(az — 1)(z — a).

Si K es la funcién analitica asociada al funcional C, o G, de acuerdo con la

Proposicion 4.2.5 se tiene

K@) = ?Fw(z) - (szoz + (avy —avy) — %)
_ F(z)+A(Z)(ma+Z+ﬁ1+c:lz)—A(Z)(ma+Z+n_11+‘:lZ)
2 a-z I -az Z a-z 1-az
= F(2).

Las transformaciones de Christoffel, Uvarov y Geronimus se denominan trans-

formaciones espectrales lineales candnicas. En un caso definido positivo, corres-
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ponden a transformaciones de las medidas dadas por

dﬂ = |ei0 - a|2 d/.l,
dit. = du+méo, +moz, lal #1,
du

diin = . 5 + mo, + mog-1, la| #1,
e — al

respectivamente.

Ejemplos de transformaciones espectrales racionales propias aparecen en la li-
teratura cuando se perturban los pardmetros de reflexién mediante desplazamien-

tos en los subindices (véase [63]).

4.3. Matrices de Hessenberg asociadas a polinomios

ortogonales

Teniendo en cuenta que {P,},>0 €s una base ortogonal en IP, y combinando la
férmula de Christoffel-Darboux y las relaciones de recurrencia (4.1.3) y (4.1.4) se

obtiene
n

2Po(2) = Prat(@ = ) B2 Pa(0)PO)P,(2). 4.3.1)
j=0

En notacion matricial la relacidn anterior se traduce en
zP(z) = HpP(2)
donde P(z) = [Po(z), P1(2),...]' y Hp es una matriz de Hessenberg inferior

hoo 1 0 0

]’11’0 ]’ll’] 1 o ---
Hp = . 43.2)
hao hay hop 1 7.
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cuyas entradas son

1, si j=k+1,
hk,j = %PkH(O)Pj(O)’ si J< k,
0, si j>k+1.

En lo sucesivo, diremos que Hp es la matriz de Hessenberg asociada a la fa-

milia de polinomios ortogonales ménicos {P,},>o.
En el caso definido positivo, si {¢,},s, €s la base de IP formada por los polino-
mios ortonormales, la relacién (4.3.1) se convierte en
K

" 0ui1(2) —
1

Kn+

Pi(0) & ——
ZQOn(Z) = 1( ) Z KJPJ(O)(,DJ(Z), n>=0. (433)

K =
Si escribimos la relacion anterior en forma matricial obtenemos

donde @(2) = [¢o(z), ¢1(z), ... 1"y H, es una matriz de Hessenberg inferior con
entradas
2P, 1(0)P;(0), si 0<j<n,

hﬂ,j: Kn si j:n+l,

)
Kn+1

0, si j>n+1.

Nota 4.3.1 (i) Dado un funcional bilineal ¥ en P, sea P(z) := [po(z), p1(2),...]"
conpi(z2) € P, k=0,1,2,... Laexpresion ¥ (P, P") denota una matriz semi-

infinita cuyas entradas estdn dadas por

(F2.P)), = F(prp)). kj=0.1.2....

(ii) Sea A una matriz con entradas complejas. En lo sucesivo, las expresiones

Ap y (A)(n) denotan la n-ésima fila de la matriz A. Andlogamente, A™ y
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(A)"™ denotan la n-ésima columna de A.

Proposicion 4.3.2 Sea L un funcional bilineal definido positivo sobre la circun-
ferencia unidad. Si {¢,},s, es la sucesion de polinomios ortonormales correspon-

diente a L'y H, es la matriz Hessenberg inferior tal que

ZCP(Z) = H(p(P(Z),

donde @(z) = [¢0(z), ¢1(2), ...], entonces

(i) HH; =1,

donde I es la matriz unidad semi-infinita.

Demostracion: (i) El funcional bilineal £ satisface

L(zp,zq) = L(p,q), paratodo p,q¢€ P.

Entonces
H,H, = HyL(p,¢)H,
L(H,,¢'H,)

Lz, z9") = L, ") = 1.

(if) Para n > 0, tenemos

n o 2 . P.+ . ,
(1), ()" - (KK 1) #PLOFIPOF + 2P, 0F Y O

n j=n+1 J



96 Transformaciones espectrales para matrices hermitianas Toeplitz

Usando, en forma reiterada, la relacién (4.1.12), se deduce

(H),, ()" = 1= () 1PAOF (1= 1P OF) + €I, OF Y P2

j=n+1
2 > . 2
= 1= (Z2) 1P O (1= 1Pua(O)F) + IP,O)F Y Feh
j=n+2 !
= 1-«|P,(0)] lim 1 1 — |@,(0)]* lim
mEIT e k2 " s K(0,0)

~

1 = 1@,(0)2(0).

Por otra parte, para 0 < j < n,

* W _ 1 0 o
(H“’)(n) (H“’) = ¢,(0)p;(0) (_K_ﬁ + [Z: % '
Usando la relacién (4.1.12),

)1 - -+ 5, 2]

+1
I=n+1

= ol s S o
- %(0)%(0)[ 2 ]

I=n+2

Finalmente, si aplicamos reiteradamente (4.1.12), se obtiene

: 1 S 1
(H‘*P)(n) (Hﬂp)(j) = OO lim -5 = ¢n(0)e;(0) lim 50
l 9
= @n(0)¢;(0)1(0).

Corolario 4.3.3 La matriz H, es unitaria siy solo si Z |P,(0)]? = 400, lo que se
n=0
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traduce en términos de la medida u en que logu’ ¢ L' (%), esto es, la medida u

no pertenece a la clase de Szegd (ver [68]).

4.4. Funcionales lineales cuasi-definidos y la facto-

rizacion LU

Consideremos un funcional bilineal hermitiano cuasi-definido £. Sean @ € C

y el funcional bilineal £; definido mediante
Li(p.q) = L(z-a)p.q), p.geP. (4.4.1)

El funcional £, no es hermitiano y, por tanto, no hay garantias de la existencia
de una sucesién de polinomios ortogonales con respecto a £;. Sin embargo po-
demos analizar la existencia de sucesiones polindmicas que sean ortogonales a la

derecha o izquierda con respecto a L.

Definicion 4.4.1 Sean ¥ un funcional bilineal en P y {L,},50, {R.},s0 Sucesiones

de polinomios monicos. Entonces

(i) Diremos que {L,},s es una sucesion de polinomios ortogonales por la iz-
quierda con respecto a ¥ si, para todo n > 0, se cumple
= degL, =n,
n F(Lu@.25) =0, 0<k<n-1,
» F (La(2),2") # 0.
(ii) Diremos que {R,},s es una sucesion de polinomios ortogonales por la iz-
quierda con respecto a F si, para todo n > 0, se tiene
= degR, =n,
= F (X R(@) =0, 0<k<n-1,
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= F(Z",R,(2)) # 0.

Teniendo en cuenta la definicidn anterior podemos probar la siguiente

Proposicion 4.4.2 Consideremos un funcional bilineal hermitiano cuasi-definido
L y su correspondiente familia de polinomios ortogonales monicos {P,},>o. Sea
L, definido como en (4.4.1), con a € C tal que P,(a) # 0 para todon > 1.
Entonces

(i) La sucesion {R,},>o dada por

—_

R.(z,a) = Ky K, (z,a) = P,(2) + Ky
P,() Py(a)

k;'Pi(@)Pj(z), n>0

Il
(=}

J
(4.4.2)
es ortogonal a la derecha con respecto a L. De nuevo, K, es el niicleo

polinémico de grado n correspondiente a la familia {P,},so.

(ii) La sucesion {S ,},>o definida por

Pn+ 1 ((1’)
Py(a)

1
Snz, @) = p— Pp(2) - Py(2)|, n>0 (4.4.3)

es ortogonal a la izquierda con respecto a L.

Demostracion: (i) De (4.4.2) se deduce facilmente que deg R, = deg P,, = n, para
todon > 0.

Usando la propiedad reproductora (4.1.7) y la férmula de Christoffel-Darboux
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(4.1.8), para 0 < k < n se tiene

Li (¢, Rz, @) Pk("a)Ll (&, Ku(z. )

- s LFe-aKea)

k, ) -
= Pn(a)l: (zk(z - @), Ky(z, @) - kn-il-IPn+l(Z)Pn+1(CZ))
" Py(a)

= -k Sk

(ii) Partiendo de (4.4.3), es facil comprobar que deg S, = n para todo n > 0.
Para 0 < k < n, obtenemos

L (S,l(z, @), zk) L ((Z - a)S,(z, @), zk)

Pn+l(a) k
P @ Py(2),z )
Pn+l(a)
Py(@)

= L (Pn+1(Z) -

= L(Pr(@.7) -

Pn+1(a')
= -k,——,&.
Pya) ™

L (Pn(z), zk)

La sucesion {S,(z, @)},so fue usada en [11] para el estudio de perturbaciones
no-simétricas de funcionales bilineales simétricos. En [17], de manera alternativa,
se trabaja con la familia {R,(z, @)},>o0.

Sean Hp y Hy las matrices de Hessenberg inferiores asociadas a {P,(2)},0 ¥
{R,(z, @)},50, respectivamente. Vamos a establecer una relacién entre Hp y Hg. Pa-
ra ello, dado que tanto {P,(z)},-0 como {R,(z, @)},>o son bases de polinomios mo-
nicos en el espacio lineal IP de los polinomios con coeficientes complejos, existe

una matriz triangular inferior Lpg con 1 como entradas en la diagonal principal tal
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que
R(z) = LprP(2),

donde P(z) = [Py(2), Pi1(z), ...I'"y R(z) = [Ro(z, @), Ri(z,), ...]". Las entradas

de la matriz Lpg estdn dadas por

1 si k=],
(LPR)k,j = kkpj(a) si k>,
ijk(a/)

0 si k<.

Lema 4.4.3 Consideremos el funcional bilineal L, definido en (4.4.1) y P(z) =
[Po(z), P1(2),...]". Sea Dp = L(P, P"), entonces

(i) L (P,P') = (Hp —al) Dp,

(i) L1 ((z—a)P, P") = (Hp — al)* Dp.

Demostracion: (i)

Li(PP) =L((z-a)P,P)=L((Hp—al)P,P)
= (Hp —(II).E(P,PZ) = (HP —G’I)Dp.

De forma andloga se demuestra el segundo enunciado.
|

Debido al caricter ortogonal de la familia {P,},,, la matriz Dp es una matriz

diagonal, no singular, cuyas entradas son

k;, si k=]
Dp)j=1 '
(D) {o si k#j.
Dado que la familia {R,},, es ortogonal a la derecha con respecto a L;, en-

tonces la matriz Dy es triangular inferior no singular y sus entradas vienen dadas
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por
k .k
kik; Z Pi(@)P1 () Pi()P;(0) Z . Y7
Pi(@P;(@) [ ( ke T K P (0)Pi()
=0 i=l
(D), = o
k,j —aK(a,a)|, si j<k
0 s j>k,

asumiendo que P_;(z) = 0.

Proposicion 4.4.4 Sea Lpg la matriz de cambio de base tal que R(z) = LprP(2).
Entonces Hp — al = LU, donde

L = Ly Dy (4.4.4)
es una matriz triangular inferior, y

U = Ly;D;! (4.4.5)
es una matriz triangular superior.

Demostracion: Del lema 4.4.3, se tiene

(HP —aI)Dp

L (P, P)
= Li(LpkR R'Ly)
= LippLi (R.R') Lyp
= LypDrLiy.

De esta forma,
Hp — al = LpyDrLyp D5
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La proposicion anterior nos brinda una factorizacion LU de la matriz Hp — al

que no es unica.

Ahora mostramos la relacién entre las matrices Hp y Hg.

Proposicion 4.4.5 Si Hp—al = LU, donde Ly U estdn dadas por (4.4.4) y (4.4.5),

respectivamente, entonces
Hyi = Dr (UL) Dy + al,

donde Dg = L;(R,R").

Demostracion: De la proposicion anterior, se sigue que

L ((z-a)R,R") L ((z = a@)LprP, P'Lpy)
= LprLi ((z— )P, P') Ly
= Lpr(Hp - Cl/l)2 DPL;R
= Lpg (LU)? DpL}p.
Por otra parte, se tiene
L ((z=a)R,R") = (Hg —al) L, (R,R") = (Hg — al) Dg.

De esta forma,

Hyg — al = LprLppDRULD;' DpDy' = DRULDR'.

A continuacion, si perturbamos el funcional £; de la manera siguiente

Ly(p,q) = Li(p,(z—-a)g) = L(z— a)p,(z—a)q), p.q€P, (4.4.6)

entonces el funcional bilineal £, es hermitiano (ver [51]), y una condicién nece-
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saria y suficiente para que £, sea cuasi-definido se muestra en el siguiente

Teorema 4.4.6 El funcional bilineal L,, definido por (4.4.6), es cuasi-definido si
y sélo si K,(a, @) # 0, para todo n > 0.

Demostracion: Supongamos que £, es cuasi-definido y sea {Q,},so 1a sucesion
de polinomios ortogonales ménicos asociada a £,. Denotemos por span{p(z)} al

subespacio lineal de IP generado por el polinomio p € IP. Entonces

P, = (z-a)P,®span{K,(z,a)}
span{(z — @) 0,-1(2)} ® (z — )P, ® span{K,(z, @)},

donde las sumas directas son también ortogonales.

Por otra parte,

IPn IPn—l @ Span{Pn(Z)}

span{P,(z)} & span{ K, (z, )} ® (z — )P, 5.

De esta manera, dada la unicidad del complemento ortogonal del subespacio

vectorial (z — @)P,_, respecto a IP,
span{(z — @) Qy-1(2)} & span{K,(z, @)} = span{P,(2)} ® span{K,-(z, @)}.
En consecuencia,
Py(z) = (2 — @)0p-1(2) + BuKi-1(z, @). 4.4.7)

Ahora bien, si K,,_(a, @) = 0 para algin n,, entonces, de la expresion (4.4.7),
tenemos P, (@) = 0. Esto significa que

K.(a,a) =0, paratodo n > ng,

y, por tanto,

P,1(a) =0, n > no.
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Si |a| # 1, teniendo en cuenta que P, («) # 0, n > ny, asi como la férmula de

Christoffel-Darboux (4.1.8), para n > n, obtenemos

|PZ+1(a’)|2 - |Pn+1(a')|2 _ k |P*+1(a/)|2
= aP T la

contradiciendo asi nuestra hipotesis.

K(a,a) =k}, +#0,

Si || = 1, entonces P(a) = 0, P,_;(@) = 0y, por tanto de la relacién de
recurrencia regresiva Pi(a) = 0, 1. e. Pi(z) = z — @, 0, equivalentemente, |P;(0)| =
1, contradiciendo asi, el caracter cuasi definido de L. En consecuencia K, (o, @) #
0, para todo n > 0.

Supongamos ahora que K,(«@,a) # 0 para todo n > 0y consideremos la

sucesion de polinomios moénicos {Q, },-o definidos por

Pn+
Q—@&@=Rm@—?£%mmw. (44.8)

Entonces, para 0 < k < n, se tiene

£(0,0.c- ) = L(c-0)0.@. - )

= L(Pr(@) - 219K,z ). (2 - a))
= L(Pu,c— o)) = 2219 £ (K (2, ), (2 — @) *")

= Kys100s — K”{;(Ziﬁ( Kun(z.@) = 229P, 1 (2), (2 - a)"“)

n+ Py
= KO+ DRl

_ Kyii (@)
- k'”’ K, (a,a) 5

Asi {Q,}.>0 es la sucesion de polinomios ortogonales ménicos con respecto al
funcional £,.
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Sea H( la matriz de Hessenberg inferior tal que

z20(z) = HpQ(2),

donde Q(z) = [Qv(2), 01(2), ...I". Mostraremos la relacién entre las matrices Hy
y Hg y veremos que la matriz Hy se obtiene a partir de una factorizaciéon LU de

la matriz Hg. Para ello, primero probaremos el siguiente

Lema 4.4.7 Consideremos el funcional bilineal hermitiano L,, y sea Hg la matriz
de Hessenberg inferior tal que zR(z) = HyR(z), con R(z) = [Ro(2),R(2),...]".
Entonces

(i) Lo (R,R") = Dg (Hg — o).
(ii) L2 (R,(z - @)R") = Dg (Hg — aI)")’.
Demostracion: (i)

L(R,R) = Li(R,(z— )R) = Li(R,R") (Hg — al)" = Dr (Hg — aI)".

Usando un procedimiento similar, se deduce (ii).

Proposicion 4.4.8 Sea Ly la matriz triangular inferior tal que Q(z) = LroR(2).
Entonces,
Hg —al = Ly, U,

donde U es una matriz triangular superior:

Demostracion: Del Lema 4.4.7, se tiene

Di(Hg—al) = Ly(R.R)=L(L;h0.O'Lyy)

= LgpDoLyp,
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donde Dy = £, (Q, Q") es una matriz diagonal no singular. De esta forma
Hg — ol = LppDyy (DrLgg) ™" .

En consecuencia podemos ver que

conL =Ly, y U= D}, (DgLro) "

]
La estructura de la matriz D proviene de la caracterizacion de ortogonalidad

de la familia {Q,},5,. Las entradas de la matriz D, estan dadas por

K (a,@)

D) . = J K (@)
(Do), {0, si k%

si k=],

Por otra parte, las entradas de la matriz cambio de base Lgy son

Py ((I)K,'((I,(I)

— Pi(@)K,(a,a)
(Lro),.; = { 0 Sion<j

si n>j

Proposicion 4.4.9 Sea Ly la matriz triangular inferior tal que Q = LgoR. Si
Hy — ol = LU es la factorizacién LU sin pivoteo de Hg — al, entonces

Hp-al =UL.
Demostracion:

L (0. z-a)Q")

Lo (LgoR, (z — @)R'Lgy)
= LRQ.LZ (R, (Z — Q)Rt) L;?Q

De esta manera

£(0, Q) (Hg — al)" = LegDg (Hg = aI)')’ Ly,



4.5. Funcionales lineales definidos positivos y la factorizacion QR 107

0, equivalentemente,
Dy (Hg — al)" = LroDpDy' Ly, Do Ly D' LipDoLipLio-

Finalmente

(Ho —al)

* -1 :
LRQDR LRQDQ, 1. €.,

Hyp—al = DylLgDyLyy, = UL.

4.5. Funcionales lineales definidos positivos y la fac-

torizacion QR

Supongamos ahora que el funcional bilineal £ es definido positivo, y sea

{¢n}ns0 la sucesion de polinomios ortonormales con respecto a £, dada por

‘Pn(Z) = KnPn(Z)a

D=

donde «, = k,,”.

Nos ocuparemos de la perturbaciéon polinémica £, del funcional £ introdu-
cida en (4.4.6). Notemos que el nuevo funcional £, es también hermitiano y de-
finido positivo y, por tanto, podemos considerar la familia {¢,,},-0 de polinomios

ortonormales asociada al funcional £,.

Nuestro objetivo es hallar la relacién entre las matrices de Hessenberg H,, y
H), asociadas al operador de multiplicacion por z en {¢,},5 ¥ {¥n},50 respectiva-
mente. En primer lugar, deduciremos una expresion que relacione los polinomios

ortonormales {¢,},=0 ¥ {¥,}n=0 con respecto a Ly L, respectivamente. Asi, obte-
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nemos a partir de (4.4.8) mediante la correspondiente normalizacion

/ K. (a, ) - Pns1 (@)@ (@)
- W(2) = A | <P+ - i(2). 451
(2= a2 Kpii(a, Q)SO 1(2) jZO VK11 (a, ) K, (a, @) S )

Si consideramos

SD(Z) = [QDO(Z)’ QDI(Z)’ R QDH(Z)9 .. ']t y ‘ﬁ(z) = [lpO(Z), wl(Z)’ R wn(z)’ .- -]t’

entonces, en forma matricial, la expresion (4.5.1) resulta ser

(z— a)y(z) = My(z), (4.5.2)

donde M es una matriz Hessenberg inferior cuyas entradas m; ; estdn dadas por

Kin(.0)Ki(a.a)’

m = | Kitw.a) s 4.5.3
bLJ Kivi(a,@)? St J=t+ L ( )

0, si j>i+1.
Proposicion 4.5.1 ([55]) La matriz M satisface
(i) MM* = 1.

(it) M"M = I = A(@)p(a) ()",

Demostracion: Debido a la ortogonalidad de {¢,},50 ¥ {¥/n},5 con respectoa Ly

L, respectivamente, obtenemos

1 L, (W), y()') = L(z - a)y(), (2 - )y (2)

L(M@), 9(2)'M") = ML (9(z), 9(z)") M* = MM*.
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(ii) Para j =0,1,...

Ny Kj- 1( |(,01+1(a/)|2
MoM™ = @ “(”ZKM@mm@m
_ K.i—l( , @) _ 2 _ 1
) &Wﬂ)+mwngmeﬂ0&Mm®
_ 4 lp (@)
B K.(a,a)

= 1- /100(05)|901(a’)|2

Para k < j
M M9 = o) (@) + gr(@)p (@) Z i1 (@)
2 Kja,a) T L K (@, ) K (@, @)
L 0 1
= QOk(a’)(Pj(a')[ K (@) - ; ( K(a,a)  Kpi(a, a))]
_ @@
B Ko(a, @)

Nota 4.5.2 De acuerdo con la Proposicion 4.1.10, la matriz M es unitaria si |a| >

1. Si la| = 1 entonces A(a) = 0 siempre y cuando u({a}) = 0
Silal <1y Z |P,(0))? = oo, esto es, la medida U no pertenece a la clase de

n=0
Szegd, entonces M es unitaria.

A continuacion, mostramos el resultado andlogo a la proposicidn anterior para

las submatrices principales (ver [S5])

Proposicion 4.5.3 Sea M, la submatriz principal de dimension n X n de M.
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(i) Consideremos el vector columna e, = [0, ...,0,1] € C™D, entonces

MM, = I, — 2120 o

Kp(a,a) ~17n2

donde I, denota la matriz unidad de dimension n X n.

(ii) Sea P,(a) = [po(@), ¢1(@),...,p,1(@)]’, entonces

MM, =1,— ——P,P:.

K, (a @)

Demostracion: Para 0 < k < n - 2, deducimos

K (a )
k) _ lewm@P k
(Mn)(k)(Mn) = K1 (,0)Ki(,a) Z |‘)0 (a)l Kk+1(a/ CZ)

_ g (@P Ki(ow) _
= KkH(a,a)Kk(a,a)Kk(“’ D)+ 2w = 1

Por otro lado,

n—1

w\(n—1 lign (@)
(M) ny (M) = e Z i)l

= M — M
T Kyaa) K (o) °
Finalmente, para k < j, obtenemos
TR i1 (@)@ (@) i)
M)pMD =

— VK (o, ) Ki(a, ) K (@, K (o, @)
~ Gr1(@@j1 (@) | Kila, @)
VK (o, K (a,a) N Kin(@, @)

‘;0k+1(a’)m
) - K;
VK (@, ) Ki(, 0K i (@, )K j(a, @) [Z (@) (a, @)

= 0.
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(ii))Paral <k<n-1,
Kii(@a) 2 lor(@)Plgri (@)
Ki(a, a) Ki(a, 0)Ki(a, a)

K@) ReTE! 1
K@) * el Z(Kz(a,a)_Kz+1(a,a))

1=k

- —K"“(“’“)Hwk(a»z( 1 1 )

(M) ao(M,)®

1=k

Ki(a, @) Ki(a, @) B K, (a,a)
| la@p
K, (a,a)’

asi como

n—1

Z lpo(@)Plgi1 (@)
Ki(@, o)K (o, @)

(M) 0)(M,)©
=0

n—1 1 1
2 —
lpo(a@)l ; (Kl(a, a) Ki(a, 0‘))
1
Ky(a, @)

Finalmente, para k < j,

(M) a0 (M,)Y

_ or(@)p (@) Kj (a,a) N nZ_I: lr1 (@) Pp(@)p(a)
VKi(a,0)K_(a,a) \| Kil@,@) = Ko, )K(a, @)

e @ s Zl 11 (@)
Kiwa) 7T L K (@, 0)Ki(@, @)

L 1 n—1 1 1

= —alagi@) K(a,) B ; (Kl(a’, @) Kui(a, CY)))
_ _#lae@

- K(ae)

En la literatura, la matriz M,, se denomina cuasi unitaria (ver [43], [68]) en el

sentido de que las primeras n — 1 filas constituyen un conjunto ortonormal, y la
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ultima fila es ortogonal con respecto a ese conjunto, pero no estd normalizada.

Para obtener una relacion entre las matrices de Hessenberg H, y Hy,(i. e.
H,p(z) = z9(z), ver [29], [30]) introducimos la matriz cambio de base L tal que
®(z) = Ly(z). Esta matriz puede expresarse en términos de las matrices H, y M

de la siguiente manera

Proposicion 4.5.4
L= (H, - a)M". (4.5.4)

Demostracion: Sea L la matriz cambio de base tal que ¢(z) = Ly(z). Entonces
(@= V() = (2~ )L™ ().
De la relacion (4.5.2), obtenemos
M@(2) = L™\ (H, - aD¢(2).

De esta forma,
LM =H, - al,

y dado que MM* = I (Proposicion 4.5.1), se sigue el enunciado.
De la proposicion anterior, obtenemos

Proposicion 4.5.5
Hy —al = ML.

Demostracion: De la expresion (4.5.2),

(z—a)y(z) = My(z).

Por tanto,
(Hy — al)y(z) = MLy(2),
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y, en consecuencia, deducimos el enunciado.
|

Para calcular H,, partiendo de H,, primero se necesita encontrar la matriz trian-
gular inferior L. De las expresiones (4.5.3) y (4.5.4), mediante cdlculos sencillos

deducimos
Proposicion 4.5.6 Las entradas [; j de la matriz L son

Kn [ Kpsi (@) — 3
Kn+1 Ky(a,a) ° n= ‘]’

l .= ‘p"(a)(PILE(O)K"_W:‘](Q)) D (0 Ko_1(a,@) :
nJ e — (P ()P, (0) + @) (522 j=n—1,

L0 (0, (@)gi(@) — 01 (K (@), j<i-2.

K \Kj(@.0)K 1 (@)

4.5.1. Ejemplos

Ejemplo 4.5.7 Sean a € C con |a| = 1 y L el funcional bilineal definido por

T . ———df
L(p.q) = f PEaE5e.

T

Es bien conocido (ver [68]) que el n-ésimo polinomio ortonormal con respecto

a L es P,(2) = ¢,(2) = 7", para todon > 0.

Entonces, el niicleo reproductor de grado n asociado a {p,},, es

n

n+1 1

Z/ 1 Z — C},’n+

K,(z,a) = —=—
Hal o z-a

y, en consecuencia, K,(a,a) = n + 1, para todo n > 0.

Por otra parte

H,—al =
0O 0 -«
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Las entradas my ; de M son

a,k—j+1
- 5 jgk’
Vk +2)(k + 1)
myj = k+1 . (4.5.5)
P si j=k+1,
0, si j>k+1.

En este caso, de la Proposicion 4.5.6 deducimos Iy ; = 0, para j < k — 2. Asi,

L es una matriz bidiagonal inferior

| k [k+2
lk,k—l = - k-i-—l y lk,k = k+—1 (456)

Para la determinacion de la matriz Hy, analizaremos varios casos.

Para j > k + 2, fdcilmente se puede ver que MLV = 0.

. k+1 [k+3 ~k+1)(k+3)
Para j = k+1, M L% = my g1 lsr g1 = Vik+2Vk+2 ™ k+2

Para j =k,

Mg L® = my il + Mgl i

a k+2 k+1 k+2+ (k+1)>

TVEkroGrD Vi+1 Yk+2 T T+ Dk+2)

Finalmente, para j < k,
ML =myl;; + my il
k7! (\/]+1 \/j+2)
(J+2)(J+1 j+2 J+1
s

\/(k+2)(k+ DG+2)(G+ )
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De esta forma, las entradas Ty, j de la matriz de Hessenberg H, — al son

0, si j=k+2,
Y 1 )
(k;+)(2k+3), si j=k+1,

k+2+ (k+1)>
ThrDk+2)

k—j+1

si j=k,

a
Vk+2)(k+ DG +2)(j + )

si j<k.

Ejemplo 4.5.8 Consideremos ahora los funcionales bilineales

o —— 1 de

— 0 0
S(p.q) fo pe®)q(e )le,.g_ BE 2
S:(p.q) “fh<ﬁ>wmkm‘“7@
2=y P e g o

cona,B € C, |8 < 1ylal =1 (ver [28]). Es sencillo probar que la sucesion
{@n}nso estd dada por

wo(z) = (l - I,BIZ)E . o) =7"Yz-Pp), para n>1.

Asi

Ol—
(@)
(e

p-a (1-18P)
0 —a 1 0 --
H(p_aI: 9

0 0 - 1 .




116 Transformaciones espectrales para matrices hermitianas Toeplitz

y el n-ésimo niicleo reproductor K,(z, @) asociado a S es

m@m:14W+§kwmm—mQYf

J=1
En consecuencia, se tiene
_ 2 2
Ky(a,@) =1—|B]" + nla - BI".
Las entradas my ; de M son

1
_ale-p)1 - 1872

= (),
VK@, @)K, (@, @)
Ia/—ﬁlzal‘j“ ) )
_J - , st 1<j<]|,
= VKo, @)Ky (@, @) g 45.7)
K(a,a) L
_ si =[+1,
V Kii(a, @) /
0,

en otro caso.

De (4.5.4), deducimos la matriz L mediante L = (H, — al)M". De ahi, obte-
nemos las entradas 1, ; de la matriz L

VE@a  j=r=0

Kr—l(“» a) . 1
— [, =r-1,
_ K. (a,a) /
[K,1(a, ) .
—, j=
K.(a,a)

0, en otro caso.

(4.5.8)
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De acuerdo con la Proposicion 4.5.5 las entradas h,., jde la matriz Hy, — al son

— Q—ﬁ-l—CL’M)

Ki(a,a)
1
o1 (1 - |BR)2 (@ - B
VK@ o)K@ DK@, @)
VK, (@, K, (@, @)
hj = Ko(wa)
o-BP  Ki(a,a)
_“(ma, @ Kala, a))’
o _ﬁ|4ar—j+1

VK@ DK (@ 0K (@ DK (@, @)

si j=0,r>1,

si j=r+1,

st 1<j<r,

0, en otro caso.

Como hemos visto en los ejemplos anteriores, los computos son relativamente
laboriosos. Es por ello que hemos intentado relacionar el calculo de la matriz de
Hessenberg H,, con alguna factorizacion de la matriz H,. De forma mads precisa,
hemos usado la factorizacion QR de la matriz H, — «l para obtener H, — al.
De hecho, si suponemos que Q*R* es la factorizaciéon QR de la matriz (H, —
al)*, donde QQ* = I y R* es una matriz triangular superior cuyas entradas de la
diagonal principal son positivas, entonces H, — ol = RQ y podemos probar la
siguiente proposicion

Proposicion 4.5.9 Consideremos la factorizacion
(H,—al) = O'R’,

donde QQ* = 1 y R* es una matriz triangular superior tal que las entradas de
la diagonal principal son positivas. Si L es una matriz triangular inferior tal que

@(z) = Ly(z), entonces R = L,

Demostracion: Notemos que L (¢, ¢') = Lo(Ly, Y'L") = LL(Y, " )L" = LL".
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Por otro lado,

L(p,¢") = L(z—a)p, (z—a)y)
= (Hgo - CYI)L(QD, (pt)(Hgo —al)”
=(Hy, - al)(H, — al)*
= (RO)(Q'R*) = RR".

De la Proposicion 4.5.6, se observa que las entradas [, de L, con k > 0,
son positivas. De esta forma, LL* representa la descomposiciéon de Cholesky de
la matriz de Gram del funcional bilineal £, con respecto a la base ortonormal
{¢n}ns0. De esta forma R = L.

|
Ahora, probaremos la siguiente
Proposicién 4.5.10 H, — al = QL.
Demostracion:
Hy—al = (Hy-al)Ly.y")
= Ly(H, — aDy(2), y(z))
= L((z — 0)y(2), ¥(2))
= L((z = &)L 9(2), p(z)'L™)
= L Lo((z - 092, 9@ (L)
= L\(H, — al) La(9(2), p(2)") (L")
= LM (LO)(LL") (L)
= QL.
|

Nota 4.5.11 Notemos que, teniendo en cuenta las Proposiciones 4.5.5 y 4.5.10,
se deduce Q = M.
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Con el fin de dar una versién de la Proposicion anterior para submatrices prin-

cipales, se tiene

Proposicion 4.5.12 Sea (H, — al), la submatriz principal de dimension n X n de

la matriz de Hessenberg H, — al y consideremos la factorizacion
(Hgo - Q/I)n = RnQn,

donde R, es una matriz triangular inferior y Q, es una matriz unitaria. En otras
palabras (H, — al), = QR es la factorizacion QR de la matriz (H, — al);,.
Entonces

(Hy=al), | = (QuR), -

n—

Demostracion: Consideremos la factorizacion H, —al = LM y sean Ly, M, las

submatrices principales de dimension n X n de L'y M, respectivamente. Entonces

L 0 M | M
H,—al = 11 ‘ 11 ‘ 12
Ly, ‘ Ly || My ‘ M>,
_ LMy | LuMp ]
Loy My + Loy My, ‘ LoyMyy + LyyM, ,

Yy, €n consecuencia,
(H‘p - G,’I)n = L11M11.

Por otra parte,

H,—al = ML
My Ly + My, Lo, ‘ M, Lo,
My Ly + MLy, ‘ My, Ly,

Asi,
(Hw - CYI)n =ML+ ML,
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pero
0 0 Loy Lo 0 0
MLy = : : : : =My_1n ) )
0o --- 0O --- 0
my_1p o --- ln,l e ln,n

De esta forma,

(Hy—al) =M Ly),., . (4.5.9)

n—1

Dado que MM* = I, se tiene

* 2
M11M11 - In - |mn—1,n| El’l717

0 --- 0
donde E,,, = | : : | es una matriz de dimensién n X n 'y I, es la matriz
0 --- 01
identidad de dimension n X n.
1 0 0
. ) . ., 0o . :
Ahora, consideremos la matriz de dimensién n X n, E := ,
: 1 0
1
o - 0 1!

D=

con & = (1 = |m,1,)° > 0.

Sean Q0 = EM, y R = L;;E~". Probaremos que O es una matriz unitaria de
dimension n X n.

Seag;, i=0,1,...,n—1, lai-ésima fila de Q Entonces
m;, O<l<n_2,
qi = . )
~m,, i=n-—1,

0

donde m;, i =0,1,...,n—1es lai-ésima fila de M.
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S10 < i, j <n-2,entonces obtenemos

i,j

(00°), = 4id; = mm; = {

Sii=n-1,6j=n-1yi+# j, entonces

UV | .
CIzq] = gmlmj = O
Finalmente,
A 1 \ 1
qn-19,-1 = (?Zm”_lmn—l = (E (1 - |mn_1’n|2) =1.

La matriz R es triangular inferior, con entradas positivas en la diagonal princi-
pal.
Ademas,
O'R* = M{EE"'L}, = M} | L}, = (H, - o) .
Asfi, por la unicidad de la factorizacién QR de la matriz (H‘p —al )Z, se deduce
Q =0,y R= R,.

Pero Q, y M, difieren en la dltima fila, y R, y L;; difieren en la dltima co-

lumna. Por tanto,

(Qan)n—l = (M11L11)n_] = (Hw — CL’I)

n—1






Capitulo

Transformacion de Uvarov

5.1. Transformacion Ls(p, q) = L(p, q) + mp(@)q(@)

Consideremos, nuevamente un funcional bilineal hermitiano £ y sea £3 una

perturbacién del funcional bilineal £ definida por

Li(p,q) = L(p,q) + mp(@)q(a), p,qeP, (5.1.1)

donde m € Ry || = 1. Dado que m € IR, el funcional bilineal L3 es también

hermitiano.

Esta transformacion del funcional bilineal £ es un caso particular de la trans-
formacion de Uvarov (ver [46], [70] y [78])

Proposicion 5.1.1 El funcional bilineal L3 es cuasi-definido si y sélo si
1+mK,_(a,a) # 0,
para todo n > 1.

Demostracion: Supongamos que L3 es cuasi-definido y sea {U,},>o la sucesion

de polinomios ortogonales ménicos con respecto a L.

123
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Queremos obtener una relacion entre las familias de polinomios ortogonales

monicos {U,},50 ¥ {Pu}.=0- Para ello, podemos escribir

n—1

Un@) = Pa(D) + ) A0 jP5(2), (5.1.2)

J=0

donde {4, j}’j’;é son los coeficientes de Fourier dados por

_ L(Una Pj)

=0 - L.
T L(P;,P))

De la expresion (5.1.1) y la condicién de ortogonalidad de U, con respecto a

L3, se tiene

_ LW, P)) = mUy(@)Py@) __ mUn(@)P(@)

/ln,' - ) ] =Y, ,n— 1
! L(P;, P)) L(P;,P))
De esta manera,
n—1
Un(@) = Pa(@) + D 40 ;P1(2) = Po(2) = mU (@)K, 1(2, ).
=0

Si hacemos z = « en la expresidn anterior, entonces obtenemos
P,(a) = Uy(a) (1 + mK,_1(a,@)).

Si 1+mK,,—i(a, @) = 0 para algun n, entonces P, (a) = 0. esto significa que

1 +mK, (a,a) =0,1.e., P, (@) =0. En consecuencia

P,(@) =0 paratodo n > ny.

Por otra parte, teniendo en cuenta |a| = 1, se tiene que P, (@) = 0. Aplicando
la relacién de recurrencia descendente (4.1.4), se obtiene P,,,_; (@) = 0, y si usamos
dicha relacion reiteradamente, llegamos a P(@) = 0, asi P1(z) = z—a y |P1(0)| =
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1, contradiciendo el caracter cuasi-definido de L. De esta manera
1 +mK,_(a,a) # 0,

paratodon > 1.

Supongamos ahora que 1 + mK,_(a, @) # 0 para todo n > 1, y sea la familia
de polinomios ménicos {U,},-, definida por
mP,(a)

Un(z) = Pu(2) — T+ mK, (@, a)Kn_l(Z’ a). (5.1.3)

Entonces, para 0 < k < n,

L (U.2), (2 - )h))

L(Pu(2), (- ) - a9 L (K12, 0), (2 - )

1+mK,—1(a,@)

B mP, (@) _ PB@ "
KuOn 1 +mK,_(a, a/)£(K"(Z’ @)=, P2~ a) )

Py (@)P,(@)
1+mK,_(a,a)

Il
o
3
=7)
3
o

nks

en consecuencia

1 +mK,(a, @)
"1+ mK,_ (o, @)

L (U2, - 0)) =k O (5.1.4)

Asi pues, {U,},s0 es la sucesion de polinomios ortogonales monicos con res-
pecto a L.

Si el funcional £ es definido positivo y m > 0, entonces 1 + mK,(a,a@) > 0

para todo n > 0. En consecuencia L3 es también definido positivo.

En este caso, sea {07,},50 la familia de polinomios ortonormales con respecto

a L5. Para encontrar una expresion de los elementos de la familia {o7,},5, en tér-
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minos de {¢,},>0, debemos obtener la norma de U, respecto a L3. Asi, de (5.1.4)

1 1+ mK,(a,q)
Ul = £ (U, U, = — .
WU, = L5 ( ) 2T+ mKy (@ a)

Por tanto,

n—1
_ 1 _ mP,(a) T ANn .
Ta(z) _(xnnUnnLS)‘”"(Z) Z||Un|u;3(1+»n1<n_1<a,a))901(“)‘PJ(Z)
=0

n—1

1+mK,_(a,a) _ m@tl(“)m .
( \ T#mK,(a.a) )gon(z) v(1+mKn(a,a))(1+mKn_](a,a))‘pf(z)'
Jj=0

De esta manera, hemos demostrado la siguiente

(5.1.5)

Proposicion 5.1.2 Sea L, una matriz triangular inferior tal que 6(z) = Ly,¢(2),
donde o(z) = [00(2), 01(2), .. .1 Yy ©(2) = [¢0(2), ¢1(2), . . .]". Entonces las entradas

de Ly, estdn dadas por

\/1 +mK,_1(a, @)
9 n = N
1 +mK,(a, @) J
(me)n,j =3\ _ m()on(a')()oj(a’) > j
VT + mK, (@, )T + mK, (@, @) ’
0, n<j.

Para calcular L~!, hacemos

o’
n—1

Py(2) = U+ ) vjU5(0),
j=0

donde vy, j, 0 < j < n— 1, son los coeficientes de Fourier dados por

M- LiP,, Uy  L(P,,Up) +mP,()U(@)  mP,()Ua)
M LyU;L U ||Uj||333 ||Uj||3;3 .
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Asi pues, para las familias correspondientes de polinomios ortonormales se
tiene

mgu(@)U;(@)
©n(2) —Kn||U||L3‘Tn(Z)+Z Tz, 7(2)
j=0

_ / 1+mK, (@) 2 : men(@)g (@)
= o + oi(2).
1+mKy- 1 (a,@) n(2) \/(1+mK (@,@)(1+mKj_1(a,a)) J @)

En consecuencia, hemos dado la demostracién de la siguiente

Proposicion 5.1.3 Las entradas de la matriz L(‘rglp estdn dadas por

\/ 1 + mK,(a, @) )
b n = b
1+mK,_(a,a) J
(Lh) = me,(@)p;(a) .
n.j , N> j

\/(1 +mK(a, @)1 + mK;_ (e, @)
0, n<j.

Ahora, queremos establecer una relacion entre las matrices de Hessenberg H,,
y H, asociadas a £ y L3, respectivamente. Para ello podemos usar los resultados
presentados en la Seccion 4.5 del Capitulo 4, observando lo siguiente

Si al funcional bilineal L3 le aplicamos la transformacién definida en (4.4.6),
se tiene

lz—al’Ls = |z - oL = L. (5.1.6)

Sabemos, por la Proposicion 4.5.10 que
H, —al = ML,

donde M es la matriz cuasi-unitaria dada por (4.5.2) y L es una matriz triangular
inferior tal que @(z) = Ly(z).

Teniendo en cuenta (5.1.6), podemos entonces aplicar el mismo proceso con el

funcional bilineal £3. De esta forma, para las familias de polinomios ortonormales
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{00 Y (Wnlnso asociadas a L3 y L, respectivamente, tenemos las relaciones

siguientes
(z—a)y(@) = M30(z) 'y 0(z) = L3y(2).

Entonces, por la Proposicién 4.5.10, Hy, — al = M3L;.

Proposicion 5.1.4
Ly=L,,L y M= ML;}D. (5.1.7)

Demostracion: Dado que o(z) = L,,9(z) y @(z) = Ly(z), entonces se tiene
G(Z) = LO’LPLW(Z)'
Por otra parte, como 0(z) = L3y(z), entonces obtenemos Lz = L, L.
Ahora, dado que H, — al = ML = M;L;, entonces
My =MLL;' = ML(L™'L;}) = ML,

o

De esta manera, para calcular H, — af partiendo de H, — al, necesitamos
obtener las matrices M y L definidas en (4.5.3) y (4.5.4), respectivamente. Luego
calculamos M3 y L3 mediante las expresiones (5.1.4) y, finalmente, hacemos H,, —
al = ;M.

El resultado andlogo para las submatrices principales es el siguiente

Proposicioén 5.1.5 Sea (H, — al), la submatriz principal de dimension n X n de
H, — al y consideremos la factorizacion (H, — al), = R,Q, donde R, es una
matriz triangular inferior y Q, es una matriz unitaria, tal que (H, — al), = O,R;.
Entonces

2

(H, - al),; = (LyR,Q.L3})

n-1
donde Ly, es la submatriz principal de dimension n x n de la matriz Ly,, que

satisface 0(z) = Ly,@(2).

Demostracion: Consideremos la factorizacion H,—al = LM,y sean L, M, las
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submatrices principales de dimensién n X n de L y M, respectivamente. Entonces

(M3), = MuyLjl+MpLy y
(L3), = LuLy

LS| Lo
donde LW = . Por lo tanto,
Ly | Ly

(LsM3), = Ly Ly, (an{ll + M12L21),
pero L LM, 11:[11 y (L3 M3), difieren en la dltima fila. en consecuencia,

(Hy —al),_y = (LsM3),_; = (fannMnlAq_ll)

n—1

Asi,

2

(Hy —al),_, = (zlaninA’Ill)

yaque R, 0, = LyE'EMy, = Ly M.

n—1

5.1.1. Ejemplo
Sea L el funcional bilineal dado por
g ; —de
L(p.q) = f pEq(e)5—,
- s
y consideremos el funcional bilineal L5 definido por
L3(p,q) = L(p.q) + p(1g(D).

Es bien conocido que {¢,},5, con ¢,(z) = z", es la sucesion de polinomios
ortonormales asociados a L. En consecuencia 1 + K,(1,1) = n + 2, para todo

n>=0.
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mente

De (4.5.5) y (4.5.6) obtenemos las entradas my ; de M y I; ; de L, respectiva-
-——L si j<k

k : P
- 1,m, S1 = k — 1,
(k+2)(k+1)° \/m . . k
. . ) S1 ]: 5
My,j = V&5, st j=k+1, Y kL= o

) si j<k+1,
0, si j>k+1,

0,
0, si j>k.

Las entradas (me)kj y (L;}D)kj de las matrices triangulares inferiores L., y

L;!, son, respectivamente

fog" M
k+1 : _ k+2 : _
L _ V k2 si k=, A Ve si k=
oe), . T . . Q)i T . .
k,j _ 1 si k> k.j 1 si k>
VE+D(k+2)° Js (k+D)(k+2)° J:

El siguiente paso es calcular L3 y M3, que se deduce de (5.1.7), y en conse-

cuencia, las entradas de M5 son

1
T k) k+1)?

(M) ;= YEDESD G =+ 1,

si j=k,

+2
0, si j>k+16j<k,
y las entradas de L3 son
k+1 . . _
e si j=k—1,
1, si j =k,
(L3 =
- 1 si j<k-—1
V& DE+2)(G+1)(+2) ’
0, si j>k.

Finalmente, para obtener H, — I, necesitamos hacer la multiplicacién de L;
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por M3, del cual obtenemos

1 : -
Tkt D(k+2) L, si. j=k,
V(k+1)(k+3) . .
(Ho — Iy = — si j=k+1,
o k,j . .
0, si j>k+1,
3 , si j<k
(j+2)2 \/(k+1)(k+2)(j+1)

5.2. Transformacion Li(p, q) = L(p, ¢)+mp(a)g(a™")+
— — _1 .
mp(a@~")q(@)
Consideremos ahora la transformacion L4 del funcional bilineal £ definida

por
Ly(p,q) = L(p,q) + mp(@)g(e™") + mp@")g(a), (5.2.1)

con |a| # 1 y m € C. El funcional bilineal £, es también hermitiano.

Proposicion 5.2.1 El funcional bilineal L4 es cuasi-definido si y solo si

1 +mK,(a,a ") mK,(a, @)
mK,@ "', a) 1+mK,(@a"' a)

# 0,

n e

para todo n > 0, o equivalentemente,

K, (e, L4+ Ky(a,a™!
l (@, @) - (@, a™) £ 0.

stK@ e K(@'ah

Demostracion: Supongamos que L, es cuasi-definido, y sea {V,},>o la sucesion

de polinomios ortogonales ménicos con respecto a L4. Entonces

n—1
Va(@) = Pu(@) + ) 4P,
j=0
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donde
o L(ViP)  mVy(@Pja™) +mV,@")Pia)
n,j L (PJ’ PJ) kl .
Por tanto,
n—1 n—1
Vi@ = P =mV, (@) ) K'Pi(@)Pi(2) - mVy(@™) ) K;'Pj(@)P(2)
Jj=0 Jj=0

=1\ _ = (-]
Pn(Z) - mVn (a’) Kn—l(z’ a ) - mVn(a' )Kn—l (Z, a’) .
Abhora, si evaluamos la expresién anteriorenz = 'y z = @ ', entonces se tiene

—Py(@) + (1 +mK, (@, &™) Va(@) + K, (@, @)V, (@)
—P,@") +mK,_ (@', a")V,(@) + (1 + K, (@', a)) V@)

I
e L

0, equivalentemente

1 +mK,(a,a") mkK,(a, @)

mK,@a ", a) 1+mK,(@" a)

Vi@ |
viah |

P.(a)
P@™"h |

Teniendo en cuenta la unicidad de los valores V,(a) y V,(@!), entonces, la

matriz del sistema lineal anterior

B, =

1+mK, (@)  mK, (o) ]

mK,. (@ a')y 1+mK,(@a',a)

debe ser no singular. En consecuencia A, = det B, # 0 para todo n > 0.
Supongamos ahora que A, # 0, para todo n > 0, y consideremos el polinomio
monico
P,(2) mK, 1 (z,a™") kK, 1(z, @)

Pn(a) 1+ mKn—l(aa C_y_l) ﬁ’lKn_l(CY, CZ) » N
P@") mK,.@'a') 1+mK,.@" e

\Y%
o

Va(2) = A

n—1

(5.2.2)
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Para O < k < n — 1 obtenemos

Li(Pu@uz=a))  mLa(Kn1(z07)z=))  mLa(Kp1 ) z-a)")

L(V@.G-af)=——|  Pa)  1+mK.(@a™)

mK,_(a, @)
n—1

P(a") mK,. @' a') 1+mK, (@' a)

Por otra parte, para 0 < k < n — 1, se tiene
L(Pu@). e~ )t) = mPy(@) (o - @)’
Li(Kii@a™), = a)) = (a7 = a) (1 + mK,a,a™h),
Li(Kii(@ o), - @) = mK, (0,0) (! - )

Asi pues,

Li (V@) e - o)) =

B Pn(a) I+ mKn—l(a, d’_l) ﬁ’lKn_](CZ, Cl)
m(a'-a)
= (An—l ) P (o) 1+mK, (a,a ") mK,_(a, @) =0.
P mK,@'a) 1+mK, @)

Ahora,

-£4 (Vn’ Vn) = -£4 (Vn’ Pn) =

Ly (P, P mLy(Kia@a™),P) MLy (K, i(z,), Py)
=55 Pu@ 1 +mK, i(a,a™") mK, (@, @)
P,(a™) mK,(@', @) 1+mK, (@', )

Pero,

Ly(P,, P,) =k, + mP,(@)P, (@) + mP, (&™) P,(),

Li(Kuoi (z.a7"). P)) = mK, i (e.a7") P, (@) + K, (a”'.a") P, (@),

Li (K, 1 (2,0), Py) = mK,y (@,0) Py (@) + K, (a7, @) P, (@)
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de esta manera tenemos,

k, —-mP, (o) —-mP, (@)
‘54 (Vna Vn) = ! Pn(a/) 1 + mKn—l(a’ C_l’_l) ﬁ’lKn_l(a’, (I)
P@h mK_@%La) 1+imnk,, (oTl, a)

Kk, -mP, (a7 1) —-mP, (@)
= 110 1+mK, (a, d/_l) mK, (a, @)
0 mK,(a.a") 1+mK, (a7 )

An
= Kk, # 0.

n—1

(5.2.3)

Como consecuencia inmediata se tiene

Corolario 5.2.2 Si L es un funcional bilineal definido positivo, entonces, el fun-

cional bilineal L4 es definido positivo si y solo si A, A, >0, paratodo n > 0.

Bajo esa condicion, sea {¢,},-0 la sucesién de polinomios ortonormales con

respecto a L. Entonces ¢,(z) = nTl,,nVn(Z)’ donde

A
=||P ~. 24
IVl =1l ”H‘/A,,_l (5.2.4)

En lo sucesivo, vamos a suponer que m € R \ {0}.

Proposicion 5.2.3 Sea Ly, la matriz triangular inferior tal que ¢(z) = Ly (),
donde ®(z) = [¢o(2), 91(2), .. .1y 9(2) = [¢0(2), ¢1(2), .. .]". Entonces, las entradas
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de Ly, estdn dadas por

Ap— - 7
Anl ) n=yj,
Lophnj = ) e (An(@pj@ ) + A@ Hpi(@), n>j,

0, n<j

donde A, (z) := ©,(z) + me,(2)K,_1(Z"", 2) — mp,(z")K,_1(z, 2). Las entradas de la
matriz L;; son

e (At + mp, (@A, @) + mp, @A @), n=]
(L = |~ (4@ @) + 4@ g (@),

n>j.
0, n<j.
Demostracion: Podemos expresar V,(z) en términos de {P,},
n—1
Va(@) = Pu@) + ) 7P,
Jj=0
donde vy, ; = %, 0<j<n-1.
J
Asi, de (5.2.4), para los polinomios ortonormales, se tiene
n—1
A, A,
0u() = [T+ D Pl \| =) (5.2.5)
n ]:0 n

Por (5.2.1) y la condicién de ortogonalidad de V,, con respecto a L4

— m
Voj =

— i (Vu@P;@ ) + V(@ )Py(@))
= — i1 (Vi@p,@ ) + Va(@ e (@).
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Por otra parte, de (5.2.2)

_ IR
Vi) =

oy Bl
An(@) y Vi@ = ——Aa).

n—1 n—1

Asi, sin > j se tiene

A S i —
(Laghs = yuslIPA |~ = - \//%(Anm)soj(a-‘)wn(a He,(@).

De (5.2.5), obtenemos (Lgy )y = AA—;‘

Por otra parte

(D) = > i),
Jj=0

con B, ; = Liy(pn, 9;).
Asi,
ﬁn,j = '£(Q0n’ ¢j) + mgon(a)q’)j(d/‘l) + m¢n(&_l)¢j(a)-

De (5.2.2) y (5.2.4), se tiene

¢j(a) = Aj@ y ¢@h= Aj@™.

1 1
VAJ—IA] \,Aj—lAj

Por tanto, sin > j

Z(nfjl) =Pnj = (@A (@) + g (@A ,-(a)) ,

L(
\/Aj—lAj

y,sin=j

A e I
L ==\ e (@A) + @ HA@).
n n—143n
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Notemos que, al igual que la seccidn anterior, si aplicamos a £, la transfor-

macién descrita en (4.4.6),es decir, si hacemos |z — @|> Ly, resulta
lz—al’Ly =lz—af L =1L, (5.2.6)
Por la Proposicion 4.5.4, se tiene
H,—al = LM,

donde M es la matriz cuasi-unitaria dada en (4.5.3) y L es la matriz triangular
inferior tal que @(z) = Ly(z). Ademas, de la Proposicion 4.5.10, se tiene H, —al =
ML.

Por tanto, teniendo en cuenta (5.2.6), podemos aplicar el mismo procedimiento
al funcional bilineal £4.De esta manera, las familias de polinomios ortonormales

{n}ns0 ¥ {Wn}aso con respecto a Ly y L5, respectivamente, satisfacen
(- )y(2) = M4o(z) 'y 0(2) = Lyy(2).
Finalmente, de la proposicién 4.5.10, deducimos

H(p —al = M4L4.

Proposicion 5.2.4

Ly=LyL y My=ML,,,

(5.2.7)

donde M estd dada por (4.5.3) y L es la matriz triangular inferior definida en
(4.5.4).

La version para el caso de las submatrices principales se muestra a continua-

cion

Proposicion 5.2.5 Sea (H, — al), la submatriz principal de dimension n X n de

H, — al y consideremos la factorizacion (H, — al), = R,Q, donde R, es una



138 Transformacion de Uvarov

matriz triangular inferior, y Q, es una matriz unitaria tal que (H, — al), = Q,R;.
Entonces

(Hy—al)  =(LuR.QuLi!)

donde Ly, es la submatriz principal de dimension n X n de la matriz Ly, que

n— n—1

satisface ¢ = Ly, .

Demostracion: Es anédloga a la demostracién de la Proposicion 5.1.5.



Capitulo

Transformacion de Geronimus
y funcionales definidos
positivos

Sea § un funcional lineal hermitiano definido positivo. Como hemos visto

anteriormente, el funcional S admite una representacion integral de la forma

27
S(p) = f pe”)du(®), peP,
0

donde u es una medida no trivial de probabilidad soportada en la circunferen-
cia unidad T. Debido al cardcter hermitiano del funcional S, podemos definir un
producto escalar

27
P, @y = L p(e®)q(e®)du(®), p,q € P.

Sea {P,},o la familia de polinomios ortogonales moénicos respecto a i y {¢},0
la correspondiente familia de polinomios ortonormales. De (4.1.2) se tiene

0n(2) = Ky(u)P,(z), n=>0.

139
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Las funciones

q;(t) = f 2 (Z)du(z), r¢T, j>0, (6.0.1)
TlI—2

se denominan funciones de segunda especie asociadas a u. A partir de estas fun-

ciones, definimos

I IO .
Q0 = fT 7 @) = sai0.

Ahora, dado « ¢ T, consideremos la siguiente perturbacion de la medida u

du

—. 6.0.2
7 af (6.0.2)

d/ll =

Esta clase de perturbacion fue estudiada en [28] , asi como la correspondiente
sucesion de polinomios ortogonales. Este tipo de perturbacion es un ejemplo de

transformacion canénica de Geronimus de la medida u.

Sean {Pn} 0 la sucesién de polinomios ortogonales ménicos en T con respec-
to a uy y {¥,},50 su correspondiente familia de polinomios ortonormales. Nueva-
mente , vamos a estudiar la relacion entre las matrices de Hessenberg H, y H,

asociadas con el operador multiplicacion por z, respecto a {¢,},50 Y (¥n},so-

6.1. Resultados preliminares

Nuestro primer objetivo es encontrar una expresion para obtener la familia

{P”}n>o en términos de la sucesion {P,},5-

Proposicion 6.1.1 Sea g,(@) = ||u]| — Z Iql(oz)lz, n = 0. Entonces
1=0

An(ﬂl)
An—l(ﬂ)

=g,1(@), n=z=l1. (6.1.1)

Notemos que [|]| = Ao(pt)-
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Demostracion: Si consideramos la familia {1,z—-«,...,(z—a)",...} y definiendo

dk,j(#) = f(Z - Ol)k(Z —a)du = f(Z - (Y)k+1(Z - Ol)j“d,ul = dk+1,j+1(ll1),
T T

con k, j > 0, entonces los polinomios ortogonales ménicos P,(z) estan dados por

doou)  dipu) - dyo(u)
1 : : :
M= R do,n_'l(m dl,n_m dn,n_}(m
1 z—a - (z—a)
donde
doo(u) -+ duo(u) | | doo(u) | dio(u) - duo(un) |
A(u) = : : _ dO,l.(,Ul) do,o.(ﬂ) dn—1:0(11)

dO,n(/Jl) ot dn,n(ﬂl) dO,n(,ul) dO,n—l,(ﬂ) ot dn—l,n—l(ﬂ)

Si usamos la identidad de Sylvester (ver [38], pag. 22), entonces obtenemos

An—Z(ﬂ)
Kn—1 (,U)

2
An(u)An2 () = Apy () An-1 (1) —( ) gu-1(@)P,  n>1.

De ahi, deducimos

An(ﬂl) — An_l(l'll)
An—l(ﬂ) An—Z(/J)

— g (@P, n >1.

De esta manera

An(;ul)
An—l (:u)

n—1
= Ag(u) = ) lal@P, n> 1.
=0

Dado que Ag(u;) = ||u1]l, el enunciado queda demostrado. [
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A continuacion, como consecuencia del resultado anterior, se tiene

Corolario 6.1.2

2
( Kn(f2) ) _ &) 00,

Kn+1(1) C emi(@)’
donde e_i(a) = |||

Demostracion: Es facil comprobar que

( Kn(/'l) )2 — An+1(/~11) An—l(ﬂ)
Kn+1(141) A An(pr)

y usando (6.1.1) en la proposicién anterior, obtenemos

( k() )2_ £n(@)
Kn+1(11) _8n—l(a),

Sin = 0, entonces se tiene

(Ko(/l) )2 _ Ay(uy) _ go(a@)
K1 (1) Ao(pe1)Ag(u) [l [ '

Proposicion 6.1.3 La sucesion de polinomios ortogonales monicos {Pn} o €
nz

pueden obtener mediante la relacion

Pri(@) = (z-a)Pu(2) + 2258, (z,@), n>1,

8,1_1((1/)
(6.1.2)
Py)=1, Pi()=z—-a+ %’fl‘ﬁ),
donde .
Sn(Z, a/) = f CZl’— n—l(Za t)dﬂ(t)a nz 1a (613)
Ta—

y K,-1(z, @) es el niicleo reproductor de grado n — 1 asociado a la familia {¢,},.
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Demostracion: Como {(z — @)¢,(2)},>0 €s una base ortonormal en (z — @)P con

respecto al producto escalar

(fr & = fT f(@g@du,

entonces el desarrollo de Fourier del polinomio ,,,(z) — ¢¥,+1(@) en términos de

la base mencionada es

Yne1(2) = Ypii (@) = (2 — @) Z Ani1,j;(2), paratodon > 0.

J=0

En consecuencia

Apirj = j;r W1 (1) = Y1 (@) (1 — @) (D) (1)

fT Y (D — @)@ (D)dp (1) = Yy (@) fT (t = ) ()du (1)

) (1)
Kn+](/11)6n’j + wl’H—l(a) ﬁ o — td,u(t).

Asi obtenemos,

n—1
Ui (2) = u/n+1<a>(1 t-a)) f
=0T

+ I:K,:jll((}jl)l) + Qn(a')l//rzﬂ(a)] (Z - Cl)gon(z)

20 %(z)dﬂ(t)] +
a—t

= l//n+1(a')f1;;;_l; n—l(Z,t)dﬂ(l)+

[ 4 g (@i (@)] 2~ @)@,

Si re-escribimos la expresion anterior en términos de las sucesiones de poli-

nomios ortogonales monicos {P,},-o y {Pn} _» tenemos
nz

Prat(@) = Prst(@50(2 @)+ {(F25) 4 K0 Qu(@) Pt (@) = 0)Po(2). (614
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Notemos que S ,,(z, a; u) es un polinomio de grado n. Entonces, para cada n >

n+1

0, teniendo en cuenta los coeficientes de 7' en ambos miembros de (6.1.4), se

deduce

1 B 1
Kn(,u) Kn+l(,ul)

= Qn(a/)an(a’)’ (6.1.5)

y del corolario 6.1.2,

i | k@ V0@
”“”‘(mwm)QW)
On(@)

En—1 (a') ’

Finalmente, de la expresién (6.1.4), obtenemos

Pri(z) = (2 — @)Py(2) + 298, (2, s o).

En—1 ((Y)

Nota 6.1.4 Si usamos en (6.1.3) la formula de Christoffel-Darboux (4.1.8), en-

tonces la sucesion {Pn} 0 satisface
nz

gn(@)ga(@")
En-1 (a,)a,n+1

&n(@)
En-1 (CL’)

pn+1(Z) = (Z - )Pn(Z) + PZ(Z), n>1. (616)

Este resultado se puede ver con mds detalle en [28].

6.2. Matrices de Hessenberg y la transformacion de

Geronimus

Con el fin de obtener una relacion entre las matrices de Hessenberg H, y Hy,

la expresion (6.0.2), es equivalente a
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du = |z — o dp,.
En [17] se ha obtenido una relacién entre dichas matrices
Hy—al=LM, y H,—al =ML,
donde L es una matriz triangular inferior, tal que
Y(z) = Lo(2)
y M es una matriz de Hessenberg inferior que satisface
(- 0)9(z) = My(z),

donde (2) = [¢0(2), ¢1(2), ...y W(2) = [o(2), Y1 (), ....]".

(6.2.1)

(6.2.2)

Por tanto, nuestro segundo objetivo es encontrar expresiones explicitas para

My L.

Proposicion 6.2.1 ([54]) Las sucesiones {¢n},50 Y (Wn},so Satisfacen

(z— a)(z) = My(2),

donde ©(z) = [¢o(2), ¢1(2),-..], W) = [Vo(2),¥1(z),...], y M es una matriz de

Hessenberg inferior con entradas

_ (@) , si j=0,k>0,
Vil
i sii k=0,j=
Tl 2 =10
_ _q(@)go(@) si ] =1.k>1
myj = Vil Veol@)
’ ar(@)qj-1(a) . .
- s 2< <k,
Ver2(@ e (@) SIS
g(@) . s _
@ si j=k+1,
0, si j>k+ 1.

(6.2.3)
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Demostracion: Teniendo en cuenta (6.1.2) para n = 0, obtenemos

Pi2) - 29 Po(2) = (z- @)Po(2)

y, €n consecuencia,
:0(%))w (2) - qo(a) lﬂ @) =(z- Q’)QD()(Z)

Ahora, paran = 1,

Pod) — ol p () = (7 - MP&H&@MWW> 'm@ﬂ

Qo(@)
Ql(a)llﬂlll _ Oi(@
Pao) - L Py () = (2= )| P - (22 ) (o).
Por tanto,

g%mw—%ﬁ%%ﬁmh@—m@@ %yo)

Finalmente, paran > 2,

Prt@ = BP0 = - 0)|Pa@) - BP0

+ﬁn+ 19n-1 (a/)(pn—l (Z)] s

Proi(g) — 2o b (7) = (z—a{PA@

On(@) en—2(@)
-2 (e g (@) (a)].
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cn consecuencia,

Qn(a/) En— Z(Q)P (Z)

-1 (@) En-1(@)

n+] (Z)

- o|Pa2)
Bt (222 — 1@ )01 @)

gn-1(@)

Luego

P (@) = Sl L P, (2) = (=) [P0 -~ (2.

0, equivalentemente, para los polinomios ortonormales

1 (2) = BBy = (2 )| u(2) - £, 1(2)]

De esta forma, teniendo en cuenta el Corolario 6.1.2

(242) " pnr( - (222) " L2y, 2) = - ) [0 - 2 ,1(2)|

Si representamos las expresiones anteriores en forma matricial, se obtiene

(z— a)Me(2) = My(z), (6.2.4)

donde M y M son matrices bidiagonales inferior y superior respectivamente, con
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entradas

qo(@)

Vil

q1(@) [ [lgen l

qo(@) go(a)’
gr—2(a@)
er-1(@)’

—~

j=k,
j=k-1,

en otro caso,

(@)
Gr—1(@)
&(@)

[lear 1l

_ a@
Gr-1(@)’

L
2 o
=
==
2~

Es facil verificar que M es una matriz no
(6.2.4) es equivalente a

(z = )9z) = M~ My(2).

Como consecuencia,

M=M"'M.

_ . . . . ~ (=1
M™! es una matriz triangular inferior con entradas mﬁ{ j) dadas por

|

Asi, la multiplicacion en (6.2.5) produce (6.2.3).

qr(@)
q;(@)’

0,

~ (=1 0<‘]<k’
m =

k.j
en otro caso.

Jj=k=0,
Jj=k=1,
=k>2,
k=0,j=1,
j=k+1,

en otro caso.

singular. Por tanto, la expresion

(6.2.5)

Por otra parte, la matriz M es cuasi-unitaria (ver [S5]). De hecho se tiene

Proposicion 6.2.2

(i) MM* =1



6.2. Matrices de Hessenberg y la transformacion de Geronimus 149

(ii) MM = I — e.(@)y(a)y(a)* donde

swl@) = 1im &,(@) = il = ) la(@) > 0
=0

Demostracion: (i)

= {p2), p(2) )

(= 0)9(2), (2 — )P(2) )y,
(My(2), w(2)'M"),,

My(2), w(2)"),,M* = MM~

(if)
. N Ex(@)
M)YoM® = ko) D la@)f = 1 -
Z latl
MHHMD = (SO(CY)Z +lgo@)P »’ |ql<a)|2]
=1
= o (||,u1||80(a) ~ llilligo(@)P +lgo(@)? >’ |q,(a>|2)
=0
_ 1 lgo@)P?
= = le@ (@)
Para j > 2,

* . gj-1(@) lg;-1(a)
(M)MD = =5 ( + e Z lqi(@)] ]

= e [Sj-l(a)2+|6]j—1(w)|2 E |Q1(C¥)|2)
I=j
= |- Mm@f 5 E0(@).

gja(@)gj-1(a

* (@)
(MYoM® = ——— B
© lleet Il Vel =lgo (@)
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Para j > 2,
Mo MPD = — gj-1(@) el
(M*)0) TN (@)
* ) Mq/‘—] (@) \/ej-1(@) 1 had 5
(M) ,MYD = — V 1- - Z ()|
Vil \eo(@)ej-2(a) -1 o

qo(@)qj-1(@)

- Exo(@).
Vil yeo(@eja(@)e)-1(a)

Finalmente, para 2 < k < J,

: @41 (@) \E @ RN )
MM = -2 1- > lae
( )(k) \/Ek,z(a’)skfl(a/)é‘jfz((l) é‘j_l(a) l_j IQI( )l

_ qr-1(@)qj-1(a) (@)
\/ gr—2()er-1()ej2(a)ej-1(a) «

— @

=@ conn > 1, tenemos

Dado que P,.1()

= Kt gu(@)
Y1 (@) k() &n-1(c)

gn(@)
Ven-1(@)en(a@) ’

nx=l.
[ |

Ahora, sea L la matriz triangular inferior tal que y(z) = Lq(z). Entonces,
teniendo en cuenta (6.2.4), obtenemos

ML = M(H, - al). (6.2.6)
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Las entradas 71;(, ; de la matriz H:=M (H, — al) estan dadas por

_ 210¢0(0) o
K1 (Ko (u) 2 Jj=k=0,
_ W@ o100 k
K (1) qr—1(a) LAMISIME J s
- Ki (1) .
e = K1 (1) j=k+1,

2O [ g@ o©® _ e1(0 P b
Kie () (Qk—l(a) Ki—1(10) Kk+1(#))’ JS k=1,

0, Jj>k+1,

y las entradas [, ; de L = ML son

CIo(a) oo + /Mho, izk=o.
Vel &o(a)
41(01) [ el |&1(a) b, isk=1,
qo(@) 80(61 &o(@)
&o(@) 111, k=0.j=1.
[l
A 91(0) / ||,U1 /Mlz,o, k=1,j=0,
Lj=1 qol@) 8o(a (@)
£ole) li1, k=0,j=1,
g1 ]
_8k(a,) lk+lk+la j =k+ 1,
g1(@)
gl@) |ea(a) gr(a@) .
E— k.j —— 1y, J<Kk
Gi1(@) N E-1(a) er-1(@)
0, isk+1.
II#

Dado que [y = Y teniendo en cuenta (6.2.6), las entradas /; ; de L
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satisfacen

ho= \/%(ilo,o + %}{”ﬂ_”) )
bho= @(EI,O + % \/%ll,o),
o = \/%(;lk,o + % \/%lk,o) . k=2
ha = \/%i’“’ (6.2.7)
by = % (ill,l + % \/%11,1),
sy = \/% (ilk,l + % \/%lk,l), k> 2.

&—1(@)

les1 g1 = mhk,kﬂ» k>1,
_ &-1(0) |7 qr(@) gr—2(@) . .
lk+1,j— (@) (hk’j-l_m‘,mlk’j)’ k > 1,]22,]<k+1.

O, de manera maés explicita,

el

Tl si j=k=0,
k-1
qk-1(@) / g_1(@) 7§ ..
Er-2(@)eg-1 () [ ”/'t” + Z qi(@) hl,O] o SLJ= 0,k> 1,
=0
k—1
= o ), Y i j=1k>0,  (6.28)

lk’j - Ver-2(a)eg-1(a) — ) LL>

g 7 . .
’,mhk—l,ka S1 ] = k > 1’

k
gi1(@) ee1(@)F .
e (@)er_ (@) @) L,j> s1 < k.
I=j-1

Para las submatrices principales se tiene la siguiente

Proposicién 6.2.3 Sean (H, — al),, M, y L, las submatrices principales de di-

mension n X nde Hy, — al, M y L respectivamente. Entonces

(i) (Hy - al), = L,M,.



6.2. Matrices de Hessenberg y la transformacion de Geronimus 153

(it) La factorizacion QR de (H, — al), es
(Hy —aD), = O,R,,

donde Qn =EM, R, = L,E™" v E es una matriz diagonal con entradas Ej

1, 0<k<n-1,
Ewx =
ATk =n.

dadas por

|gn(@)|
Vén-1 (‘1’) ’

Demostracion: (i) La expresion (6.2.2) escrita mediante matrices por bloques,

L, |0 M, | My,
[Lzl Ly ” My, | My ]
LM, | LMy
Loy M, + Ly M, ‘ Loy My + Loy Moy } .

resulta ser

Hl/,—al

Por lo tanto, (H, — al), = L,M,,.

(if) La matriz R, es triangular inferior con entradas positivas en su diagonal prin-

cipal, de manera que, basta probar que la matriz Q, es unitaria. De hecho,

n—-2
(03),,(0:)" = ”ﬂ%“ [Z qu(@)P + sH(a)] -1,
=0

A A \(n=1) _ 8;1—2((1') |qn—2(a)|2 _
( ”)<"—1>( ) T Es@ | (@) =1

Para 1 < k < n -2, setiene

N (A0 aa@  ga@P (S,
(0:),,(0)" = + > lgi@) + &, -a(e)
1=k

g2(@)  g2@)g-i(@)
_ gr-1(@) n |Clk—1(01)|2 -1
(@)  goala) ’
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n-2
A A\ (k)
* —  _ @@ gk-1(@) _ 1 2
(Q”)(O) (Q”) - [lee 11 [ gr-2(a) \/akz(a/)skl(a)[ |q,(a)| +8"—2(a)])
1=k

_ qk=1(@) gi-1(@) 1@ | — 0
[l er—2(@) er—2(@) '

Ahora,paral < j<k<n-2

n-2
Ax AN _ _42@gii@ | [ei(@ 1 2
(Qn)(k) (Ql’l) - - 8_,',2((1) 8]—3((1) - \,81'—3(@)8]’—1(‘1) Z |ql(a)| + Sn_Z(a)
I=j

_ qj-2(@)qj-1(a) gj-1(a) 1 _
= ) 8./*2(il) ( 5;73((1) - lg—j—f;(fl)é‘j_l(a) Sj—l(a)) - O.
Finalmente,
() (0 )(k> _ Q1 (@gna(@)ena(@) [ena(@) gii(@)gna(@)
et Ve (@e1(@e,s3(@e (@) \ n-3(@) Ve (@e (@)

Asi pues, Q, es una matriz unitaria.

6.3. Ejemplos

Ejemplo 6.3.1 Consideremos en la circunferencia unidad, la medida

donde d6 es la medida de Lebesgue. Entonces la sucesion de polinomios ortogo-

nales monicos en T respecto a u es (véase [27], [68])

n

k+1
P”(Z):Zn Z, VYn>=0.

— +1
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Es fdcil comprobar que

3 5 -2 B n+1
an)—( fT P2 du) -

En consecuencia ||u|| = 2 y la sucesion de polinomios ortonormales con res-

pecto a u es

D) = ot ),k + D
k=0
(n+ D" —(n+2)7"" + 1

V(n+ D)(n+2)(z—1)?

Ahora, definimos la transformacion de Geronimus de la medida yu mediante

dp _lz-1Pdf

= = —, lal>1, z=1¢"
lz—af |z—al?27 '

dp

Entonces, se obtiene
20 —a—a

= 6.3.1
el = =5 63.1)
De (6.0.1), obtenemos las funciones de segunda especie asociadas a u
2
gule) = (1 - ofl) ea(@™), (6.3.2)

vde (6.3.1)y(6.3.2) se tiene

en(@)

lbarll = ) lgu(@)P
=0

2 _ = n
Aol 2020 | o Y e f
=0

laf> -1

09l —a—-a T 4
= Ialz——l_|1_a |K,,(a ,a ).
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En consecuencia,

o 2
Sn(a’) = le_l [2|a'|2 — (a + a’) — WW (|(n + l)a,n+3 _ (l’l + z)a,nﬂ + a,|
—|"? - (m+2a+n+ 1|2)].
(6.3.3)
Las entradas Iy ; de la matriz H = M(H, — al) son
1
Y = k = 0,
2 J
=k+2 _ —
Kk @ (k+2)a_+k+_1+ 1 CisksL
k+1\ ak? —(k+2)a@*+ka  k(k+2)
= V& + Dk +3) .
b= =k+1, (634
o k+2 ’ J=r+ 1,
Vir1(1-a)
. Jj<k-=1,
VG + DG+ Dk +2) (@ = (k+2)a + k)
0, Jj> k.

Las entradas my j y I j de My L, respectivamente, se obtienen sustituyendo
las expresiones (6.3.1), (6.3.2), (6.3.3), y (6.3.4) en (6.2.3) y (6.2.8).

Ejemplo 6.3.2 Consideremos ahora la siguiente medida en la circunferencia uni-
dad
du = do +moe” - 1),
2n
donde m > (.

La sucesion de polinomios ortogonales monicos en T asociados a u es (ver
[17] y [68])

n—1
m
P,()=7"— Zz",
k=0

1 +nm

para todo n > 1.
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Entonces, obtenemos paran > 1

D=

27 -
Kn(/l) = (f Pn(z)znﬁ + mPn(l)) , 2= eié’
0 2w

271 n—1
n m k —nde m 0
- — + 5 = 5
[L (Z 1+nmkzz(;z]Z 2n 1+nm) “=e

Luego,
1+nm

ki) = | ————— (6.3.5)

1+(n+1Dm’

asi como ||u|| = 1 + m. La familia {¢,},s, de polinomios ortonormales asociados

a u estd dada por

n—1

_ I+nm __n _ m k

Pn(2) = \/ 1+(n+1)mZ VA +nm)(A+(n+1)m) Z <
k=0

(1 +nm)Z"™' —mz" +m
VI +mm)(d +n+ Dmyiz-1)

Por otra parte, las entradas hy, j de la matriz H=M (H, — al) son

2

m P —_
T Tm’ j=k=0,
_ Lk=Dm (14t Dym)a—(1+km) m? - _
1+km ((1+km)o72—(]+(k—l)m)& (l+(k—l)m)(1+(k+l)m)) ’ J=k>1,
7 _ ) eI Ga2m) .
hyj = T+(k+Dm  ° J=k+1,
m (1+(k+1)m)a—(1+km) .
- - —m), j<k-1,
A+ jm)(1+G+Dm) (L +km)(1+(k+Dm) ((1+’<m>az—(1+(k—1>m)“ ) J S
0, j>k.
(6.3.6)

Sea i, la transformacion de Geronimus de u, dada por

du 1 do m |
- - ot 30— 5 > 1, = '6.
|Z—a|2 |Z—C¥|2 o Ja— 1|2 (z ) || z=¢

dir
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Entonces
m
= + . 6.3.7
leoll = i + o (6.3.7)
Las funciones de segunda especie asociadas a u evaluadas en a son
T+ @+ Dma -1 +nm)
qn(@) = (6.3.8)

V{1 +nm)(1 + (n + Dm)(a — 1)a"*! )
De (6.3.7) y (6.3.8) obtenemos

1 1 , o (0 + k+ Dma — (1 + km)?
+ mla|” — Z
lal> =1 | — 1]l (1 +km)(1 + (k + Dm)|a|*
(6.3.9)
Las expresiones de las entradas de las matrices M y L son muy engorrosas,
pero se obtienen sustituyendo las expresiones (6.3.5), (6.3.6), (6.3.7), (6.3.8), y
(6.3.9) en(6.2.3) y (6.2.8).

ex(@) =



Problemas abiertos

En el andlisis de los problemas estudiados a lo largo de la memoria, surgen
de manera natural una serie de cuestiones que pretendemos abordar en el futuro

proximo.

1. Implementacion del algoritmo de Leverrier-Faddeev en el caso de matrices
por bloques. Dichos tipos de matrices aparecen en el tratamiento de sistemas
lineales, en particular en el estudio de filtros de prediccion para sistemas de
multiples entradas y salidas (véase [42] y [43]).

2. El andlisis del caricter unitario del operador de multiplicacion para medidas
soportadas en la circunferencia unidad esta ligado al hecho de que la medida
no pertenezca a la clase de Szegd. Recientemente, M. J. Cantero, L. Moral y
L. Veldzquez han eliminado dicho requisito a cambio de utilizar sendas ba-
ses en el espacio de los polinomios de Laurent (véase [13], [14] y [15]). De
esta forma aparece una representacion de dicho operador mediante una ma-
triz pentadiagonal (CMV matriz) cuyas propiedades espectrales permiten
un estudio novedoso de la teorfa de polinomios ortogonales en la circunfe-
rencia unidad (véase [67], [68] y [69]). Queremos abordar la repercusién de
las transformaciones espectrales racionales desde esta nueva perspectiva y
su conexion con la factorizacién de la matriz CMV tanto desde el enfoque
LU como QR.

3. La transformacién UL de las matrices de Jacobi da lugar a la aparicion del

159
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pardmetro libre en la transformacion de Geronimus. En el caso estudiado en
la memoria y puesto que se ha de preservar el cardcter hermitiano, parece
natural considerar la transformacién de Uvarov en dos pasos en la linea se-
guida en el capitulo 4 para la transformacién candnica de Christoffel. Con-
jeturamos que de la factorizacién UL de la matriz de Hessenberg inicial se
sigue la dependencia uniparamétrica vinculada a la adicion de la masa de
Dirac.

. En el capitulo 6 se ha abordado el anélisis de un tipo particular de transfor-

macion de Geronimus que no incorpora masas de Dirac. Estamos desarro-
llando el caso general junto con el andlisis de la correspondiente matriz de
Hessenberg, sobre la base de preservar el cardcter cuasi-definido del funcio-
nal lineal transformado.

. Como se ha sefialado en el capitulo 4, la caracterizacion de las transfor-

maciones espectrales racionales que transforman una C-funcién en otra C-
funcién constituye un problema abierto. En [62] se ha resuelto para el caso
de funciones de Stieltjes que son transformadas de Cauchy de medidas so-
portadas en la recta real.

. En [43] se aplica el método de generacion de espacios de estados para matri-

ces de momentos con estructura Hankel y Toeplitz. Parece natural analizar
dicho método en el caso de matrices de momentos con una estructura deri-
vada de las propiedades algebraicas del soporte de la medida espectral. El
caso de curvas algebraicas (véase [7]) constituye un interesante proyecto
de investigaciéon dado que las entradas de la matriz de momentos satisfacen
relaciones lineales.
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