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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Importancia del tema

La Teoria Constructiva de Funciones constituye una de las fuentes mas
apreciadas en las aplicaciones de las matematicas. Brinda el sostén tedrico
para la aproximacion de funciones y propone métodos de calculo numéri-
co. De particular importancia resulta la rama dedicada a la Aproximacién
Racional de Funciones Analiticas y temas afines, como son la Teoria de Poli-
nomios Ortogonales y Métodos de Cuadratura Interpolatoria. Areas de apli-
cacion directa son: la Teoria de Nimeros, el Anélisis Numérico, la Teoria de
Sistemas, la Mecanica y la Teoria de Operadores.

Veamos un problema de caracter aplicado intimamente vinculado con las
aplicaciones que se proponen en el tltimo capitulo de la tesis. Se trata de la
construccién de métodos de cuadratura simultanea. Supongamos que tene-
mos un haz constante de una luz policrématica de espectro continuo. Para
facilitar el estudio hacemos una particion adecuada del espectro en m € N
intervalos. Queremos calcular la intesidad de la luz p;, © = 1,...,m, corres-
pondiente a cada uno de los intervalos de esta particién. Segun [6], necesi-
tamos calcular las integrales [ fdpu;, donde f es una funcién que representa
la intensidad de la luz relativa a cada frecuencia y pu; la distribucion de la
intensidad de luz en el intervalo i-ésimo. Carlos F. Borges implementé en
[6] un método de calculo con m férmulas de cuadraturas que aproximan m
integrales simultaneamente. La ventaja de la aproximacion simulanea radica
en que el numero de evaluaciones que hay que hacer de la funcion f para un
orden determinado de exactitud (en el espacio de los polinomios) es mucho
menor que si se utilizan otros métodos tradicionales como, por ejemplo, la
cuadratura de Gauss-Jacobi en cada intervalo. De este modo se disminuye el
error de redondeo.
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La tesis se enmarca en la teoria general de Aproximacion Racional de
Funciones Analiticas; mas precisamente, en la aproximacién simultdnea de
vectores de funciones analiticas mediante vectores de fracciones racionales,
que se contruyen a partir de criterios de interpolacion a lo largo de una tabla
prefijada de puntos. Los vectores de funciones que se aproximan estan forma-
dos por sistemas de Markov; esto es, transformadas de Cauchy de medidas
de Borel soportadas en el eje real. Como veremos en la préxima seccién este
tipo de funciones incluye una amplia gama de funciones elementales y cons-
tituyen la resolvente de los operadores autoconjugados. Por otra parte, es
bien conocido que la aproximacién racional simultanea de funciones tiene
una amplia aplicacién en la Teoria de niimeros. Sistemas de funciones de
este tipo y la propia construccion de estos aproximantes fueron empleados
por Charles Hermite [32] en su cldsica demostracién de la trascendencia del
ntimero e. Otras aplicaciones en este contexto pueden encontrarse en [42] y
47].

Luego, los sistemas de Markov de funciones constituyen una clase amplia
de vectores de funciones analiticas cuyo estudio resulta de interés tedrico y
practico. En la tesis damos condiciones suficientes de convergencia para la
aproximacién racional simultanea de cierto tipo de sistemas de Markov (1la-
mados sistemas de Nikishin) y de procesos de cuadraturas simultaneas asocia-
dos. También se dan estimados del orden de convergencia y bajo hipdtesis
adicionales sobre las medidas se demuestra que el orden de convergencia dado
es exacto. En las demostraciones se emplean técnicas de la teoria general de
funciones de variable compleja, la teoria de la medida y la teoria del potencial
logaritmico.

1.2. Antecedentes.

Como precedente de los aproximantes de Hermite-Padé estudiados en
esta memoria tenemos los aproximantes diagonales de Padé. Desde el siglo
XIX son conocidos algunos resultados generales relativos a la convergencia
de los aproximantes diagonales de Padé a funciones de Markov o Stieltjes
(véanse los Teoremas 1.1 y 1.2 que aparecen en esta seccién) y aplicaciones
de estos a formulas de cuadratura de tipo Gauss-Jacobi. En nuestra tesis
obtenemos resultados andlogos para los aproximantes Hermite-Padé y de
tipo Hermite-Padé los cuales definiremos més adelante. Comenzamos con un
breve bosquejo sobre la aproximacién diagonal de Padé, su definicién y los
resultados mas relevantes a los efectos de esta memoria.

Tesis Doctoral
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Sea g una serie formal de potencias

[e.9]

9() = (1)

k=0

en el infinito y n un nimero natural. Existen polinomios @),,, P, que satisface
las condiciones

Z) deg@n§n7 degpngn_la Qn7_é07
(1.2)

i) (Qug—Pu)(z) = oy + 2nt o

Encontrar a @, y P, se reduce a resolver un sistema de 2n ecuaciones lineales
y homogéneas con 2n + 1 incognitas, que son los coeficientes de @), v P,. Es
facil ver que este problema tiene solucién no trivial con @,, # 0. La fraccion
racional R,, = P, /Q, recibe el nombre de n-ésimo aproximante diagonal de
Padé de g¢.

De (1.2) tenemos que P, es la parte polinémica del desarrollo en serie de
Laurent en el infinito del producto @,g. Por lo tanto, R, estd univocamente
determinado por el polinomio @,,. Supongamos que los pares (Q, P) y (Q, P)
son soluciones del problema (1.2) para g y el indice n. Escribimos i7) para
ambos pares y tenemos que

Qo P):) = (1.9
y ~
@ P)2) = St (1.4

Multiplicamos (1.3) y (1.4) por @ y @, respectivamente; luego restamos am-
bas igualdades y obtenemos entonces que
~ ~ A A
QP-QP ="+ +
z z
Del lado izquierdo tenemos un polinomio; por lo tanto, el desarrollo en po-

tencias de z que tenemos del lado derecho tiene que ser idénticamente nulo.
Luego, podemos asegurar que

Q1

P
De donde concluimos que el n-ésimo aproximante diagonal de Padé R, de
una serie g es unico. El primer problema que nos vamos a encontrar en la

Tesis Doctoral
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extension de este concepto al caso de la aproximacion simultanea es que en
general los aproximantes simultaneos Hermite-Padé no estan univocamente
determinados.

Los primeros estudios sobre la aproximacion diagonal de Padé, se llevaron
a cabo a finales del siglo XIX por los matematicos P. L. Tchebycheff (véase
por ejemplo [52], [53], [54]), A. A. Markov [40] y T. J. Stieltjes [48]. Ellos en-
contraron una conexion de estos aproximantes con la teoria de los polinomios
ortogonales. En particular T. J. Stieltjes en [49] introdujo el concepto de or-
togonalidad con respecto a una medida general.

En toda esta memoria entendemos por medida a una medida finita de
Borel de signo constante soportada en un subconjunto infinito de puntos
contenido en el eje real. Recordamos que el soporte de una medida u, que
denotaremos por sop(u), es el menor conjunto cerrado cuyo complemento
tiene medida cero. Por signo constante queremos decir que la medida de
todo conjunto de Borel contenido en el soporte tiene el mismo signo (siempre
positivo o siempre negativo). Si el soporte de la medida p es un conjunto no
acotado supondremos adicionalmente que

|/a:”du(a:)\<oo, vely=0,1,2,....

En lo esencial nos limitaremos a medidas soportadas en subconjuntos
compactos del eje real. El caso de medidas soportadas en un nimero finito
de puntos (llamadas medidas atémicas) no es de nuestro interés. Desde el
punto de vista de la aproximacion, las funciones de Markov que ellas definen
son fracciones racionales y los problemas de aproximacion en este caso se
resuelven de manera trivial. Sin embargo, las emplearemos en el Capitulo
5 para expresar polinomios mediante el potencial logaritmico de la llamada
medida contadora asociada al polinomio.

Definiciéon 1.2.1 Sea p una medida y n un nimero natural. Decimos que
@, es el n-ésimo polinomio ortogonal correspondiente a la medida p si deg @), <

n,Qn #0,y
/m”Qn(x)d,u(x) =0, v=0,...,n— 1 (1.5)

De la definicién se deduce facilmente que @), tiene exactamente n ceros
simples en el interior del menor intervalo I = Co(sop(u)) que contiene el
soporte de la medida. Por interior de un intervalo del eje real entendemos
el interior con la topologia euclidea de R. Salvo que se especifique de otro
modo al hablar de polinomio ortogonal tomaremos el moénico; o sea, aquel
cuyo coeficiente conductor es igual a 1.

Tesis Doctoral
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Para un polinomio h arbitrario de grado < n, de (1.5) obtenemos la
siguiente igualdad

PR Qu(z) ) z—= Zntl

yEH(C\I). (1.6)

Consideremos el polinomio

Z—T

Usando (1.6) tenemos que

(Quit = P2} (2) = O(57) € HT\ ), (1.7
donde y
i) = 24 (18

Comparando (1.7) y la condicion i) de (1.2) tenemos que la fraccién racional
P,/Q, es el n-ésimo aproximante diagonal de Padé de la funcién .

La funcién ji es conocida como la transformada de Cauchy de la medida .
Si sop(p) esta acotado entonces a [ se le llama funcién de Markov asociada
a la medida pu; si no estd acotado el soporte, dicha funcién se conoce por
funcién de Stieltjes. Veamos algunos ejemplos de tales funciones.

1. Si el soporte de p contiene solamente un nimero finito de puntos
X1,Tg, ..., Tk, CON PESOS Y1,Ys, - .., Y, respectivamente, entonces ji es
la fraccion racional

A=) =3 >0, fi(=) € HT\ {12, . 2}
=1 !

2. Sea du(z) = dx con soporte en [—1, 1], entonces

i) = [ =0 () e @\ 1),

12—

tomando log 1 = 0.
3. Sea du(z) = dx/m\/1 — 2% con soporte en [—1, 1], entonces

~ 1! dz 1 _
10 =1 [ o~ v € AT L),

donde v22 —1 > 0 para z > 1.

Tesis Doctoral
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4. Sea du(x) = sen(mwa)[(1 4+ z)/(1 — z)]*dx, o € (—1,1), con soporte en
[—1, 1], entonces

N 142\ do z+ 1\
pu— = —1
w(z) sen(7r04)/_1 (1 —x) P (z — 1) :

donde [(z +1)/(z — 1)]* > 0 para z > 1. Observemos que ji(z) €
H(C\ [-1,1]).

Otras muchas funciones elementales se pueden expresar mediante trans-
formadas de Cauchy de medidas de Borel. Como dijimos anteriormente, la
funcién resolvente de todo operador autoconjugado es la transformada de
Cauchy de la medida espectral asociada al operador. Estos ejemplos mues-
tran la utilidad del estudio de las funciones de Markov y Stieltjes, y de sus
aproximaciones. El siguiente Teorema debido a A. A. Markov apunta en esta
direccion. Una prueba del mismo puede encontrarse en el Teorema 3.5.4 de
[50].

Teorema 1.1 (Teorema de Markov) Sea {P,/Q,}, n € Z4,la sucesion
de los aproximantes diagonales de Padé de la funcion de Markov fi. Entonces

, Pn(z) —
Jm Qu(z) ),

uniformemente en cada subconjunto compacto de C\ Co(sop(p)).

Stieltjes extendid este resultado a una clase de transformadas de Cauchy
cuyas medidas no necesariamente tienen soporte acotado. Para ello utilizo el
concepto de problema de momentos. Este concepto fue introducido precisa-
mente por Stieltjes en su cldsica publicacion [48].

Dada una medida positiva p soportada en un intervalo I C R (no nece-
sariamente acotado) se llama momento k-ésimo de pu al valor

ck:/xkd,u(x), k=0,1,2,.... (1.9)
I

Como dijimos anteriormente supondremos que estas integrales son conver-
gentes.

Dada una sucesién infinita de nimeros reales {c; }7° , se llama problema
de momentos en un intervalo I al estudio de la existencia y unicidad de una
medida soportada en I de modo que momentos coincidan con los nimeros
dados en la sucesion. Si existe solucion se dice que el problema de momentos
esta definido; si existe y ademas la solucion es unica se dice que el problema
de momentos estd determinado. Una vez introducidos estos conceptos, ya
podemos enunciar el Teorema de Stieltjes.

Tesis Doctoral
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Teorema 1.2 (Teorema de Stieltjes) Sea p una medida finita positiva
y de Borel tal que sopu C I =Ry y {c,}5% la sucesion de sus momentos.
Si el problema de momentos para {c,}>2, estd determinado en R, entonces

. Pu(2) —
77,11—{20 Qn(z) ).

uniformemente en cada subconjunto compacto de C\ Co(sop(u)) .

Este resultado invita a encontrar condiciones suficientes para que el pro-
blema de momentos relacionado con una medida p esté determinado. En [16]

T. Carleman probé que
(9] 1 1/2k
> <—) = 0, (1.10)
Ck

k=1
donde los ¢; son los momentos asociados a la medida u, se puede asegurar
entonces que el problema de momentos para la sucesién {cj}2, estd deter-
minado en R, . Con ello quedan satisfechas las hipétesis del Teorema 1.2. Es
facil comprobar que si sop(p) esté acotado se tiene (1.10); luego, el Teorema
de Stieltjes generaliza el Teorema de Markov.

Relativamente reciente se han obtenido resultados similares para los lla-
mados aproximantes multipuntuales Padé y tipo Padé. Introduzcamos ahora
estos conceptos.

Sea 11 la funcién de Markov correspondiente a una medida  finita positiva
y de Borel cuyo soporte contenido en un intervalo I el eje real contiene un
numero infinito de puntos. Tomemos una sucesién de polinomios moénicos
{Bn}, n € N de signo constante en I cuyos ceros se encuentran en dicho
intervalo. Supongamos que deg 3, = 7(n) < n. Luego,

7(n)

ﬁn(z) - H(Z - 571,1@)7 ﬁn,k S I,

k=1

y los ceros en el interior de I tienen multiplicidad par. Fijemos un compacto
F c C\ I, simétrico con respecto al eje real y una tabla de puntos

{an:}, i=1,2,....2n—7(n), neN,

contenida en F' que es también simétrica con respecto al eje real (contando
multiplicidades). Denotemos

2n—7(n)

an(z) = H (z —an;), neN. (1.11)

i=1

Tesis Doctoral
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Algunos de los puntos «,,; podemos considerarlos iguales a co. En este caso
omitimos los factores correspondientes en (1.11). Por simetria, los coeficientes
de a,, son reales y como I N A =0, a,, no se anula en 1.

De manera analoga a como se hizo para los aproximantes diagonales de
Padé, se puede verificar facilmente que existe una tinica fraccion racional de
la forma R,, = P,/3,Qn, donde P, y @, son polinomios que satisfacen

i) degP,<n—1, deg@,<n-7(n), @Q,#0,
(1.12)

Qn

i1) (w>(z)20(m)€f](@\) como z — Q.

En este caso para determinar P, y (), se debe resolver un sistema lineal
y homogéneo de 2n — 7(n) ecuaciones en 2n — 7(n) + 1 incognitas. Estos
aproximantes se les llama de tipo Padé puesto que los polos se prefijan par-
cialmente, aunque preferimos denominarlos aproximantes generalizados de
Padé.

Cuando 7(n) = 0 (todos los polos de R, son libres) esta construccién
recibe el nombre de aproximante multipuntual diagonal de Padé de i, re-
lativo al par (n,a,). Para este caso, el primer estudio sobre la convergencia
de la sucesién correspondiente de fracciones racionales {R,}5° | aparece en
[25], donde también se hace un andlisis sobre la velocidad de convergencia.
Un estudio minucioso sobre la convergencia de tales sucesiones puede encon-
trarse en la monograffa [51], donde también se hallan citas a varios trabajos
mas recientes en esta direccién. En los tltimos 20 anos se han publicado
diversos resultados sobre condiciones suficientes para la convergencia y com-
portamiento asintético de la aproximacion multipuntual, tanto para medidas
de soporte acotado como no acotado. Por ejemplo, en [36] G. Lépez Lago-

masino demostré que
2n—1

1
nLH;OZ Fw

es una condicién suficiente para la convergencia de la sucesién de aproxi-
mantes multipuntuales diagonales de Padé {R,} a su correspondiente fun-
cién de Stieljtes ji, siempre y cuando existan los momentos de la medida
1. En ese articulo también se dan condiciones suficientes de convergencia
en términos de momentos generalizados que extienden el resultado conjunto
Stieltjes-Carleman. Precedente de [36] para el caso de funciones de Markov
es [25].

Con relacién a los aproximantes multipuntuales tipo Padé nos referire-
mos a algunos resultados. En [10] se da una expresién de la velocidad exacta
de convergencia; para la demostracién los autores hacen uso de técnicas de

= . (1.13)

Tesis Doctoral
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la teoria del potencial. En el mismo trabajo se ofrece una aplicacién de los
resultados a la obtencién de férmulas de cuadraturas convergentes que son
exactas en espacios de fracciones racionales con polos prefijados. Otros tra-
bajos en esta direccién son [11], [15], [30], [31], [4] v [5]. En [30] y [31] se
dan aplicaciones a la convergencia de férmulas de cuadratura racionales con
pesos complejos. En los trabajos més recientes [4] y [5] se encuentran aplica-
ciones a la estimacion del orden de convergencia de férmulas de cuadraturas
de Gauss-Kronrod y Gauss-Kronrod racionales para integrandos analiticos.
Los aproximantes racionales que hemos expuesto hasta aqui aproximan a
una sola serie de potencia g, como la dada en (1.1). El objeto de estudio de
nuestra tesis es cierto tipo de fracciones racionales vectoriales que interpolan

simultdneamente a un numero finito de series de potencias g1, ..., gm,
= ¢
_ J:k -
gi(z) = sl =1,...,m. (1.14)
k=0

Tales vectores de fracciones racionales son conocidos como aproximantes
Hermite-Padé (AHP), multipuntuales Hermite-Padé (AMHP) y generaliza-
dos Hermite-Padé (AGHP) en dependencia del grado de generalidad con
que se definen. Como se vera a lo largo de la exposicién, los aproximantes
Hermite-Padé pueden entenderse como casos particulares de los multipun-
tuales y estos a su vez de los generalizados. Por otra parte, la aproximacion
diagonal de Padé coincide con la Hermite-Padé cuando m = 1.

Sea S = (S1,...,5n,), un sistema de m funciones de Markov, donde las
medidas s;, 7 = 1,...,m, correspondientes estan soportadas en intervalos
I;,5=1,...,m, del eje real. Fijemos un multi-indice

n=(ni,...,ny) €L

donde Z; ={0,1,2,...}. Denotemos |n| = ny+- - - +n,,. Tomemos un entero
positivo k, y dos polinomios moénicos con coeficientes reales «,, y [3,, tales
que deg 3, = k,, y dega,, < |n| + Kk, + minn;. Los ceros de o, estdn en un
compacto F C C\ U™, I; simétrico con respecto al eje real y los de 3, se
encuentran en U, I;; ademas, el polinomio (3, no cambia de signo en este
conjunto. Entonces existen polinomios @, P, ;, 7 = 1,...,m, que satisfacen
las siguientes condiciones

i) deg@, <|n|, Qu(z) #0, degPn; <|[n|+ K, —1;

- . (1.15)
ii) 2@Ehd®) _ 0 () e HC\ULE), j=1...,m.
Encontrar a @, P,;, j = 1,...,m, se reduce a resolver un sistema de

(m+1)|n| 4+ mk, ecuaciones lineales y homogéneas con (m+1)|n|+mx, +1

Tesis Doctoral
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incognitas, que son los coeficientes de los polinomios. Este problema tiene
solucién no trivial con @, # 0. Para cada solucién de (1.15), llamamos
aproximante generalizado Hermite-Padé (AGHP) de S correspondiente a
(n, o, Br), al vector R, = (R 1, ..., R,m) cuyas componentes son las frac-

clones racionales
P,

CQn
Cuando 3, = 1, R, se denomina aproximante multipuntual Hermite-Padé.
Si ademas «,, = 1, entonces el vector R,, se conoce por aproximante Hermite-
Padé.

A diferencia de los aproximantes diagonales de Padé, R, puede no es-

tar univocamente determinado. Esto es facil de ver considerando un sistema
de funciones de Markov linealmente dependientes entre si; en particular,

Rn,j

el sistema de funciones de Markov S = (51,...,5,,), donde se tiene que
S1 =8y = ... = 5, es un ejemplo de sistema en el cual no hay unicidad para

R,. Sin embargo, tienen en comun con la aproximacién diagonal de Padé que
el polinomio @),, satisface condiciones de ortogonalidad en este caso compar-
tidas entre las distintas medidas. Por ello, se dice que ),, es un polinomio
multi-ortogonal. Estas relaciones de ortogonalidad son:

Oz/a:"Qn(x)dgj, v=0,...,n;—1, j=1,...,m, (1.16)

donde

o~ n .
ds; = —dsj, j=1,...,m.
an
Contrario al caso m = 1, las igualdades (1.16) no aseguran que @, sea Uinico
salvo un factor constante. Tenemos entonces la siguiente definicién.

Definicién 1.2.2 Sean S = (S1,...,5m) un vector de funciones de Markov
y n = (ni,...,ny,) un multi-indice. Decimos que n es débilmente normal

con respecto a S si el polinomio @,, estd determinado en forma tinica salvo un
factor constante, le llamamos normal si toda solucién @, de (1.16) es tal que
deg @, = |n|, y es fuertemente normal si el polinomio @, tiene |n| ceros
simples en el interior de Co(U, ;). Si todo n es débilmente normal, normal
o fuertemente normal, decimos que el sistema S es débilmente perfecto,
perfecto o fuertemente perfecto, respectivamente.

Obviamente, si un multi-indice n es fuertemente normal también serd nor-
mal. A su vez, si es normal entonces es debilmente normal. Esto se debe a
que si tenemos dos polinomios @, v @), que no sean multiplos uno de otro
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y que satisfagan (1.16) siempre podemos construir un tercero, no identica-
mente nulo, que satisface (1.16) y es de grado < |n|. Luego, el multi-indice n
no seria normal. Es facil comprobar, y lo veremos en el texto, que la unicidad
de @), salvo factores constantes es equivalente a la unicidad de R,,.

Un sistema de Markov S = (S1,...,5n) se dice de Angelesco si para todo
i # j,Co(sop(s;)) N Co(sop(s;)) = 0. Esta clase de sistemas fue introducida
por M. A. Angelesco en [1].

Veamos que un sistema de Angelesco S = (S1,...,8mn) es fuertemente
perfecto. En efecto de las relaciones de ortogonalidad (1.16) es facil deducir
que @, tiene que tener en Co(sop(s;)) al menos n; cambios de signo. Luego,
tiene al menos n; ceros distintos de multiplicidad impar en dicho intervalo.
Como deg @), < |n| y los intervalos Co(sop(s;)) son disjuntos los ceros deben
ser simples y en cantidad |n].

Existe una amplia bibliografia sobre convergencia y propiedades asinto-
ticas de los aproximantes Hermite-Padé correspondientes a sistemas de An-
gelesco y sus denominadores comunes. Como ejemplo, podemos citar a [26)]
[28], [29], [41] v [44]. En [28] se obtiene la asintética de los denominadores
@, vy con ello los subconjuntos de C donde hay convergencia y divergencia
de los aproximantes Hermite-Padé correspondientes. En dependencia de la
distancia relativa entre los soportes de las distintas medidas, pueden haber
regiones de divergencia en un entorno de los soportes, si estos se encuentran
demasiado cercanos unos de otros. En [29] se generaliza este resultado para
una clase de sistemas de Markov que contiene a los sistema de Angelesco y
son llamados sistemas mixtos. Se les llama mixtos porque también incluyen
como casos particulares a los sistemas de Nikishin. En ambos trabajos hay
un uso interesante de la teoria del potencial logaritmico.

Los sistemas de Nikishin fueron introducidos por E. M. Nikishin en [43]
y es la base de trabajo de esta tesis. Para definirlos adoptaremos la notacion
usada en [29], que es muy sencilla de entender.

Sean o1 y 09 dos medidas finitas de signo constante y soporte compacto
contenidos en R. Para cada i = 1,2, denotamos A; = Co(sop(o;)). Supon-
gamos que A;NAy = (). Definimos el producto de estas dos medidas mediante

dO’z(t)
T —t

d{oy1,09)(x) = / doi(z) = 09(x)doy () . (1.17)

Cuando resulte méas comodo usaremos la notacién diferencial para denotar
una medida. Se ve que (o7, 02) es una medida de signo constante, cuyo soporte
es igual al de o;.

Sea Aq,...,A,, un sistema de intervalos cerrados tal que A;_; N A; =
(0,7 =2,...,m. Sean ahora o4, ..., 0,, medidas finitas de Borel cada una de
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signo constante, tal que Co(sop(o;)) = A;. Paracadai =1, ..., m, definimos
inductivamente las medidas

Sj(aj) = <017 02, ... ?O—J')(‘CE) = <017 <02a ce 70j>>(x) :

Definicién 1.2.3 Decimos que S = (s1,...,8,) =N(o1,..., 0,), donde
§1 = 0y, 82:<01702>7"'7 Sm:<017"'70m>7

es el sistema de Nikishin de medidas asociado al sistema (o1, ..., 0.,).

La pregunta de si los sistemas de Nikishin son fuertemente perfectos es
aun un problema abierto. Sin embargo, existe una amplia clase de multi-
indices fuertemente normales. En [43] Nikishin demostré que los multi-indices
n=(ny,...,n,), tales que sus componentes satisfacen

nt+l=n+l=-=m+l=n1=--=ny, 1<k<m. (1.18)

son fuertemente normales. Posteriormente en [19] se probd normalidad fuerte
para los multi-indices tales que 1 < ¢ < j < m implica n; < n; + 1 (ver
también [20]). Otra prueba de este resultado que incluye los llamados sis-
temas mixtos se puede encontrar en [29]. Obviamente la segunda clase de
indices contiene a la primera. De los resultados de [9] se puede deducir que
los sistemas de Nikishin de dos funciones son perfectos. En [8] los autores
defininieron una clase de multi-indices, que denotaron mediante Z'(x), for-
mada por todos los multi-indices n = (n4,...n,,) para los cuales no puede
encontrarse 1 < i < j < k < m tales que n; < n; < ng y probaron que esta
clase esta formada por multi-indices fuertemente normales.

Relativo a la convergencia de aproximantes Hermite-Padé para sistemas
de Nikishin no hay muchos resultados disponibles y se refieren solamente
al caso Hermite-Padé puro; o sea, cuando todos los polos se dejan libres
(B, = 1) y toda la interpolacién se realiza en el infinito (a,, = 1). Resenamos
los mas importantes. El siguiente teorema es del propio Nikishin y aparece
como Teorema 4 en [43].

Teorema 1.3 Sea S = (s1,82) = N(o1,09) un sistema de Nikishin de
dos elementos cuyas medidas tienen soporte compacto. Entonces, la suce-
sion de aprozimantes Hermite-Padé {Ruuy = (Po)1/Qnk)s Pugk)2/@nk)) }»
k € Z,, de S = (51,52) correspondiente a la sucesion de multi-indices
{n(k) = (k. k)}, k € Z, satisface

Pn %
lim (k),

- = /S\Z ) 1= 1a 27
k—o0 Qp(k)

uniformemente en cada subconjunto compacto de C\ Co(sop(ay)).
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En la demostracién de este Teorema se hace uso de un sistemas de
cuadraturas simultaneas que se introduce en la seccion 4 del mismo articulo
[43].

En [9] se obtuvo convergencia de los aproximantes de Hermite-Padé de sis-
temas de Nikishin con m elementos en un sentido mas débil que la uniforme.
Se consideran sucesiones de multi-indices cuyas componentes cumplen

nizm—c, 1=1,....,m, (1.19)
m
donde ¢ es una constante positiva que no depende de n. Como corolario del
resultado principal los autores deducen

Teorema 1.4 Sea S = (s1,...,8m) = N(01,...,0m) un sistema de Niki-
shin de m elementos cuyas medidas tienen soporte compacto. Sea A C ZT
una sucesion de multi-indices fuertemente normales que cumple (1.19) para
todo n € A. Entonces, la sucesion de aprozimantes Hermite-Padé {R,, =

(Pn,l/Qn(k)7 .. '7Pn,m/Qn)}7 n e A; de §: (:9\17 L 7§m)

’ n,t ~ .
khm—:si, 1=1,...,m,
— 00 n

uniformemente en cada subconjunto compacto de C\ Co(sop(ay)).

En el momento en que se publicé [9] los tinicos indices que se sabia que
eran fuertemente normales eran los de la forma indicada en (1.18). Los re-
sultados de este trabajo contemplan el caso de sistemas de Nikishin cuyas
medidas tienen soporte no acotado. Las demostraciones se basan en el uso
de técnicas de la teoria de la medida y del andlisis complejo.

En [29], A. A. Gonchar, E. A. Rakhmanov y V. N. Sorokin, ademéds de
ampliar la clase de multi-indices fuertemente normales dan el orden exacto
de convergencia de los aproximantes Hermite-Padé y la asintética logaritmica
de la sucesion de los denominadores comunes (),, para sistemas de Markov
mixtos (Angelesco-Nikishin). Reduciremos el enunciado correspondiente al
caso de un sistema de Nikishin.

Teorema 1.5 Sea S = (s1,...,8m) = N(o1,...,0,) un sistema de Nikishin
de m elementos tal que o' (x) > 0, casi donde quiera para x € Co(sop(o;)),i =
1,...,m y los soportes son conjuntos compactos. Sea A C Z7' una sucesion
de multi-indices tal que j < k wmplica que n, < n; + 1, para todo n =
(ny,...,nm) EA Yy
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Entonces, existe una medida de probabilidad fi,sop(ft) = Co(sop(o1)), tal que

2 Ulnl — —V#(2)
}LIGIR |Qn(2)] €

uniformemente en cada subconjunto compacto de C\ sop(fi), donde

_ 1
VEz)= [ 1 di(x).
(2) = [ 1og = aa)
Ademds, existen funciones &,i = 1,...,m, definidas y negativas en C\sop(fi)
tales que
P, 1/In|
lim ||s; — —= =8 < 1,
neA n ||k

uniformemente en cada subconjunto compacto de C \ sop(fi).

Tanto la medida de probabilidad 7z como las funciones &;,7 = 1,...,m, se
describen en términos de la solucién de un problema extremal vectorial de
teoria de potencial logaritmico.

Relativo a las cuadraturas simultaneas, el uinico trabajo del cual tenemos
conocimiento es el articulo [6] de C. F. Borges. En ese articulo se describe
un esquema aproximativo de calculo de m integrales con integrando comun
mediante m férmulas de cuadraturas cuyos nodos son comunes a todas ellas.
El esquema esta basado en la seleccion de nodos de modo tal que se maxi-
mice el orden de exactitud de las cuadraturas en el espacio de los polinomios,
dado una cantidad prefijada de nodos que se quieren seleccionar. Ese pro-
cedimiento esta intimamente vinculado con la interpolacién simultdnea de
funciones de Markov. Sin embargo, el autor parece desconocer la relacion
del método que propone con la aproximaciéon Hermite-Padé ya que no ci-
ta ningun trabajo relacionado con este tema. Los razonamientos empleados
tienen caracter empirico, pues no ofrece ningun resultado sobre la conver-
gencia del método, y ni siquiera discute la cuestién basica de si los posibles
nodos son simples 6 multiples, y si el problema que plantea tiene solucién
(cuestiones relacionadas con la normalidad fuerte de multi-indices).

1.3. Resultados principales

Uno de los problemas fundamentales en el estudio de la aproximacion
simultanea es la unicidad de los aproximantes; o sea, la normalidad débil
de los multi-indices. Para la demostracién de la normalidad fuerte de multi-
indices un concepto que ha resultado muy 1til es el de AT sistema introducido
por E. M. Nikishin en [43]. El objetivo central del Capitulo 2 es incrementar
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la clase de multi-indices para los cuales se tiene que los sistemas de Nikishin
forman un AT sistema y con ello ampliar la clase de multi-indices conocidos
para los cuales se tiene normalidad fuerte.

Definicion 1.3.1 Se dice que (wy, ..., w,,) es un AT sistema para el multi-
indice n = (ny,...,ny,) en Co(sop(oy)) si cualquiera sea la coleccién de
polinomios P, ..., P, que se escoja con deg P’; < n; — 1, no todos nulos, la
funcion

H(z) = H(Py, ..., Pyx) = Pi(x)wi(z) + -+ + Pp(z)wy,(z) .

tiene a lo més |n| — 1 ceros en Co(sop(oy)). El sistema (wy,...,w,,) es un
AT sistema en Co(sop(oy)) si es un AT sistema en dicho intervalo para todo
n e 2.

En las Secciones 2.2 y 2.3 se demuestran los siguientes Teoremas. Deno-
tamos

70 (x) ={neZl A1 <i<j<k<m tales que n; <n; <ng}.

Teorema 1.6 Sea Sy = (S22, ..,52m) = N(09,...,0,) un sistema de Niki-
shin arbitrario de m — 1 medidas y sea n = (n1,...,ny) € Z7(*). Entonces,
el sistema de funciones (1,529,...,52,,) es un AT sistema para el indice n

en cualquier intervalo Ay disjunto con Co(sop(os)).

También se tiene:

Teorema 1.7 Sean 04,05 dos medidas en R tales que Ay N Az = (). El
sistema (1,382,83), donde (sq, s3) = N (09,03), es un AT sistema en cualquier
intervalo Ay disjunto con As.

A partir de los Teoremas 1.6 se prueba facilmente lo siguiente.

Teorema 1.8 Los multi-indices n € Z7'(x) son fuertemente normales con
respecto a cualquier sistema de Nikishin de m medidas.

Este Teorema 1.8 ya habia sido probado en [8], usando el concepto de
sistemas equivalentes sin el uso de la propiedad de AT sistema. Sin embargo,
la propiedad de AT sistema resultaba imprescindible para el logro de otros
objetivos que nos habiamos trazado. Estos resultados fueron publicados en
[22]. Del Teorema 1.7 se deduce lo que sigue.

Teorema 1.9 Los sistemas de Nikishin de tres funciones son fuertemente
perfectos.
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El Teorema 1.9 aparece enunciado y demostrado en [21]. El segundo
capitulo termina con una seccién dedicada a la demostracion del entrelaza-
miento de ceros de los polinomios multi-ortogonales asociados a sistemas de
Nikishin.

Sea ¢ la funcién que representa conformemente C \ Co(sop(oy)) en el
disco unidad tal que @;(t) = 0y @,(t) > 0, donde t € C \ Co(sop(ay)). El
resultado principal del Capitulo 3, que se demuestra en la Seccién 3.3, dice:

Teorema 1.10 Sean S = (s1,...,Sy) un sistema de Nikishin y A una suce-
sion de multi-indice distintos dos a dos, tales que m < 3 ¢ A C Z7(x).
Supongamos que existe una constante ¢ > 0 tal que para todo n € A e
1=1,...,m, se tiene que

n; > M—C|n|”, k<1. (1.20)
m

Entonces, para cada compacto K C C\ Ay los AMHP cumplen

lmsup |5 — Rl }2" <o <1,  i=1,....m,

neA

donde
dx = sup{|p:(2)| : t € F U Co(sop(oq)) U{o0}}.

Restringido al caso de aproximantes Hermite-Padé y m < 3 este resultado
aparece en [21]. De este teorema se tiene que para sucesiones de multi-indices
de una clase muy amplia hay convergencia en todas las componentes de los
aproximantes multipuntuales Hermite-Padé con velocidad geométrica. Con
él se extiende el Teorema 1.4 de [9] (comparese (1.19) con (1.20)). La de-
mostracion del Teorema 1.10 se basa en un resultado de la Seccion 3.2 donde
se prueba convergencia en un sentido mas débil que el de la convergencia uni-
forme para sucesiones generales de multi-indices en Z? que cumplan (1.20).

En el Capitulo 4 nos dedicamos a buscar expresiones exactas de la ve-
locidad de convergencia. Los resultados fueron obtenidos para sucesiones de
AGHP. Su demostracion requirié del uso de técnicas de la Teoria del Poten-
cial logaritmico. Para ser mas preciso, de la solucién del problema vectorial
de equilibrio en presencia de un campo externo. Este problema fue estudia-
do anteriormente en el caso escalar por varios autores y en el caso vectorial
sin campo externo en [26] y [44]. Bajo ciertas condiciones suficientes, en la
Seccién 4.3 se prueba que el problema vectorial de equilibrio potencial en
presencia de un campo externo siempre tiene solucion unica y la denotamos
= (fty,---, M, En lo sucesivo, dado una medida p denotamos por

VH(z) = / log

P x|du(ﬂf)
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a su potencial logaritmico.
Sea S = (S1,...,8n,) un sistema de funciones de Nikishin. Tomemos una
sucesién de multi-indices A C Z'7'(x), tal que

. Tk
lim— =p, >0, k=1,....m.
n€A|n|

Denotemos por {R,},n € A, a la sucesion de AGHP de S relativa A y a
dos sucesiones de polinomios {a,} v {#.},n € A, como los indicados en la
seccion anterior tales que

L1 .1
*}g{ mx(an) = q, *}Zlg mx(ﬂn) =0,

donde x(p) denota la medida contadora asociada a un polinomio p, y el limite
es en la topologia débil estrella. El soporte de la medida « se encuentra dentro
de un intervalo F' disjunto con A; y el de 3 se encuentra en A;. Estamos
preparados para enunciar el teorema principal del Capitulo 4.

Teorema 1.11 Supongamos que 0;. >0,7=1,...,m, para casi todo punto
de Aq. Entonces, para cada j =1,...,m, tenemos

i |(5; = Rog) ()" = exp(V + VP =V 1+ ¢)(2), 2 € UL DI\ F,
salvo a lo sumo en un conjunto discreto de puntos, y

}fé% (55 — R ) (2)|VIM < exp(VFr 4+ VP =V £ £)(2), 2€D=C\A.
En cada caso la convergencia es uniforme en cada subconjunto compacto de

las regiones indicadas.

Las funciones &;, j = 1,...,m, asi como las regiones D] serdn definidas
en la exposicién del Capitulo 4. De momento basta subrayar que

(VR4 VP -V £)(2) <0
en una vecindad de z = co y que
D=U,_Di, j=1,...,m.

Bajo cierta condicién adicional sobre las medidas a y 3 que describen la
distribucién asintética de los ceros de los polinomios «,, y 3,, la cual tiene
lugar por ejemplo si 8, = 1,n € A (o sea en el caso de los AMHP), se
consigue probar que

(VP4 VP -V 1+)(z) <0, 2eD=T\A,.
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Los resultados expuestos en el Capitulo 4 han sido sometidos para su publi-
cacién en [23].

En el Capitulo 5 aprovechamos los resultados obtenidos anteriormente
para desarrollar una aplicacién a féormulas de cuadraturas simultaneas. Enun-
ciamos a continuacién una consecuencia del Teorema 1.10.

Teorema 1.12 Sean S = (s1,...,8m) =N (01,...,0m) un sistema de Niki-
shin de m medidas y A una sucesion de multi-indices distintos dos a dos tal
que m <3 6 A CZT(x) y se cumple (1.20). Sea

In|

Rn,i(z) = Z An,i’j

j=1 Z = xn’j

la descomposicion en fracciones simples de la componente i-ésima del AMHP
correspondiente al sistema de funciones de Nikishin S. Entonces, para cada
i=1,...,m y toda f € H(V), donde V es una vecindad de Co(sop(oy)),
tenemos

Inl

lim|/f )ds;( ZAn,wf )| < py < 1,

neA

donde py = mf{d,, 17, CV} y v, = {2 |pec(2)] = p}, 0 <p < 1.

En este capitulo también se dan condiciones suficientes para que los coe-
ficientes A, ;; preserven el signo de la medida s; correspondiente. Esto es
importante desde el punto de vista de la estabilidad numérica del método y
permite obtener convergencia en clases mas amplias de funciones, por ejemplo
continuas en Co(sop(oy)) sin necesidad de que tengan extensién analitica
a una vecindad del intervalo. Esta condicién se puede garantizar en tres
de las componentes. Luego, para el caso de sistemas de Nikishin de tres
medidas podemos asegurar estabilidad numérica del método de cuadratura
simultanea propuesto, tomando sucesiones adecuadas de multi-indices. En
[21] se publicaron resultados contenidos en el Capitulo 5 restringidos a los
aproximantes Hermite-Padé. Aqui los hemos generalizado para incluir el caso
multipuntual y ampliado las sucesiones de multi-indices para las cuales tiene
lugar la convergencia en la clase de funciones analiticas.

Al final de la Memoria hemos propuesto algunos problemas abiertos que
nos han surgido durante el desarrollo del trabajo y sirven de base para su
continuacion.
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Normalidad

2.1. Tipos de normalidad

Sea S = (s1,...,8y) un sistema de m medidas finitas de Borel cada una
de signo constante, y soporte sop(s;),j = 1,...,m, compacto contenido en
el eje real R y con infinitos puntos de masa. Fijemos un multi-indice n =
(n1,...,nm) € ZT donde Z; = {0,1,2,...} y denotemos |n| = ni +-- - +np,.
Decimos que @) es un polinomio de ortogonalidad multiple de S relativo al
multi-indice n, si satisface las relaciones

i) deg@Q<|n|,Q #0,

ii) 0= [2FQ(x)ds;(z), k=0,...,n;—1, j=1,....m.

(2.1)

Siempre podemos encontrar un polinomio ) que satisfaga estas condiciones
porque el problema (2.1) es equivalente a resolver un sistema homogéneo
de |n| ecuaciones lineales con |n|+ 1 incognitas, que son los coeficientes del
polinomio (), y obviamente existe al menos una soluciéon no trivial.

En un sistema S = (s1) donde m = 1, @ corresponde a la definicién
del my- ésimo polinomio ortogonal de la medida de signo contante s;. En
este caso el problema (2.1) determina un tnico @ (salvo factores constantes),
ademds deg ) = |n| = ny, sus ceros son simples y estan en el interior del
menor intervalo que contiene a sop(s;). Al menor intervalo que contiene a un
subconjunto I del eje real lo denotaremos Co(I) y cuando nos refiramos al
interior de un intervalo del eje real estamos tomando la topologia euclideana
de R.

En general, cuando m > 1 no podemos decir lo mismo acerca de (). Por
ejemplo, en un sistema de medidas tal que s; = --- = s,,, tenemos que
() no es unico (a menos que el multi-indice n tenga una sola componente
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distinta de cero) pues de hecho solo las relaciones de ortogonalidad relativas
a la componente mayor del indice n son relevantes. Para la unicidad de @)
es necesario que las distintas medidas “aporten” cada una algo nuevo en
las relaciones de ortogonalidad que las haga significativas en relacion con
el multi-indice elegido. Es entonces razonable clasificar los multi-indices n
segun se cumpla o no alguna de las caracteristicas de unicidad mencionadas
para () en el caso particular m = 1.

Definicion 2.1.1 Decimos que un multi-indice n es débilmente normal
para el sistema S, si ) estd inivocamente determinado, salvo factores cons-
tantes. Un multi-indice n se dice que es normal, si cualquier solucién no tri-
vial @ de (2.1) satisface deg @ = |n|. Si Q) tiene exactamente |n| ceros simples
y todos estan en el interior del menor intervalo que contiene a U7, sop(s;),
el indice se dice que es fuertemente normal. Cuando todos los indices
son débilmente normales, normales, 6 fuertemente normales, se dice que el
sistema S es débilmente perfecto, perfecto, 6 fuertemente perfecto, respec-

tivemente.

Cuando el sistema S satisface que Co(sop(s;)) N Cosop(s;),i # j, se
dice que el sistema es de Angelesco. En este caso es facil verificar que todos
los indices son fuertemente normales. O sea, tales sistemas son fuertemente
perfectos. Hay una amplia bibliografia dedicada al estudio de las propiedades
algebraicas y analiticas de estos sistemas. En esta direcciéon pueden ver, por
ejemplo, [28], [29], [41] y [44]. Sin embargo, los polinomios multi-ortogonales
relativos a estos sistemas no cumplen buenas propiedades asintéticas, por lo
que desde el punto de vista de las aplicaciones no ofrecen gran interés.

En esta tesis nos centraremos fundamentalmente en el estudio de otro
tipo de sistemas llamados de Nikishin, cuyas medidas estan todas soportadas
en el mismo intervalo. En este caso la definicién es algo mas complicada y
la dejaremos para la seccién siguiente donde comentaremos la bibliografia
adecuada. De momento nos limitamos a indicar que para tales sistemas el
asunto de la normalidad de indices resulta un problema no trivial. Sin em-
bargo, esta complicacion inicial da sus frutos, pues las propiedades analiticas
que cumplen los sistemas de polinomios multi-ortogonales correspondientes a
sistemas de Nikishin e indices normales en mucho extienden las propiedades
conocidas para polinomios ortogonales usuales.

Es obvio que la normalidad fuerte implica normalidad. En la demostracion
del Lema 2.1, veremos que la normalidad implica normalidad débil. Para
enunciar dicho Lema necesitamos previamente introducir algunos conceptos.

La matriz de momento del sistema S relativa al multi-indice n es la matriz
cuadrada M, de orden |n| formada al colocar consecutivamente una sobre
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otra las submatrices

[ ds;(z) e [al s ()
Janldsy(a) - falds(o)

Si n; = 0, nos saltamos esta componente en la construccién de M,,. Por M,
denotamos la matriz que se obtiene agregando a la derecha de M,, el vector
columna

(/ x|”|d31(x),...,/:U'”H”l_ldsl(x),/a:”ldSQ(x),...,/$”+nm_1dsm(x))t.

Sea Q(z) = apz™ + ap 12"~ + -+ + ap una solucién de (2.1) y A =
(ag, ..., a)" el vector de los coeficientes correspondientes a Q. El sistema
de ecuaciones definido por (2.1) se expresa en forma matricial como sigue

MA=0, (2.2)

donde 0 denota el vector nulo de dimensién |n|. Por rk(-) denotamos al rango
de la matriz indicada.

Lema 2.1 Sea (sy,...,Sm) un sistema de medidas y n = (ny,...,ny,) un
multi-indice. Una condicion necesaria y suficiente para que n sea débilmente
normal es que k(M) = |n|. Para que n sea normal es necesario y su-
ficiente que rk(M,) = |n|. En particular, normalidad implica normalidad
débil. Ademds, si n es normal, cualquier multi—indice que se obtenga dismi—
nuyendo en una unidad el valor de una de las componentes de n es débilemnte
normal.

Demostracion. Segin el Teorema de Rouche-Frobenius el espacio solu-
cion del sistema de ecuaciones homogéneo (2.2) es unidimensional si y sélo si
rk(M]) = |n|. Por supuesto, esto es equivalente al hecho de que @) esté inivo-
camente determinado salvo factores constantes. Por otra parte, rk(M,,) = |n|
v a, = 0 implica que todas las demas componentes de A, de ser solucion del
sistema, tienen que ser cero, mientras que si rk(M) < |n| podemos encontrar
una solucién no trivial de (2.2) con a, = 0. El resto de las afirmaciones del
lema son consecuencia inmediata de todo lo anterior. O

En ocasiones, relativo a (2.1) se puede plantear el problema dual, que de-
sempena un papel importante en muchas de las demostraciones sobre condi-
ciones suficientes de normalidad. Dicho problema se define para un tipo de
sistema de medidas S = (s1,...,Sn) = (widoy, ..., wydoy) donde oy es una
medida finita de Borel cuyo soporte compacto sop(o;) estd contenido en el
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eje real, y tiene infinitos puntos de masa y (wy,...,w,,) es un sistema de
funciones continuas en Co(sop(cy)) y de signo constante. Cuando resulta
mas comodo, hemos adoptado la notacion diferencial para las medidas en el
sistema S.

Definicién 2.1.2 El problema dual relativo a (2.1) consiste en encontrar
una coleccién de polinomios Py, ..., Py, no todos nulos, tal que deg P; <
nj—1y

/q:”(Pl(x)wl(:c)+~ o P (@) (2))dor () = 0, v =0, |n|—2, (2.3)

(deg P; < —1 significa que P; = 0).

Obtener dicha coleccién de polinomios es equivalente a encontrar la solu-
cién de un sistema homogéneo de |n|—1 ecuaciones lineales con |n| incognitas,
los coeficientes de los polinomios P;, j = 1,...,m, lo cual tiene solucién no
trivial. Por tanto, el problema dual siempre tiene solucion.

Definicién 2.1.3 Decimos que n € Z' es normal con respecto al pro-
blema dual si ninguna solucién de (2.3) satisface

/w”(Pl(x)wl(x)—l—- 4Py (z)wy(z))do(x) =0, v=0,...,|n|—1, (2.4)

(deg P; < —1 significa que P; = 0).

Lema 2.2 Para un sistema S = (widoy, . .., wydoy), el multi-indice n € Z1
es normal st y solo si es mormal con respecto al problema dual.

Demostraciéon. Segin el Lema 2.1, n es normal con respecto a .S si y sélo
si las filas de M,, son linealmente independientes. Tomando combinaciones
lineales de las filas de M, se ve que esto es igual a decir que no podemos

encontrar una coleccién de polinomios P;, j = 1, ..., m, no todos nulos, tales
que cumplan deg P; < n; — 1y (2.4) tenga lugar. Esto es equivalente a que
n sea normal para el problema dual. O

Otro concepto frecuentemente usado en las demostraciones sobre normali-
dad de indices es el de AT sistema. E. M. Nikishin lo introdujo en su articulo
[43] con el propdsito de probar normalidad para ciertos multi-indices traba-
jando con un tipo de sistemas de medidas, también definidos por él y que
en la actualidad se conocen como sistemas de Nikishin. Una descripcién de
dichos sistemas puede encontrarse en la Seccién 2.2.
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Definicion 2.1.4 Se dice que (wy, ..., w,,) es un AT sistema para el multi-
indice n = (ny,...,ny,) en Co(sop(oy)) si cualquiera sea la coleccién de
polinomios P, ..., P, que se escoja con deg P; < n; — 1, no todos nulos, la
funcién

H(z) = H(P1, ..., Pyyx) = Pi(x)wi(z) + - -+ Pp(z)w,(z) .

tiene a lo mas |n| — 1 ceros en Co(sop(oy)). El sistema (wy, ..., w,,) es un
AT sistema en Co(sop(oy)) si es un AT sistema en dicho intervalo para todo
n € 2.

Como o7 tiene infinitos puntos de masa en su soporte, (2.4) obliga a
H(z) a tener al menos |n| cambios de signos en el interior de Co(sop(oy)).
Por tanto, una condicién necesaria y suficiente para que un indice n sea
normal con respecto al problema dual es que (wy, ..., w,,) sea un AT sistema
para dicho indice n en Co(sop(oy)). De hecho, la propiedad AT tiene otras
consecuencias importantes.

Lema 2.3 Sea o1 como antes y (wy, ..., w,,) un sistema de funciones analiti-
cas en una vecindad de Co(sop(oy)). Sea S = (wydoy, ..., wydoy). Suponga—
mos que (Wi, ..., wy) es un AT sistema para el multi-indicen = (nq, ..., Ny).
Entonces n es fuertemente normal para S.

Demostracién. De (2.1) se sigue que

0= /Q(m)H(m)dal(m) (2.5)

para todo H(z) = H(P, ..., Py;x). Supongamos que @ tiene a lo mas N <
|n| cambios de signo en el interior de Co(sop(oy)). Escojamos los polinomios
Pj,5 = 1,...,m, para que H tenga un cero simple en cada punto donde
() cambie de signo en el interior de Co(sop(oy)) y un cero de multiplicidad
|n| — N — 1 en uno de los extremos de A; = Co(sop(o)). Recordemos que
hemos supuesto que las funciones w; son analiticas en una vecindad de A;.
Encontrar tales polinomios P;,j = 1,...,m, se reduce a resolver un sistema
homogéneo de |n|—1 ecuaciones con |n| incognitas, que son los coeficientes de
los polinomios; luego, existe al menos una solucién no trivial. Como H(z) no
puede tener mas ceros en Co(sop(coq)) que los |n|—1 antes asignados, tenemos
que Q(x)H(x) no cambia de signo en Co(sop(cy)). Por tanto, (2.5) no se
puede cumplir para el ‘H escogido de tal modo. Esto es una contradiccion,
con lo cual queda demostrado el lema. O
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2.2. Normalidad en sistemas de Nikishin

Los sistemas de Nikishin de medidas fueron introducidos en [43]. En nues-
tra definicién adoptamos la notacién usada en [29], que es més facil de com-
prender. Sean o y 02 dos medidas finitas de signo constante y soporte com-
pacto contenidos en R. Para cada ¢ = 1,2, denotamos A; = Co(sop(o;)).
Supongamos que A; N Ay = ). Definimos el producto de estas dos medidas
mediante

(o1,09)(z) = / 1921) 17, (2) = Gol)dors () (2.6)

T —1
09 se conoce como la funcién de Markov correspondiente a la medida o,.
Se ve que (o1,09) es una medida de signo constante, cuyo soporte es igual
al de o;. Para un sistema de intervalos cerrados A4, ..., A,, que satisfacen
A;yNA;=0,j=2,...,m,y medidas finitas de Borel 0y,..., 0, cada una
de signo constante y Co(sop(o;)) = A;, definimos inductivamente para cada
1 =1,...m el sistema de medidas

$1,5() = (00, Oigr, -+, 05) () = (04, (Oipn, -+, 0)) (X)) = Bigay(x)doy(),

conj=id,...my Sj;_1 = 1.
Decimos que S = (s1,...,8n) = N(o1,...,0,), donde

S1 =511 = (o) =01, s2= S1,2<01702>7 <oy Sm = Stm = (01, s 0m),
es el sistema de Nikishin de medidas asociado al sistema (o7y,...,0.,).
Notemos que todas las medidas de un sistema de Nikishin tienen el mismo
soporte sop(oy), y que para cada ¢ = 1,...,m el sistema (s;;,...,S;m) =
N(o;,...,0,) es también un sistema de Nikishin.

Para los sistemas de Nikishin ha sido encontrada una amplia clase de
multi-idices fuertemente normales. El primer resultado al respecto se debe
a Nikishin. En [43] demostré normalidad fuerte para los multi-indices n =
(n1,...,ny) de la forma

Luego en [19] los autores encontraron que los multi-indices para los cuales
1 <i<j<m= n; <n;+ 1 son fuertemente normales. Este resultado
también fue probado de otro modo en [29] donde se introdujo una clase de
sistemas de medidas que combina la construccién de los sistemas de Angelesco
y la de los sistemas de Nikishin. Es facil ver que esta clase de indices contiene
a la anterior. De los resultados de [9] se sigue que los sistemas de Nikishin de
dos funciones son fuertemente perfectos. Una demostracién detallada puede
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encontrarse en [19]. Esto también se puede deducir del Teorema 2.2 de la
presente seccién.

Denotemos ahora por Z7'(x) la clase de multi-indices n = (n1,...,nm)
para los cuales no existen tres ntmeros naturales 1 < 1 < j < k < m
tales que n; < n; < ng. En otras palabras, Z7 () esta formado por los
multi-indices que no contienen tres componentes, no necesariamente con-
secutivas, crecientes mondétonamente. También se pueden caracterizar estos
multi-indices por la propiedad de que se pueden particionar en dos multi—
indices cuyas componentes son decrecientes (no necesariamente monotona-
mente). Esta clase contiene todos los multi-indices del parrafo anterior. Esto
es obvio si m = 2 pues al haber sélo dos componentes, no pueden haber
tres que crezcan mondtonamente. Si m > 3 de existir ¢ < j < k tales que
n; < n; < ny se tendria ny > n,; + 1. Por otra parte, no es dificil encontrar
multi-indices en Z7'(x) para los cuales n; > n; + 1 con i < j. Nétese que
77 (x) = Z2 y que Z3 (x) contiene todos los indices de Z2 con excepcién de
aquellos tales que n; < ng < ng.

Teorema 2.1 Sea Sy = (S22, ..,S2.m) = N(02,...,0,) un sistema de Niki-
shin arbitrario de m — 1 medidas y sea n = (n4,...,Ny) € Z77(*). Entonces,
el sistema de funciones (1,539,...,52,,) es un AT sistema para el indice n

en cualquier intervalo Ay disjunto con Co(sop(os)).

Nota 2.1 Este resultado también es cierto para una definiciéon de sistema
de Nikishin en la que sélo se pida que el interior (en R) de A;_; NA;,j =
2,...,m, sea vacio con tal que las correspondientes medidas s;,7 = 1,...,m,
sean todas finitas. Se permite entonces que intervalos consecutivos A; ten-
gan en comun un punto extremo, si las medidas son lo suficientemente débiles
en un entorno de dicho extremo comtun. Sin embargo, para facilitar la de-
mostracion tomaremos la definicién como antes.

Para la demostracion del Teorema 2.1 necesitamos introducir conceptos
adicionales y enunciar algunos resultados previos. Definimos para cada par
1,7, 1 <1 <j <m,lamedida

Si,j:<0-i7--~70-j>7 (Sj,j:Uj)-

En el apéndice de [34] se demuestra que existe un polinomio £; ; de grado 1,
y una medida finita, positiva y de Borel 7; ; con Co(sop(7;;)) C Co(sop(s;;))
tales que

) 7). 2.7)

sij(2)
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Para cada k € {1,...m} definimos un sistema de Nikishin auxiliar S*. Si
k =1, tomamos

St = (s,...,55) = (dog, w3doy, ..., wl doy) = N(oa,...0m).

Cuando 2 < k < m, entonces

k k k k k
S = (82,...,8m> = (Tg’k,w3d7’27k,...,wdeg’k) =
N(ngk, §2,de3,k7 e 7§k—1,kd7—k,k7§k,kd0_k+la Ok42, - - - ,O'm) . (28)

Estos sistemas auxiliares fueron introducidos por primera vez en los Lemas
4-6 de [9] en la obtencién de relaciones de ortogonalidad similares a las que
aparecen en el Lema 3.2 del siguiente capitulo y que son necesarias para el
estudio de la convergencia en capacidad de aproximantes Hermite-Padé de
sistemas de Niksishin.

El siguiente lema es el Teorema 3.1.3 en [20] donde se emplea de ma-
nera analoga a [9] pero permite simplificar los célculos y hacerlos de forma
mas elegante. Nos serd muy util en la demostracion del Teorema 2.1. En
dicho lema se establecen relaciones entre los cocientes de las funciones de
Markov correspondientes al sistema S! y las funciones de Markov relativas
a las medidas en los sistemas S*,2 < k <, m. Incluimos su enunciado para
facilitar la lectura y unificar la notacion.

Lema 2.4 Dados los sistemas de Nikishin S* = (s5,... . sb)y yk e {1,...,m}
tenemos las siguientes formulas.

1

= =L+ (2), (2.9)

si(z
Ai()—%*'sgﬂ('z)"‘cjgg(z)a J=2,... k-1, (2.10)

Sk<z)

! 3(2)
CH ¢ e .

_ : —k+1.... 2.11
5(2) i T55(2), 7 them, (2.11)

donde a; y c; denotan constantes, y Ly un polinomio de grado 1.

Demostracion del Teorema 2.1 Procederemos por induccién en m €
N, que es el niimero de funciones en (1,3}, ... 5! ). Para m = 1 este sistema
de funciones se reduce a la constante 1 y n € Z, (*) = Z, serfa un nimero
natural. Este caso es trivial porque cualquier polinomio de grado < n — 1
puede tener a lo mas n — 1 ceros en el plano complejo a no ser que sea
el polinomio nulo. Luego, tenemos el inicio de induccién. Entonces lo que
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debemos probar es que supuesto que el enunciado se cumple para m —1,m >
2, también es cierto para m.

Supongamos lo contrario; o sea, que (1,55,...,5} ) no es un AT sistema
para un indice n € Z7'(*) en un intervalo [a,b] disjunto con A,. Entonces
existen polinomios h;,degh; < n; — 1,2 = 1,...,m, no todos nulos, tales

que H = hy + ho8h + ... + h,,8. tiene al menos |n| ceros en [a,b] contando
multiplicidades. Sea W,,, deg W,, > |n|, un polinomio ménico cuyos ceros son
los de H en [a, b]. Tenemos entonces,

H(z) 1
W)~ © (,zm—_M) € H(C\Ay), z—o00, (2.12)
donde M = méax{n; — 1,ny — 2,...,n, — 2}. (En toda la tesis la notacién

H(-) denota el espacio de las funciones holomorfas en la regién que se indique
en (-) y el simbolo O (ZLN), z — 00, el orden del término principal del
desarrollo asintético de la funcién que se especifique en una vecindad reducida
del infinito.)

Supongamos que M = n; — 1. Obviamente, multiplicando (2.12) por
potencias de z tenemos

;/7:((;)) :(’)(%) € H(C\Ay), z—o0, v=0,...,|n]—ny—1.
Denotemos por I' un contorno cerrado, de indice uno respecto a los puntos en
Int(T"), tal que Ay C Int(T") y [a, b] C Ext(I"). (En lo sucesivo Int(I") y Ext(I")
denotan las componentes conexas acotada y no acotada, respectivamente, en
las cuales I' divide al plano complejo.) Del Teorema de Cauchy se sigue que
para cada v =0,...,|n| —ny — 1

1 2YH(z) p 1 2Y(hoSy + . ..+ hmst )(2)

- y = dz .
Sustituyendo 31, ...,5! por su expresién integral, usando el Teorema de Fu-
bini, y la Férmula Integral de Cauchy, obtenemos (wj1 =53;,] =3,...,m,
sim > 3)
Y(hy + hswi + ... + hyw!
O:/x (hs + 3w3ﬂ_/:(x)+ wm)(x)dag(:c), v=20,...,|n]—n; — 1.

Como dog(z) /W, () es una medida de signo constante en sop(os), de es-
tas relaciones de ortogonalidad se sigue que hy +hzw3 +. ..+ h,,w,, estd obli-
gado a tener al menos |n|—n; cambios de signos en Co(sop(os)). Sin embargo,
segtin la hipétesis de induccion, el sistema (1,wi, ..., w} ) es un AT sistema
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en Ay para el indice (ng,...,n,,) € Z7 (%), debido a que (wi, ..., wk) es

un sistema de Nikishin soportado en Az que es un intervalo disjunto a Ay (si
m = 2 el sistema de funciones se reduce nuevamente a 1 y la conslusién es
inmediata). Luego, hy + hzwi + ...+ hy,w! no puede cambiar de signo més
de |n| —ny — 1 veces en Ay. Tenemos entonces una contradiccién que prueba
el enunciado del teorema para este caso.

Supongamos ahora que M = ny — 2,k € {2,...,m}. Si k no es unico,
escogemos el menor. Obsérvese que con esta eleccion, si tenemos en cuenta
que n € Z7'(x), se tiene que

ny=>ng 2 - 2Nk (2.13)

(este es el tnico lugar en la demostracién donde usamos que n € Z7(x)). De
(2.12) tenemos

ZYH(z 1
—(fs\lW()()z):O(;)eH(C\AQ)’ z—o00, v=0,...,]n]—np—1.
LVn

Sea I' como antes. Del Teorema de Cauchy podemos decir que

0— 1 2Y(hy + hoS + ...+ hySh ) (2)

= — 2 dz, v=0,....|n|—ns—1.
2 Jp G, (2) # Y Il =

Usando el Lema 2.4 en la relaciéon anterior y el Teorema de Cauchy, se sigue
que

Y k-1 v
o L [ZUn(Ly+35)() L[ (hifa; + 551 + 5 () L
2mi Jp W, (2) s 2mi Jr Wi(2)
§5 1),
£, 2mi Jr Wo(2)
k— v v
- L/ 2" ((hj—1 +thj)§§)(z)dz+i‘/ z (hk—lgkk)(z)dz+
e 271 Jr Wo(z) 271 Jp Wo(z)
o1 2V (h;s%) (2
Z , (h355)( )dz, v=0,...,|n] —n;—1.
Pl 21 r Wn(Z)
Si sustituimos en las tltimas relaciones las funciones 35, ...,5% por sus

expresiones integrales, aplicamos el Teorema de Fubini y la formula integral
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de Cauchy, obtenemos (para la definicién de las funciones w;?, j=3,...,m,
vuelva a la expresién 2.8 y tomemos wh = 1),
v k—1 m
0— / x (Zj:Q(hj—l + thj)w;-C + hy—wf + Zj:k+1 hjwf)(l‘)dﬁ o(2)

W, (x) A
para cada v = 0,...,|n| — ny — 1. Como dryi(x)/W,(z) es una medida de
signo constante en sop(os), se sigue que

_ k—1 m
H= (hj_l + cjhj)wf + hk_lwl,j + Z h]wi (214)
j=2 j=k+1

tiene que tener al menos |n| — ny cambios de signo en As.

Cuando k = 2, Zf;; es una suma vacfa y H se reduce a hy + > oitg h w3,
Como (1, w3, ..., w?) es un AT sistema en A, ya que el indice (ny, ng, ..., ny,)
€ 277 (%), la funcién H tiene a lo sumo |n| — ny — 1 ceros en Ay. En este
caso, también llegamos a una contradiccién (si m = 2 el sistema de funciones
se reduce a 1 y la conclusion es trivial).

Si k > 3, teniendo en cuenta (2.13), podemos asegurar que degh;_q +

cih; < mnj_1 — 1,7 = 2,...,k — 1. La hipétesis de induccién nos dice que
(1,w%, ..., wk) es un AT sistema en A, para el indice

(nl, ey 1, M1,y ,nm) c ZT_1<>X<)7
va que (wk, ... wk) es un sistema de Nikishin soportado en Az, que es dis-

junto de A,. Por tanto, H puede cambiar de signo en Ay a lo més |n|—ny—1
veces. Con esta contradiccion concluimos la demostracion. O

Del Teorema 2.1 y el Lema 2.3 se deduce inmediatamente el siguiente
resultado.

Teorema 2.2 Los multi-indices n € Z7'(x) son fuertemente normales con
respecto a cualquier sistema de Nikishin de m medidas.

Las cuestiones relativas a la normalidad de indices desempenan un papel
central en todos los aspectos de la teoria y aplicacién de la aproximancién
simultdnea, en particular para sistemas de Nikishin. Seria importante es-
clarecer si los sistemas de Nikishin son o no fuertemente perfectos. Como
77 (%) = Z7 del teorema anterior se deduce el resultado ya conocido que to-
do sistema de Nikishin de dos medidas es fuertemente perfecto. En la proxima
seccion demostramos que lo mismo es cierto para sistemas de Nikishin de tres
medidas. El problema general permanece abierto cuando m > 4. En este caso
sabemos que hay multi-indices fuera de Z'7'(*) que son fuertemente normales
pero no hemos logrado descubrir (salvo cuando m = 3) las transformaciones
necesarias para una demostracién en una clase mas general de multi-indices.
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2.3. Sistemas perfectos

Para demostrar que los sistemas de Nikishin de tres medidas son fuerte-
mente perfectos el siguiente teorema es fundamental. En el mismo se establece
una propiedad 1util relativa a los AT sistemas.

Teorema 2.3 Sean o,,03 dos medidas en R tales que Ay N Az = (). El
sistema (1,39,33), donde (sq, s3) = N (02,03), es un AT sistema en cualquier
intervalo Ay disjunto con As.

En la demostracion del Teorema 2.3 utilizaremos el siguiente lema.

Lema 2.5 Sean 05,03 dos medidas como en el enunciado del Teorema an-
tertor. Entonces

52(2)53(2) = 523(2) + Ga(2), 2€C\ (A2UA;), (2.15)

donde sy 3 = (02,03) y (32 = (03,09).

Demostracion. En efecto,

- [t ] (- ) e

_ / 33@;)?0;(96) . /ag(i)d_a;(t)

que es lo que necesitabamos probar. O

Demostracién del Teorema 2.3. Supongamos que (1,53,53) no es un
AT sistema en un A;. Entonces existen un multi-indice n = (ny, ns, ng) € Zi
y polinomios F;,deg P, < n; — 1,7 = 1,2,3, no idénticamente nulos a la
vez, tales que H = P, + P»Sy + P353 tiene N > |n| ceros en A; contando
multiplicidades. Obviamente, N < oo ya que H es analitica en una vecindad
de Ay, y si N = oo entonces se tendria H = 0 y, consecuentemente, P; =
0,i=1,23.

Sea W,, el polinomio ménico cuyos ceros estan en los ceros de H en A,
(contando multiplicidades). Por tanto,

H(z) _ 1
Wz~ © (zNM) € H(C\ Ay), (2.16)

donde M = méx{n; — 1,ny — 2,n3 — 2}.
Supongamos que M = n; — 1. De (2.16) tenemos que
2"H(2)
Wa(2)

1
:O(;>€H(C\A1), v=20,...,n9+n3—1.

Tesis Doctoral



Capitulo — 2. Normalidad 31

Sea I' un contorno cerrado de indice 1 respecto a sus puntos interiores tal
que Ay C Int(I") y Ay € Ext(I"). Del Teorema de Cauchy, se sigue que

o L ZVH(Z)d . L/ ZV<P2/S\2 + P3§3)(Z)
2w Jp Wa(2) T 2w Jp W, (z)

dz, v=0,...,no+nz—1.

Sustituyendo S y S3 por sus expresiones integrales, usando el Teorema de
Fubini y la férmula integral de Cauchy, obtenemos

. x”(P2 -+ Pg(/f\g)(x)
! ‘/ Wo(a)

dosy(x), v=0,...,np+n3—1.

Como doy(x)/W,(x) es una medida de signo constante en sop(oz), se sigue
que (P, + P303)(x) tiene que tener al menos ny + ng cambios de signo en As.
Usando el Teorema 2.1 para el caso m = 2, se llega a que lo anterior sélo
es posible si P, = P3; = 0. Sin embargo, esto conduce directamente a una
contradiccién. Py tendria N > n; — 1 ceros en Co(sop(oy)), lo cual implicaria
que P, = 0. Evidentemente, esto esta en contra de la suposiciéon inicial.

Sea ahora el caso M = ny — 2. De (2.16) se sigue que

HE) (1 e
Eg(z)Wn(z)_O(22>EH(C\AI)’ O,...,n1 +n3—1.

Volvemos a tomar I' como antes. Del Teorema de Cauchy obtenemos
1 v
27 Jp (62 W) (2)
1 Zypl(Z) 1 / ZV(Pg/S\Q 3)(2)
— | ———=dz+ — | ————d =0,... —1.
omi /F W) T omi G (z) VT
Segun (2.7), existe una medida finita 7, de signo constante tal que

1

0a(2)

= Lo(2) + T2(2), 2z € C\sop(og), (2.17)

De (2.17), el Teorema de Cauchy, el Teorema de Fubini, y la férmula integral
de Cauchy, tenemos para la primera integral en el miembro derecho

L z”Pl(z) .= L ZV(Pl?Q)(Z) o .’L'Vpl(l’) (o
ormi /F (G, W,)(2) omi Jr Wa(z) W, () dro(@).

Para la segunda integral, usando (2.15), (2.17), el Teorema de Cauchy, el
Teorema de Fubini, y la formula integral de Cauchy, obtenemos

1 /z”(P3§273)(z) L [P <33 ) — 2372(2)) o

i Jo @Wa)(z) 2w e Wa(z) 5:(2)
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1 z”(Png,Q?Q)(Z) _ xV(P3Z3,2)(x)
Tk W) T / W

Efectuando la suma,

0— / /(P — Py(s0) (@)

W) dro(z), v=0,...,n1+n3—1.

Otra vez por el Teorema 2.1, si se razona como en el caso anterior se llega a
una contradiccién.
Finalmente, supongamos que M = ng — 2. De (2.16) tenemos que

2H(z) 1 - i
W_O(?)EH<C\AI)7 V—O,...,n1+n2 1.

Tomando I' del mismo modo que en los casos anteriores y usando el Teorema
de Cauchy se tiene que

[ HE)
0= 27TZ (82 3W )(Z)d
1 2" Py(2) 1 [ 2P0 (2) L N
27Ti (SQgW )( )d _'_271'2 r (523W )( )d ) 07"-7 1+ N2 1.

De acuerdo con (2.7), sea 753 tal que Co(sop(z3)) C Co(sop(se3)) = Ay

= 31(2) — Los(2) +Fas(2), 2 € C\sop(sas), (2.18)
De (2.18)
1 LMZ:L 2"(PiTa3)(2) 2"Py(@)
omi F(gg,gwn)(z)d omi Jr (W) (z) )( / Wn(m)d23 z).

Para la segunda integral, usando (2.15) y (2.18), tenemos

1 [2EPEE) L[ P) (st Ga)2)
271 Jo GoaW)(2) "~ 21 Jy GoWa)(2)  Saal2)

L[ 2P() Gale) [ (Plaa) (@)
27Ti/r(53Wn)(2) §2,3(2)d _/ (@3W3) ()

Ponemos juntas las expresiones y obtenemos

dz =

dT273(I) .

z¥(Pyos + Pzzs 2) ()
= d =0.... —1. 2.1
0 / (83Wn)(x> dTg;g,(l’) , 14 0, , N —+ Ny ( 9)

Tesis Doctoral



Capitulo — 2. Normalidad 33

No podemos aplicar directamente el Teorema 2.1 como hicimos antes para
concluir la demostracién pues la funcién Pyos + Py(32 no es de la forma
adecuada. En su lugar, tenemos que dar otro paso mas.

De (2.19) conocemos que P03+ P(3 2 tiene que tener Ny > nq +ng ceros
en Co(sop(oz)) y por el modo en que fueron escogidos P;, P, no pueden ser
identicamente nulos a la vez. Esto implicaria, como hemos visto en situaciones
similares, que P3 fuese nulo también. Sea V' el polinomio ménico cuyos ceros
son los ceros de Pio3 + P>(32 en Ay. Por tanto,

(Pios + P253,2)(Z) _ 1
V) =0 <zN1—M1) € H(C\ Ay), (2.20)

donde M; = méx{n; — 2,ny — 2}.
Supongamos que M; = n; — 2. De (2.20) tenemos que

2V (P1os + Pa32)(2)
(@5V)(2)
Sea ' un contorno cerrado de integracion con indice 1 respecto a sus puntos

interiores, tal que Az C Int(I') y Ay C Ext(I'). Usando el Lema 2.5, se sigue
que

1
:O(?)EH(C\Ag), V:O,...,ng—l.

0=

L/ ZV(Pl/U\g +P223,2)(Z)d2 o 1 wclz =
211 T

(@5V)(2) 2w e (@3V)(2)

L[PG, L[ PR,
27Ti/r G5V)(2) d 2mi Jp V(z) !
_ M T3(x v= M2 =
/ Vi e v heml

donde 1/03(2) = L3(z) + 73(2), 2z € C\ As. Esto no es posible a no ser que
P, = 0 y, consecuentemente, P, = 0 lo cual contradice la suposicién inicial
para dichos polinomios.

Si My = ny — 2, de (2.20) tenemos que

2V (Pyos + P2Z3,2)(z) B ( 1 ) -
G =0(2 H(C\ A ’ =U,..., —1.
(G2V)(2) =) €H(C\As), v=0,....m -1

Tomamos I' como antes y 1/532(2) = L32(2) + T32(2), 2 € C\ Co(sop(cs)).
Se sigue que

1 [ 2(hos + P263,2)(2)dz _ L/ 2"(P10203)(2) |
r (32C3,2V)(Z)

27 (G2V)(2) 27i
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RS ZV(P1§2,3)(2)dZ _ L/ ZV(P1§2,3/T\3,2)(Z)dZ _
21 Jr (62G50V)(2)  2miJr (@2V)(2)
.TV<P1</9\2 3)(1’)
—2—=—d , =0,...,m — 1.
/ (O'QV) (x) 7'372(.17) 14 1
Razonando como en el caso anterior, obtenemos una contradiccién. Asi con-
cluimos la demostracion del Teorema 2.3. a

Del Teorema 2.3 y el Lema 2.3 se tiene como consecuencia inmediata el
resultado fundamental de la seccion.

Teorema 2.4 Los sistemas de Nikishin de tres funciones son fuertemente
perfectos.

Repetimos que es de gran de gran interés tedrico y practico determinar
si son o no perfectos los sistemas de Nikishin de més de tres funciones.

Nota 2.2 Los resultados que hemos expuesto en este capitulo, han sido
deducidos para sistemas de Nikishin generados por medidas de soporte com-
pacto cuyas envolturas convexas no se intersectan. Sin embargo, con de-
mostraciones esencialmente iguales a las anteriores se pueden generalizar para
sistemas generadores donde haya medidas cuyos soportes no estén acotados
e incluso si las envolturas convexas de los soportes de medidas consecutivas
tengan un punto extremo comun. En estos casos basta con exigir que los
momentos correspondientes a las medidas con soporte no acotado existan, y
para las medidas consecutivas, tales que la envoltura convexa de sus soportes
tengan un extremo comun, pedir que la medida producto de las mismas en el
sentido (2.6) sea acotada. Estas condiciones permiten garantizar la finitud de
todas las integrales consideradas y la aplicabilidad de los Teoremas de Fubini,
Cauchy y la Férmula Integral de Cauchy tomando las debidas precauciones.

2.4. Entrelazamiento de ceros

Es bien conocida la propiedad de entrelazamiento de ceros de polinomios
de grados consecutivos ortogonales con respecto a una medida de Borel so-
portada en el eje real. O sea, para sistemas de Nikishin con m = 1 tiene lugar
la propiedad de entrelazamiento de ceros. En esta secciéon veremos como esta
propiedad se extiende para sistemas de Nikishin cuando m > 2. El resultado
correspondiente lo deduciremos a partir de un teorema general relativo a en-
trelazamiento de ceros de polinomios consecutivos ortogonales con respecto a
un sistema de Markov de funciones. Para el caso particular en que la medida
de integracion es la medida de Lebesgue, la propiedad de entrelazamiento
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fué demostrada por D. Kershaw en [33]. Nosotros hemos modificado su de-
mostracion para incluir el caso més general en que la integracion se realiza
con respecto a una medida de Borel arbitraria.

Definiciéon 2.4.1 Se dice que una familia de N funciones reales y continuas
{mi(z),...,mun(z)} es un sistema de Tchebychef en un intervalo [a,b] C R,
si no podemos encontrar constantes ci, no todas iguales a cero, tales que
SN | comi(z) tenga més de N — 1 ceros en [a, b].

De la Definicién 2.1.4 se deduce que si el sistema de funciones (wy, . .. wy,)
es un AT sistema para un multi-indice n = (ny,...n,,) en [a, b] entonces el
sistema

(wy(z), vwy (), ..., 2" rw (), ... we(2), .. 2™ (7))

es un sistema de Tchebychef en el mismo intervalo. De hecho una manera de
definir los AT sistemas es a partir de los sistemas de Tchebychef (véase [43]).

Definicién 2.4.2 Sea un sistema de funciones {m4(x),...,my(x)} como
en la Definicién 2.4.1. Si para cada k = 1,..., N, {my(z),...,mg(z)} es un
sistema de Tchebychef en [a, b], entonces se dice que {mq(x),...,my(x)} es

un sistema de Markov.

Anélogamente, se extiende la definiciéon de sistema de Markov para una

familia infinita de funciones {mg,...,my,...}. Més informacién sobre los
sistemas de Markov y Tchebychef puede encontrarse en el Capitulo II de
(34]).
Consideremos el determinante
ml(tl) mg(tl) mN(t1>
mq(t Mo (T mpy(t
Mt gy = | ™) et ()
ml(t]\[) m2(tN) e mN(tN)
y denotemos por Vi (ti,...,ty) el determinante de Vandermonde
tgi tg*z |
ty oty ... 1
Vn(ty, ... tn) =1| 2 &
N-1 ,N-—
N SV |

Sea T = {(t1,...,tn) : a < t; < ty < ... < ty < b}. De la Defini-
cién 2.4.2 y de la continuidad de my(t),...,my(t), se sigue que la funcién
My (tq,...,ty) tiene signo constante en 7. Ademads, dados t1,...,t; € (a,b)
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cont; #t; y k+1 < N, la funcién de t, My11(t, t1, . .., tx), cambia de signo en
dichos puntos y por ser {my, ..., my1} un sistema de Tchebychev no puede
tener mas ceros en dicho intervalo.

Definicién 2.4.3 Sea {my(z),...,my(z),...} un sistema de Markov en
la,b] y o una medida positiva, finita de Borel con soporte contenido en [a, b].
Decimos que {pn}, N € N, es la sucesién de polinomios ortogonales
monicos con respecto al sistema de Markov dado y la medida o si para cada
N, py es el polinomio moénico de menor grado que satisface

/pN(:I:)mk(:v)da(x) =0, k=1,...,N.

Estamos en condiciones de probar el siguiente teorema. La parte i) es bien
conocida pero se incluye para completar la idea. La afirmacion ii) contiene
la esencia del resultado.

Teorema 2.5 Sea o una medida positiva, finita y de Borel, con soporte
contenido en el intervalo [a,b] y sea {m(x),...,mn(x),...} un sistema de
Markov en [a,b]. Sea {p,}, N € N, la sucesion de polinomios ortogonales
monicos relativa al sistema de Markov y o. Entonces

i) degpn = N y pn tiene N ceros simples en el interior de [a,b].
it) La siguiente formula tiene lugar

pn+1()pn (y) — Py (y)pn ()

r—y
TKN(tl, ot H(:zc — ) H(y — t;)do(ty)do(ty) - - - do(ty)

/ Kyltrs- - tx)do(t)do(t) - - - do(ty)

donde KN = MN(tl, c ,tN)VN<t1, . ,tN) .

Demostraciéon. Obviamente, como en la definicién se exige que py tenga
el menor grado posible, entonces deg py < N, pues el sistema homogéneo de
ecuaciones que garantiza las relaciones de ortogonalidad que deben satisfac-
erse tiene solucién no trivial en la clase de polinomios de grado < N.

Sean 1, ..., xj los puntos donde py(x) cambia de signo en [a, b]. Si k < N,
tenemos que

pN(:B>Mk+1(x7 Tiy... axk)da(x) = 0.
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Esto es imposible ya que Myq(z,21,...,x;) cambia de signo en z1, ...,z
(y solo en esos puntos), lo cual significa que Qy(z)Myi1(z, x1,...,25) tiene
signo constante en [a,b]. Entonces, k = N y tenemos la afirmacién ¢) del
Teorema.

Sea C' = [a,b] X --+ x [a,b] C RY. Para simplificar, denotemos dr(t) =
do(ty)---do(ty). Estd claro que el polinomio gy(z) definido mediante el si-
guiente determinante

l’N xN—l

/t{le(tl)da(tl) /tl Iy (t)do(t) - /m1 t1)do(ty)

/t%mmémda(m) /t%-lmwmw(tm ::: /w(t&)da(t@

satistisface las condiciones de ortogonalidad

/qN(a:)mk(:v)da($) =0, k=1,...,N. (2.21)

Usando la multilinealidad del determinante, la linealidad de la integracién,
y la formula explicita del determinante de Vandermonde, es facil ver que qy
se puede escribir como

l’) = /le(tl)"'mM(tN>VN+1(.1',t1,...,tN)dT(t)

N
:/ml(tl)- () Vn(ty, .oty Hx—t )dr(t
C i=1

Sea p el conjunto de permutaciones de {1,..., N}. Como el integrando
es cero cuando t; = t; para algin (7, j), obtenemos que

N
Z/ my(tn)Va(ts, ...ty Hx—t )dr(t
v =1

TEP

donde ¢ (t1,...,tn) = (tz1); - - -+ tr(ny). Haciendo el cambio de variables co-
rrespondiente ¢, en cada una de las integrales, la férmula anterior se convierte
en

N
/Zml (1)) N (Er(v)) Vi (e 1) s - - H (z i)
1=1

TEP
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= /TMN(tl, - ,ZfN)VN(tl, e ,tN) H(x - ti)dT(t) .

i=1
Siguiendo el mismo procedimiento tenemos que el coeficiente conductor
de gn(x) es

/ MN(tla e ,tN)VN(tl, e ,tN)dT(t) .

Obviamente, el coeficiente conductor es distinto de cero pues My(t1,...,tx)
y Vn(t1,...,ty) tienen signo constante en 7. Como consecuencia de i), py
es el unico polinomio moénico de grado < N que satisface las relaciones de
ortogonalidad (2.21). Luego,

/TMN(tl, bVt ) [ — ) dr(8)
pn(z) = =l (2.22)
/MN(tl,...,tN)VN(tl,...,tN)dT(t)

Sea y un punto tal que py(y) # 0. Fijemos y. Consideremos la expresion

pn+1(7)pn(Y) — P (y)pn (@)

Esta expresion corresponde a un polinomio de grado N + 1 en la variable x
con coeficiente conductor py(y) y divisible por x — y. Por lo tanto,

py1(@)pn (Y) — v (@)pn (@) = (@ — Y () TY (@) (2.23)

donde T ](\?) () es un polinomio ménico en = de grado N, cuyos coeficientes
dependen de y (en principio, no necesariamente en forma polinomial).

De la definicién de py v pnyi1, v la expresién anterior se tiene que T](\?)
satisface las relaciones de ortogonalidad

/(y — )TV (2)my(x)do(z) =0, k=1,...,N. (2.24)

Ademds, es el tinico polinomio ménico de grado N que satisface dichas rela-
ciones. En efecto, supongamos que existe otro polinomio ménico T'(x) de
grado N que cumple (2.24). Entonces,

/(y —2)(TY(x) — T(x))ymp(z)do(z) =0, k=1,...,N.

Como (y — a:)(T](\?)(x) — T(z)) es un polinomio en z de grado < N, de las
relaciones de ortognalidad anteriores tenemos que

(y — 2) (T (z) — T(2)) = cpn(2)
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para alguna constante c. Evaluando esta relacion en z = y concluimos que
¢ = 0 debido al hecho que py(y) # 0.

Usando el procedimiento anterior obtenemos que el polinomio en x de
grado N definido por el determinante

N 1
Sy —tomi(t)tdo(ty) ... [(y—t)mi(t)do(t)
f(y — tN)mN(tN)t%da(tN) e f(y — tN)mN(tN)da(tN)
_ /TMN(tl,...,tN)VN(tl,...,tN)H(y—ti)H(a: —t)dr(t)

satisface las relaciones de ortogonalidad (2.24) y tiene coeficiente conductor

N

/TMN(tl,...,tN)VN(tl,...,tN)H(y—ti)dT(t).

i=1

De acuerdo con (2.22), el coeficiente conductor es igual a
px(®) / My(th, - tx)Vir(ts, . t)dr(£) #0.
T

Luego, el polinomio definido por este determinante es T](\;’) () multiplicado
por alguna constante. En consecuencia,

[ Mty b))Vt - tw) TI (2 — 6) TT, (y — t)dr ()
pN(y) fTMN(tl,...,tN)VN(tl,...,tN)dT(t) ’

V() =

De la férmula anterior y (2.23) se deduce que
pn+1(2)pn () — Py (y)pn (@) =

(z— )fT My (ty, .. tn) V(s tn) TI (2 — ) TT, (y — ti)dr(t)
/ fTMN(th"-7tN)VN(t1,--.,tN)dT<t)

siempre que py(y) # 0. Como ambos miembros de esta igualdad representan
funciones continuas en y, por continuidad podemos afirmar que la férmula es
véalida para todo y. Con esto concluimos la prueba de ii) y del teorema. O

La propiedad de entrelazamiento se obtiene como caso particular del si-
guiente corolario cuando \ = 0.

Tesis Doctoral



Capitulo — 2. Normalidad 40

Corolario 2.1 Sea {m;(x),...,myy1(x)} un sistema de Markov de N +
1 funciones en el intervalo [a,b] y o una medida finita positiva de Borel
con soporte contenido en [a,b]. Sean py y pyy1 los polinomios ortogonales
monicos de grado N y N + 1 relativos al sistema de Markov y la medida
o. Sea p un polinomio monico arbitrario con coeficientes reales de grado
N + 1 que cumple las mismas relaciones de ortogonalidad que el polinomio
pn. Entonces, existe A € R tal que

P =DPN+1+ DN -

Para todo \ € R el polinomio pni1+ Apn tiene N + 1 ceros reales y simples
que entrelazan los ceros de py . En particular, esto es cierto para p.

Demostracién. Ante todo queremos senalar que en la demostracién del
Teorema 2.5 no es necesario que el sistema de Markov sea infinito. Sélo se
emplea que {my(z),...,my41(x)} es un sistema de Markov en [a, b] tal como
hemos impuesto en las hipdtesis de este corolario.

Como el polinomio p—px1 es de grado N y cumple las mismas relaciones
de ortogonalidad que py, por la parte i) del teorema anterior tenemos que
existe A € R tal que p — py+1 = Apy como queriamos probar.

Sea y € R. Haciendo z tender a y en ii) del teorema anterior obtenemos

Py (W) (Y) — oy (W)py (y) = (2.25)

/TMN(tl, Vit ) [[ (0 — t)do(t)do(ts) - do(ty)

1=1

> 0.
/TMN(tl, ) V(b Vo () do () - - - do(ty)
Por otro lado, cualquiera sea A € R tenemos que
P @)pn(y) = Pra ()P () = (Prva + Apn)' (1)pn ()
—(Pv+1+ Apw) (Y)Py (9) -
Esto junto con (2.25) nos da que para todo A € R
(pv+1 + ApN) (¥)pN (Y) — (Pr+1 + Apw) (Y (y) > 0 (2.26)

cualquiera sea y € R.

Sabemos que py tiene N ceros simples en el interior de [a, b]. Evaluando
(2.26) en dos ceros consecutivos de py se ve que (pyi1 + Apy) cambia de
signo. Luego, tiene al menos un cero entre dos ceros consecutivos de py. Por
otro lado, de esa misma formula se deduce que (pyi1 + Apn) no puede tener
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ceros reales de multiplidad mayor que 1 pues de lo contrario en tal punto se
anularian (py11+Apn) v (Pvs1+ Apn)’ obteniéndose una contradiccién. Por
lo tanto, los ceros de (pn11 + Apn) son todos reales y simples o tiene N — 1
ceros reales y simples y otros dos que son complejos conjugados uno del otro.
Veamos que esto ultimo no es posible.

Supongamos que existe z; € C tal que

(pns1 + don)(z) = (x — 21)(z — Z1)P, degp=N—1.

De las condiciones de ortogonalidad que satisface py11 + Apn se sigue que

/mk(a:)ﬁ(a:)\x—z1|2da(a:) =0, k=1,...,N.

Por la propiedade i) del Teorema 2.5, p tendria que tener N ceros en el
interior de [a,b] puesto que la medida |z — z;|*do(x) es positiva y el sis-
tema {m(z),...,my(z)} es de Markov en [a,b]. Esto implica que p = 0y,
consecuentemente, p = 0 lo cual no es posible.

Entonces tenemos que pyi1 + Apy tiene N + 1 ceros simples en [a, b
como habiamos afirmado. Para concluir hacemos uso nuevamente de (2.26).
Evaluando el lado izquierdo entre dos ceros consecutivos de py.1+Apy vemos
que py cambia de signo y por lo tanto en el intermedio debe de haber un
cero de py. Con esto concluimos la prueba. O

Nota 2.3 Queremos significar que del corolario anterior sélo se desprende
que py+1+Apy tiene N —1 ceros en el interior de [a, b]. Si A = 0, como py 1 es
ortogonal al sistema de Markov {m1(x),...,myy1(x)}, si tenemos que todos
sus ceros estan en dicho interior y, por continuidad, esto también es cierto
para A lo suficientemente proximo a cero. Por otro lado, es facil justificar que
para valores grande de A (en valor absoluto) los ceros exteriores de py 1+ Apy
se salen del intervalo [a, b].

Definiciéon 2.4.4 Decimos que A C Z' es una sucesién secuencial de
multi-indices de Z si cumple:

i) || : A — N define una aplicacién biyectiva.

i1) Para cada n € A existe un multi-indice n™ € A que se obtiene adi-
cionandole 1 a una de las componentes de n.

A nT se le llama el sucesor de n en A.
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Se pueden construir sucesiones secuenciales de multi-indices contenidas
en Z7'(*). Por ejemplo, la sucesion

(1,0,0,...,0),(1,1,0,...,0),...,(2,1,1,...,1),...,

es de esta naturaleza. Por otro lado, cualquiera sea n € ZT'(x) es facil ver
que se puede construir (al menos) una sucesién secuencial en Z7'(*) que tiene
entre sus elementos a n.

Teorema 2.6 Sea S = (s1,...,8n) = N(01,...,0,) un sistema de Niki-
shin y A C ZT(x) una sucesion secuencial. Sean @, y Qu+ los polinomios
monicos de ortogonalidad multiple de S relativos a n y nt, respectivamente,
donde n,nt € A. Entonces, para cada n € A los ceros Q,+ entrelazan los
ceros de Q,, y todos ellos se encuentran en el interior de Co(sop(oy).

Demostracién. Que todos los ceros estan en el interior de Co(sop(oy))
ya ha sido demostrado puesto que todos los indices estan en Z7(x).

Denotemos (S22, ..., 82m) = N(0g,...,0,), que es un sistema de Niki-
shin de m — 1 medidas. Del Teorema 2.1 se sigue que el sistema de funciones
(1,529,...,82,,) es un AT sistema en Co(sop(cy)) con respecto al multi-indice
n*. Por lo tanto, el sistema

1

/
N, — 13

nll SZ,m)

-1 ~ ~ nl—1~ ~
(Lx,..., 2™ ", 529,2829,...,2™ '829,...,82m,...,T

es un sistema de Markov con |n| 4+ 1 funciones. El polinomio @,+ cumple

las mismas relaciones de ortogonalidad que (), con respecto a este sistema

de Markov. Por lo tanto, el entrelazamiento de ceros es consecuencia del

Corolario 2.1. a
Del Corolario 2.1 también se desprende lo siguiente.

Corolario 2.2 Sea S = (s1,...,8m) = N(01,...,0m) un sistema de Niki-
shin y n € Z7(x). Sea n' un multi-indice cualquiera que se obtiene adi-
ciondndole 1 a una de las componentes de n. Si n' es normal entonces el
polinomio Qs tiene |n'| = |n| + 1 ceros simples que entrelazan los ceros de

@n -

Demostraciéon. Como ya indicamos anteriormente, es facil construir una
sucesién secuencial en Z'7'(*) que contiene a n. Por hipétesis deg @, = |n'| =
In| 4+ 1 ya que n’ es normal. Solo resta aplicar lo que dice el Corolario 2.1 con
relacién al polinomio p de su enunciado.

Nota 2.4 De lo dicho en la Nota 2.3 se desprende que no podemos afirmar
en el Corolario 2.2 que el indice n’ sea fuertemente normal pues no conocemos
si sus |n'| ceros simples caen o no en el interior de Co(sop(oy) .
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Capitulo 3

Convergencia en contenido
Hausdorft.

3.1. Contenido de Hausdorft

En este capitulo definiremos los sistemas de funciones de Nikishin y los
aproximantes multipuntuales Hermite-Padé (AMHP) correspondientes. Eso
se hara en la Seccién 3.2. Posteriormente, en la Seccién 3.3, enunciaremos
algunas condiciones de convergencia uniforme de los AMHP. Antes debemos
introducir el concepto de 1-contenido de Hausdorff. A ello dedicaremos la
presente seccion. Este concepto es un modo de cuantificar el tamano de un
subconjunto F del plano complejo C.

Definicién 3.1.1 Sea E un subconjunto de C y {U,} un cubrimiento de F
mediante discos U,. Se define el 1-contenido de Hausdorff del conjunto F
mediante

my(E) = inf > |U,],

donde el infimo se toma sobre el conjunto de todos los cubrimientos de E
mediante discos y |U,| denota el radio del disco U,,.

De la definicién es inmediato que el 1-contenido de Hausdorff de un disco
de radio a, es exactamente a. Sea P(z) = 2! +¢;_12'"1 4+ - 4 ¢y un polinomio
moénico de grado [. Consideremos el conjunto £ = {z : |P(2)| < a}, es fécil
verificar que

my(E) < a/'. (3.1)

El 1-contenido de Hausdorff no es una medida porque en general no cumple la
propiedad o-aditiva; sin embargo, se cumplen las propiedades de monotonia
y subaditividad.
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Proposicion 3.1 Sean E; y E5 dos conjuntos del plano complejo, entonces:
i) mi(Ey U Ey) <my(Er) +my(Ey),
ii) Ey C Ey implica mi(Ey) < my(Es) .

Demostracion: Las afirmaciones de la proposicion son inmediatas a par-
tir de la definicion 3.1.1, ya que en ambos apartados, en el miembro izquierdo
de las desigualdades el infimo se toma sobre una clase mas amplia de cubri-
mientos que en el miembro derecho. a

Definimos la convergencia en 1-contenido de Hausdorff de funciones de
manera analoga a como se define la convergencia en medida.

Definicién 3.1.2 Sea {f,}, n € N, una sucesién de funciones y f una fun-
cién, definidas todas en un dominio © C C. Decimos que la sucesién { f,,}
converge en 1-contenido de Hausdorff a f y lo denotamos por

H lim f, = f,
si para todo compacto K C 2y todo € > 0 se tiene que
my({z€ K:|(fo = f)(2)| 2 €}) =0, n— oo,

En [24] A. A. Gonchar demostré un lema sumamente ttil para el estu-
dio de la convergenceia de sucesiones de funciones meromorfas. Bajo ciertas
condiciones, probd que para obtener la convergencia uniforme de este tipo
de sucesiones basta comprobar que convergen en el sentido mas débil de
1-contenido de Hausdorff. Para facilitar la lectura, enunciamos el resultado
correspondiente sin demostracion.

Lema 3.1 (Lema de Gonchar) Supongamos que una sucesion de funcio-
nes {¢n},n € N, converge en 1-contenido de Hausdorff a una funcién ¢ en
un dominio ) C C. Tenemos:

1. Si las funciones ¢,, n = 1,2,..., son holomorfas en €2, entonces la
sucesion {¢,} converge uniformemente sobre cada subconjunto com-
pacto de ) y, en consecuencia, la funcion ¢ es holomorfa en Q.

2. Si cada una de las funciones ¢,, n = 1,2,..., es meromorfa en € y
tiene a lo mds d (< +00) polos en Q, entonces la funcion limite es
también meromorfa y tiene a lo mas d polos en ().
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3. Supongamos que cada funcion ¢,, n = 1,2,..., es meromorfa en )
y tiene a lo mds d (< 400) polos en Q, y ¢ es meromorfa y tiene
exactamente d polos en ). Sean zi, ...,z los distintos polos de ¢ de
multiplicidades dy, ..., d; respectivamente. Entonces para cada v,1 <
v <1y todo e > 0 lo suficientemente pequeno, existe ng tal que si
n > ng entonces ¢, tiene exactamente d,, polos en el disco {z : |z—z,| <
e}. Ademds, la sucesion {¢,} converge uniformemente a ¢ en cada
subconjunto compacto de Q' = Q\ {z,}}.

Cuando se cumple la propiedad de los ceros expresada en el apartado 3)
de este resultado decimos que los polos de la sucesién {¢,} convergen a los
polos de ¢ teniendo en cuenta su multiplicidad. Haciendo uso del Lema de
Gonchar y teniendo en cuenta las condiciones de normalidad fuerte obtenidas
en el Capitulo 1, podremos hallar condiciones suficientes para la convergencia
uniforme de los aproximantes multipuntuales Hermite-Padé de sistemas de
Nikishin.

Otro modo de cuantificar el tamano de un conjunto £ C C es a través de
la capacidad logaritmica. Este concepto se puede introducir de varias maneras
equivalentes. Un modo muy sencillo es como aparece en el capitulo 5 de [45].
Aqui hacemos un resumen.

Sea K un compacto del plano complejo C. Denotamos por M(K) al
espacio de todas las medidas finitas de Borel u soportadas en K (sop(u) C
K). Denotamos || = u(K), su variacién total. Es fécil ver que

1) = [ [ o8 =i 2)dun(@) = o 5,

donde d = méx{|z — z| : 2,{ € K}. La cantidad I(u) recibe el nombre de
energia asociada a p. De la desigualdad anterior, se tiene que

I(K) = inf {I(p) - pe M(K)} > logé > —00.

Definicion 3.1.3 Se llama capacidad logaritmica del compacto K a la
cantidad
cap(K) = e 1K),

Para un conjunto arbitrario £ C C se define su capacidad logaritmica como
cap(F) = sup{cap(K) : K C E, K compacto}.

Usualmente esta definicién corresponde con la de capacidad logaritmica
interior del conjunto E. A los efectos de nuestro trabajo nos basta con esta
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definicién y por tanto para abreviar la llamaremos capacidad logaritmica
6 simplemente capacidad. Hay conjuntos de capacidad logaritmica cero. Por
ejemplo, si E esta formado por una cantidad numerable de puntos, entonces
toda medida de probabilidad en K tiene al menos un punto con masa; de
lo contrario por la propiedad o-aditiva, se tendria que |u| = 0. Es facil ver
que la energia asociada a una medida con al menos un punto de masa vale
infinito; luego, todo conjunto numerable tiene capacidad logaritmica cero.
Hay conjuntos no numerables de puntos de capacidad logaritmica cero; pero
de la definicién se deduce que la tinica medida con energia finita soportada en
un conjunto de capacidad logaritmica cero es la medida cero. En particular
se tiene que la capacidad logaritmica es una cuantificacion del tamano de
conjuntos del plano complejo més gruesa que la medida de Lebesgue en R?
(la energia de la medida de Lebesgue restringida a un compacto cualquiera
del plano complejo es finita). Es decir, hay conjuntos de medida de Lebesgue
cero que no tienen capacidad logaritmica cero; sin embargo, los conjuntos de
capacidad logaritmica nula tienen medida de Lebesgue nula.

Definicion 3.1.4 Sea {f,}, n € N, una sucesién de funciones y f una fun-
cién, definidas todas en un dominio  C C. Decimos que la sucesién {f,}
converge en capacidad logaritmica a f y lo denotamos por

C lim f, = f,
si para todo compacto K C 2 y todo € > 0 se tiene que
cap ({z € K : |(fo = f)(2)| 2 €}) = 0, n — oo,

La capacidad logaritmica también cumple la propiedad de monotonia.

Proposicion 3.2 Sean E; y E5 dos conjuntos del plano complejo, entonces
i) By C Ey implica cap(E7) < cap(E,) .

Demostraciéon: La afirmacion es inmediata a partir de la definicién 3.1.3
ya que si K7 C K5 entonces el conjunto de las medidas de probabilidad
soportadas en el compacto K7 es mas pequeno que el conjunto de las medidas
de probabilidad soportadas en K, . O

Segin el Teorema 3.13 del epigrafe 4 correspondiente al capitulo III de
[35], el 1-contenido de Hausdorff de un conjunto se puede acotar superior-
mente por su capacidad logaritmica. En particular, los conjuntos cuya ca-
pacidad logaritmica es cero tienen 1-contenido de Hausdorff nulo. Otra con-
secuencia es que la convergencia en capacidad de una sucesion de funciones
implica su convergencia en 1-contenido de Hausdorff. De aqui concluimos que
el Lema de Gonchar permanece vélido si en la suposiciéon general se asume

que Clim,, ¢,, = ¢ en lugar de ‘Hlim,, ¢,, = ¢.
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3.2. Aproximaciéon multipuntual Hermite-Padé.

Sea un sistema de Nikishin de medidas S = (sy,...,8m) =N (01, ,0m),
llamamos sistema de funciones de Nikishin correspondiente a .S al vector
S = (51,...8m), cuyas componentes son las funciones de Markov asociadas a

cada una de las medidas s;, i = 1,...,m,. Esto es
. dsi(z) .
Si(z)= | ——=, i=1,...,m.
Z—x
Las funciones §;, i = 1,...,m, son holomorfas en D = C\ A;.
Fijemos un multi-indice n = (ny,--- ,n,,). Sea o un polinomio ménico

con coeficientes reales tal que dega = k < |n| + min{n;}. Los ceros de
« pertenecen a D. Existe entonces un vector de fracciones racionales R =

(P/Q,- -, P,/Q) tal que, para cada i =1,...,m,

i) degQ<|n|, Q#0, degh <|n[-1,

P%fih@:0<;ﬁ)eﬂw% RN

Probar la existencia de R se reduce a resolver un sistema homogéneo de
(m + 1)|n| ecuaciones lineales con (m + 1)|n| + 1 incognitas, lo cual siem-
pre tiene solucién no trivial. Llamamos al vector de funciones racionales
R, aproximante multipuntual Hermite-Padé (AMHP) de S relativo a
(n, ). Cuando a = 1 el aproximante multipuntual Hermite-Padé se reduce
a un aproximante de Hermite-Padé clasico. Si m = 1 obtenemos el ni-ésimo
aproximante diagonal de Padé y su denominador es el polinomio ortogonal
de grado n; con respecto a la medida s;. Probaremos un resultado andlogo
para el denominador comun () de las componentes de un AMHP.

De la condicion i) de (3.2) tenemos

(3.2)

i)

z lT}(z)z(’)(zZ)EH(D) v=0,...,n; — 1, i=1,...m.

(3.3)
Sea I' una curva cerrada de indice 1 con respecto a todos sus puntos in-
teriores, tal que todos los ceros de a estén en Ext(I') y A; C Int(I"). Por
Int(I") y Ext(I") denotamos las componentes conexas acotada y no acotada,
respectivamente, en que I' divide al plano complejo. Integrando (3.3) sobre
I y usando el Teorema de Cauchy, obtenemos para cada i =1,...,m

0:/F [QS% } dz—/ V5, v=0,....ni—1 (34)
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Tras sustituir s; por su expresion integral en (3.4), aplicar el Teorema de
Fubini, y la formula integral de Cauchy, se sigue que para cada i =1,...,m

/ x”Q(x)dSi(x) = / r’Q(x)ds;(z) =0, v=0,...,n;, —1, (3.5)
A1 Ay

a(z)
donde y
~ S; .
ds; = —, 1=1,...,m.
o
Obsérvese que S = (51, 8m) = N(01,09,...,0,) es un sistema de Niki-

shin, donde do; = doy/a.

De (3.5) tenemos que ) es solucién del problema 2.1 y por tanto es
un polinomio de ortogonalidad multiple del sistema de medidas S relativo al
multi-indice n. Las condiciones de normalidad fuerte relativas a un sistema de
Nikishin S, enunciadas en las secciones 2.2 y 2.3, nos aseguran que para multi-
indices adecuados las funciones componentes del correspondiente AMHP (el
vector R = (%, Ce %”)), son holomorfas en D = C\ A,;. Para préximas
secciones debemos recordar que S depende del multi-indice n ya que «, que
depende de n, aparece en las medidas del sistema. Es lo que se conoce por
un sistema de medidas variantes.

Paracadai = 1,...,m, partiendo de (3.5) podemos deducir una expresién
integral para iz). Dado un polinomio arbitrario h, deg h < n;, de acuerdo con

(3.5), tenemos que

/ Mngi(m):(), i=1,....,m,
Ay

Z—XT

o lo que es lo mismo,

ne) [ 99 g = /A ON@) o), =1 m. (36)

A 2T 2=

Sea ahora la funcién holomorfa en D = C\ A

A1 z—XT

Reescrita convenientemente, nos percatamos de que P; es un polinomio. En
efecto,
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Ahora, de (3.7) tenemos

[Q@—R‘ (2) = ﬂdé}(m), i=1,---m. (3.9)

AlZ—.T

«

Para cada ¢ = 1,...,m, tomando h(z) = z™ en (3.6) y de (3.9), obtenemos

[Q@—é L [ Q) O(

ds.
o 2™ Z—T Sl(x)

(2) =

) € H(D), z— oc.

Z?‘Li—‘rl
(3.10)
De (3.10) y la condicién i) de (3.2) se sigue que
P,— b
a

(z):o< ! )eH(D), s i=1,...m.

De aqui se tiene que deg a > deg(P; — P;). En consecuencia, (P;— P,) = 0, ya
que al ser holomorfa la funcién cociente, el polinomio del numerador se debe
anular en todos los puntos donde se anula el denominador. Luego, P, = P,y R
queda univocamente determinada por () mediante la férmula (3.7). Ademas,

de (3.6) y (3.9) se sigue que
Bl - [ s, 1)

cualquiera sea el polinomio A tal que degh < n,.

Definicion 3.2.1 Sea n = (ni,...,n,,) € Z7. Para cada i = 1,...,m,
definimos otro multi-indice asociado n’ = (nj,...,n’ ) cuyas m — 1 compo-
nentes se definen del siguiente modo

min(ny,...,n;_1,n; — 1), cuando j=2,...,1,
ni = (3.12)
min(n,, ..., n;), cuando j=i+1,...,m.
Denotamos [n'| = 377, n.
, . ; _1
Obsérvese que para cada i =1,...,m, n' € Z'" (%)

Definicion 3.2.2 Sean S un sistema de Nikishin y R un AMHP de S. Para

cada i =1,...,m decimos que

Qs — b (z)
(2) =

ilz) = {T e

d5i(x). (3.13)

es la i-ésima funcién resto relativaa Sy R
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A cada funcién ®;,i = 1,...,m, le asociamos el sistema de Nikishin de
m — 1 medidas S* = (sb,...,s') = N(o},...,0",) introducido en (2.8). Si
1 = 1, tomamos

St = (s},...,55) = (dog, w3doy, ..., w} dog) = N(o,...0m).

m

Cuando 2 <7 < m, entonces

S' = (s, ..., 8,,) = (To4, widra, . .. ,wmdﬁ,z’) =
N(Tgﬂ', SQ’id7—3’i7 ey Si—l,idTi,i7 Si,id0i+1, Ti42, .- ,O'm> .

Mantenemos la notacion introducida anteriormente donde se entiende que
85 = (b, ... ,a}),j = 2,...,m. Obsérvese que todas las medidas de dichos m
sistemas de Nikishin tienen sus soportes contenidos en A,.

Lema 3.2 Sea un multi-indice n = (nq,...,ny). Para cada i = 1,...,m
consideramos su asociado n' = (nk,...,nk. ). Se cumplen las siguientes rela-
ctones de ortogonalidad

/A (h;j®;)(x2)ds)(z2) =0 j=2,...,m, (3.14)

donde deg h; < n.

Demostracién: Fijemos i € {1,...,m}. Sustituimos la férmula (3.13)
en la parte izquierda de (3.14) y obtenemos

/ (h]q)l)(l'g)dsz(l'g) :/ hj(]jQ) xQ(_ ) dS (J}l)dS (1:2)
Ao Ao Ay T2 — T

La primera de las siguientes igualdades se deduce usando (3.6) y el hecho
de que deg h; < ni < n;. En la segunda se aplica el Teorema de Fubini y la
definicién de s As1

/A2 hy () Q(“) 5 (1) ds( /A /A (h;Q)(x1) d5;(21)ds’ (23) =

A T2 — X1 T2 — Ty

- /A (h,Q5) (1) (21) (3.15)

Demostremos primero la afirmacion del lema para los casos en que 1+1 <
7 < m. Sii=m, el conjunto de las j es vacio y no tenemos nada que probar.
Supongamos que i < m — 1. Usando (2.11) obtenemos

—/Al(thgé)(l'l)dgi( T) = /Al(h Q)(ﬂﬁl)(zZ Ezii _aj>d§i(5’;1) =
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—q, /A (h,Q) ()5 (1) + /A (h, Q1) (1)d ().

En la dltima igualdad obtenemos la suma de dos términos. Por hipdtesis
degh; < n;. Teniendo en cuenta (3.5) deducimos que el primero de esos
términos se anula. En el segundo término, tomando en cuenta que /s\}d&l =
dsj(t), llegamos a

/A (h; Q) (1) (1) = /A (h,Q) (21)d5; (1),

Usando una vez més (3.5) y la hipétesis de que degh; < n;, tenemos que
dicha integral también se anula con lo cual se concluye la demostracion de
los primeros casos.

Ahora analizamos los casos en que 7 + 2 < i. Usando repetidas veces
la férmula (2.10) descendiendo desde j hasta 2 y después la férmula (2.9),
obtenemos las igualdades

a1
) .
~ _ -1 ~
S$; = "= —@j-1—Cj-1S5; 1 = (316)
S
~ ~ j—1
S~ S 1
Jj=1 Jj=2 o~ _ _ -1
= T -1 — G-l | g T G52 — Cj2S; o | =0 = Li+= E Ck—15k
Sy S S
k=1
donde £; denota un polinomio de grado uno, 8t =1,y ¢4_1,k =2,...,7—1,
son constantes. Notemos que
/\1 i~
sipds; o . )
’%\1 =5idoy =ds,, k=1,...,5—1. (3.17)

Sustituyendo (3.16) en (3.15) y usando (3.17), tenemos

/A (h;Q) (1) d5i(x) =

= _/Al(th)(xl) (21)d5;(21) ch 1/ (h;Q) (1) ds(t)

Debido a (3.5) y a la hipétesis degh; < min(ny — 1,...,n;_1 — 1,n; — 2),
todas las integrales del segundo miembro de la igualdad anterior son iguales
a cero. Con esto se concluye la demostracién O
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Teorema 3.1 Sea S = (s1,...,8n) = N(o1,...,0m) un sistema de Nikishin
yn = (ny,...,ny,) un multi-indice. Para cada it = 1,...,m consideramos el
multi-indice n' asociado a n. Denotamos N* = |n'| +mn;. Entonces, para cada
i = 1,...,m existe un polinomio mdnico W;, degW; > |n’|, cuyos ceros
son simples y estan en el interior de Co(sop(oq)), tal que tienen lugar las
formulas

ds;(z) 4
O:/x”Q(a:)—, v=0,1,...,N'"—1, (3.18)
(aWi)(x)

Y

Qs — b 1 / (¢Q)(x) dsi(x) 1

X T = = : H(D 1

G| [ s —o (=) <O 619
donde q es un polinomio arbitrario de grado < N°.

Demostracion: Para cada i = 1,...,m, probamos primero la igualdad

[Qi—M_/P] (2)=0 (ﬁ) € H(D). (3.20)

Demostrar la existencia del polinomio W; es equivalente a probar que la
funcién ®;(z) = [(Q5; — P;)/a](z) cambia de signo a lo menos |n’| veces en
Co(sop(02)).

Consideremos el sistema de funciones (8%,,...,5%,.), donde 8§, = 1y
para cada j = 3,...,m, 54 ; es la funcién de Markov correspondiente a la
- i i i i gad i
medida s3; = (03,...,0;). Observemos que ds} = 53.dos, j = 2,...,m.

Reescribimos con esta notacién la igualdad (3.14) del Lema 3.2
[ s e0@ani@) =0, j=2,.m.
Az

donde para cada j = 2,...,m, h; es un polinomio arbitrario con grado < né
Luego

/A (P®;)(x)doly(z) =0, (3.21)

P(x) =P(ha, ..., hn, 1) = Z(hj%])(x) , degh; < n; )

Supongamos que ®; cambia de signo N veces en el interior del intervalo
Ay, con N < |n'| — 1. Podemos seleccionar adecuadamente los polinomios
h;, j = 2,...,m, para que la funciéon P(hs, ..., h,,x) tenga un cero simple
en cada uno de los puntos donde ®; cambia de signo en el interior de Ay y
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tenga ademds un cero de multiplicicad |n‘| — N — 1 en uno de los extremos
del intervalo As. Segin el Teorema 2.1 se sabe que el sistema de funciones
(1,5%3,...,5%,,) es un AT sistema en A,. Por lo tanto, P no puede tener
mas ceros en Ay que los que le hemos asignado y P®; tiene signo constante
en A,. Esto estd en contradicciéon con (3.21). Consecuentemente, ®; tiene al
menos |n’| cambios de signo en el interior de A,. Sea W; el polinomio ménico
cuyos ceros son los puntos donde ®; cambia de signo en el interior de A,. De
ii) en (3.2) y del hecho que deg W; > |n’| se tiene (3.20).

Ahora probamos (3.18). Sea I" un contorno cerrado de indice 1 respecto
a sus puntos interiores, tal que los ceros de av'y Ay estén en Ext(T") y Ay C
Int(T"). De (3.20) y el Teorema de Cauchy se sigue que paracadai=1,...,m

-1 .
O:/Fz” {QZ—WZ} (2)dz, v=0,...,N' —1.

Sustituyendo §; por su expresién integral se obtiene

oz/rz” [Oﬁ/} (z)/A2 isi_(z)dz—/rz” [Oj;/} (2)dz, v=0,...,N —1.

En el segundo miembro, la tltima integral se anula, puesto que la funcion
P;/(aW;) es holomorfa en Int(T"). En la integral doble, aplicamos el Teorema
de Fubini y la Férmula Integral de Cauchy, y se llega a que

O:/x”Q(x)ﬁijég, v=0,1,... N -1,

que es exactamente la férmula (3.18).
Queda demostrar atin que

RTRCEET R

donde ¢ es un polinomio de grado < N,
Sea ¢ como se ha indicado. Partiendo de las relaciones de ortogonalidad
(3.18), se tiene que

Sy CET PRI

Z—x VVZ(x)
Luego, . o .
A Wilz) 2=z q(z2) /A1 Wi@) z—z (3.22)
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Definamos la funcién

o - [ QM) - QM) Blr)

La funcién P; es un polinomio puesto que

]/52(2) = /A {M(QWJ(@ — (aWi)(z) = (O‘Wl)(l’)Q(m) d§z<x>

Z—T z— W;

Reordenando (3.23) y teniendo en cuenta (3.22) llegamos a

Q‘/S\i—_ﬁi (2) = Q(x) dsi(z) _
aW; A Wilz) 2z —x
L[ Q@) dsi@) (1 L
q(z)/ (:U Z—x _O(ZNZ'+1)€H<D)> 1,...,m. (3.24)

)
Restando (3.24) y (3.20) tenemos que

P,—P,
aW;

@):0(%) cHD), i=1,...,m.

De aquif se sigue que deg(P; — P,) < deg(aW;) y que el polinomio del nu-
merador se anula en todos los ceros de aW; contando multiplicidades. Por lo
tanto, P; = P;. Con esto, sustituyendo en (3.24) concluimos la demostracién
de este teorema. a

Sea N = max{N® : i = 1,...,m}. El polinomio Q tiene al menos N
cambios de signo en A;. En efecto, sea s; la medida tal que N = N. Sea
q el polinomio cuyos ceros simples son aquellos puntos donde () cambia de
signo en A;. Si degq < N*, como Qg no cambia de signo en A; usando (3.18)

tendriamos que
dsl
0# / qQ)(x () 7= =0

lo cual es una contradiccion. Luego, degq > N = N que equivale a lo que
habiamos afirmado.

De lo demostrado en el parrafo anterior tenemos que () puede ser repre-
sentado como el producto de dos polinomios moénicos

Q= Q:1Q:2, deg @ = N>N

los ceros {z;}, j =1,..., N , del polinomio (); son simples y pertenecen al
interior de Ay, el polinomio (), no cambia de signo en A; y deg Q@3 < |n|—
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Denotemos B
N
(Q2ds;
Q (2) = (Z_xj)w d:ui: )
! ]];[1 OZWZ'
pi = O(z) : (@) dpi().
Ay z—x

Lema 3.3 Para cada i € {1,...,m} fijo y todo polinomio P, degP < N +
N?, tenemos

[ Pt = Y xPG,), (3.25)
A =
donde
. dyi;
A= ﬁm (3.26)
Aq Ql(xj) T — Ty
Ademds, para cada i € {1,...,m} el nimero de coeficientes )\j- cuYo Signo

coincide con el de la medida p; es mayor o igual que (N + NV)/2 > |nf| +n;.
Finalmente,

Q)G -3)E) (@) dw(z) [ due)  pilz)
(a;)(2) _/Al (Qiq)(z) z —x —/Al c—a  O02) (3.27)
donde q es un polinomio arbitrario de grado < N* y
pi(z) N )\é
0 " 2o (3.28)

7=1

Demostracién. En efecto, sea £ el polinomio de Lagrange que interpola
a P en los puntos z;, j = 1,..., N. Tenemos entonces que

P—EIlel, degPl <Ni.

Integrando con respecto a la medida dy; y usando (3.18) se llega a (3.25)-
(3.26).
Probemos la afirmacion respecto al signo de los )\;'. . Tomemos

+

P(z) =[] (z = way)?,
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donde HJr denota el producto sobre todas las j para las cuales /\§ tiene igual

signo que la medida p;. Si degP < N+ N ¢ entonces podemos sustituir P
en (3.25), y obtenemos que

[ P@ute) = 3 XP ).

Como P es positivo en Ay, la integral del miembro izquierdo nos da una
cantidad con igual signo que la medida p;. En el miembro derecho, todos los
términos correspondientes a )\é con igual signo que p; se anulan, luego esa
suma da un valor de signo contrario al de la medida y; o es cero. Por lo tanto,
degP > N + N* que equivale a lo que querfamos probar.

Para probar (3.27) haremos uso de (3.19). Teniendo en cuenta la notacién
introducida, podemos reescribir (3.19) como sigue

Qa(2)(8i — %)(2) :/ (Q19)(z) dpi(x)
(aWi)(2) A (Qua)(2) z—

donde ¢ es un polinomio arbitrario tal que degq < N®. En particular, para
q = 1 se sigue que

Qa(2)(3 — 2)(2) / (Q1)(x) dys () / dyui ()
— q: frt

(aW;)(2) (@Q)(2) z —x Z—a
/ dpi(x) — pi(2)
A Z—T Qi(2)

Por lo tanto, (3.27) tiene lugar.
Por otro lado, como p, < deg @)y y los ceros de ()7 son simples, usando
(3.26) y la definicién de p; obtenemos que

res (&, xj> = lim (2 — z;) pil2)

@1 Zwj Q1(2)
T e Y LG O M
2=y Q1(2) Ja, Z-T
Luego, (3.28) se cumple y concluimos la demostracion. a

3.3. Convergencia de AMHP.

En esta seccién estudiaremos el limite de los AMHP correspondientes a
una sucesion de multi-indices A C Z7' y una sucesion de polinomios {a, },n €

Tesis Doctoral



Capitulo — 3. Convergencia en contenido Hausdorff. 57

A, con coeficientes reales cuyos ceros estan contenidos en D = C\ A;. Por
lo tanto, en lo que sigue haremos explicita la dependencia de las expresiones
que varian con n € A. Por ejemplo, escribiremos a,, @, R, y W,,; en lugar
de a, Q, Ry W, respectivamente. Reescribamos (3.27) y (3.28) tomando esto
en cuenta. Se tiene

Qnﬂ@)@‘%ﬁ)@ :/ (Qn19)(x) dpin i () :/ dpni(x)  Pnalz)

(anWh)(2) (@ni1g)(2) z—ux i—x @Qna(2)
(3.29)
donde ¢ es un polinomio arbitrario de grado < N! = |nf| + n;,
deg Q'n 1 )
L D R I L LI EED

Qn1(2)

j=1 Z = Tnj aan,z
Para cadai = 1,...m y n € A tomamos n’ como en la definicién 3.2.1. Sea
FcD=C\A;,A; =Co(sop(ry)), un conjunto compacto que contiene los

ceros de todos los polinomios a,,,n € A.

Teorema 3.2 Sean S = (s1,...,Sn) un sistema de Nikishin y A una suce-
sion de multi-indices distintos dos a dos. Supongamos que existe un entero
positivo ¢ tal que para todon € A ei=1,...,m, se tiene que

i

n; > — —cln|", k<1. (3.31)

Entonces, sobre cada compacto K C D = C\ Ay y cada i = 1,...,m, se
tiene que cualquiera sea € > ()

limsup (ma({z € K : (8 — Rui)(2)] > e})) /2" <o <1, (3.32)
neA
donde
O = méx{|p(2)]| : 2 € vk, t € FUAy U {o0}},

y o, t € C\ Ay, denota la representacion conforme de C\ Ay en el disco
unidad tal que @¢(t) =0 y ¢i(t) > 0. En particular,

Hlim R, ; = 5;, i=1,...,m.
neA ’

De hecho, (3.32) se cumple considerando la capacidad logaritmica de los
conjuntos senalados en lugar de su contenido de Hausdorff. Si las fracciones
racionales R, ; son holomorfas en D, del Lema 3.1, se deduce que la conver-
gencia es uniforme en cada subconjunto compacto de D. Por otra parte, si R,
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se define sobre una sucesién de multi-indices fuertemente normales, entonces
se puede asegurar que sus componentes son funciones holomorfas en D pues
todos los ceros de (), caen en el interior de Ay. Por lo tanto, de los Teoremas
2.2, 2.4y 3.2, se obtiene el siguiente Teorema.

Teorema 3.3 Con las hipdtesis del Teorema (3.2), sim <3 ¢ A C Z7 (%),
tenemos que para cada compacto K C D

lmsup |5 — R }2" <o <1,  i=1,....m.
neA
Demostracién del Teorema 3.2. Fijemos i € {1,..., m}. Denotemos

gn(2) = [ (z = 2n)?,
donde [[~ denota el producto sobre todas las j tales que /\fm- < 0. Del Lema
3.3 y la hipédtesis del teorema, tenemos que
deg g, < 2deg Q1 —deg Q1 — |n'| — n; < (In] — 0’| — n;) < emn|™.
También tenemos que

deg Q2 < |n| —deg Q1 < |n| — |n'] —n; < cmin|®.

Sea ﬁ//n un polinomio ménico con coeficientes reales que divide a o, W), ;,
de grado lo suficientemente grande como para que al polinomio
_ gnOn Wi
n = ———
Wy
sea aplicable la férmula de cuadratura (3.25) con P = p,. O sea, queremos
que
degp, < deg Qn1 + |n'| +n;.
A la vez, deseamos que p, sea de grado lo mayor posible. La conveniencia
de esto se hard patente mas adelante. Veamos que es suficiente tomar W, de
grado

deg W, = 3emin|" + 1, 6 deg W, = 3cm|n|® + 2

segin sea 3cm|n|® un nimero par o impar. (Esta disyuntiva en el grado es

necesaria ya que queremos que W,, tenga sus coeficientes reales.) En efecto,
teniendo en cuenta las estimaciones anteriores de grados y (3.31) se tiene

deg p,, = deg g, + deg o, + deg W,,; — deg W, < em|n|® 4+ 2|n| — 3em|n|® <
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Inl

2m/( o cn|®) <2(]n'] + n;) < deg Qua + 0’| + n

como queriamos probar.

Sea M = 2méx{||z]|a,,1}. Denotemos por B, el producto de todos los
ceros de ), 2 de médulo mayor que M contando multiplicidades. Tales ceros
pueden existir puesto que al no haberse exigido que n sea fuertemente normal
pueden haber ceros de @, fuera del intervalo A; y a una distancia del mismo
tan grande como se quiera. De acuerdo con la cota obtenida para el grado de
(Qn.2, este polinomio tiene a lo sumo cm|n|* ceros de médulo mayor que M.

Consideremos la funcién

Pn(2) = pu(7)

Ko(z,2) = (z—a2)palz)

Esta funcién es un polinomio en z de grado < deg @Q,,1 + |n’| + n; . Luego, a
ella también es aplicable la féormula de cuadratura (3.25) y

1 — Ko(z,2) = pa(2)

Z2—x (z —2)pn(2)

Nuestro objetivo inmediato es obtener cotas adecuadas para las funciones

_ gnQn,Q(é\i - Rn,z)

Q, —
B,Wy,

, nen,

en cada subconjunto compacto de C\ A .
Teniendo en cuenta (3.25), (3.29), y (3.30), tenemos

Qu(2) = (gnn W) (2) [/ dpini(z) Pn,i(z)] _

BaW,(2) z=r  Qua(2)

(gn0n Wi i)(2) L _ Tz () —

B, Wo(2) UA (z—fv il )) i)

deg Qn,1
Z Mg <Z _1%j - Kn(l’n,jaz))] =
(G W) (2) pu(2) TR )
B (2) [/A o @) = 2 A"%z—a:n,jipn(z)]

17 opale) T paleay)

_B_n /Alz—:vd ni(®) = ]2_; /\"]z—xn]]
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Sea d(z, A1) la distancia de z al intervalo A;. Usando una vez més (3.25)
tenemos

deg Qn,1 P (.1; ) 1 deg Qn 1
)\i nAn.g < )\z | N
jz—; My =y T od(z,Ar) ; |An,iPn (0 5)]

@| / D) dpns(a)]

Al aplicar la formula de cuadratura se ha empleado que todos los términos
de la suma tienen igual signo (o son cero). Efectivamente, el polinomio p,, se
anula en todos los términos en los cuales el signo de )\fw- difiere del signo de

la medida, ademés g, > 0 en A; mientras que o, W,,;/W,, es un polinomio
con coeficientes reales cuyos ceros estan fuera del intervalo A;. Mediante
razonamiento andlogo se obtiene que

[ st < g x| [t

z—x
Por lo tanto,

1Q.(2)] < 'm/m P () dptn i()

_ dsi(x) | _ 2lsi] ||ga@ns
'Bnd(z,m) /AI(Q”Q”’”@W,L(@ ‘d(mﬂ‘gnm L, 8

Acotemos ||gnQn.2/ BanH A,- Analicemos cada factor por separado. Los
ceros de g, estan en A, luego

HgnHA1 < (2”xHA1)deggn < pNpeminl®

Los ceros de W, caen en AyUF. Sea d = min{1, d(A;, AyUF)}. Obviamente,

d > 0. Entonces
1 deg W M 4em|n|®
(@) <(7)
Ay d d

Para acotar (),,2/B,, consideramos sus ceros por separado. Sea ¢ uno de los
ceros de Q2. Si |(| < M, tenemos que

|7
W

[l = Cllay < [lzfla, +I¢] < 2M-

Tesis Doctoral



Capitulo — 3. Convergencia en contenido Hausdorff. 61

Por otro lado, si |(| > M, entre los factores de B, esta  y

T —
’—C < 141¢ s, <20
C g,
Por lo tanto,
' Qn,Q < (2M)dean,2 < M2cm|n|n.
Bn Al

Resumiendo estas acotaciones se llega a que

M 4dem|nl®
55, = (0
Ay d

Esto junto con (3.33) nos da

2|S@| M 4demn|®
0, (2)] < aa , D.

gnQn,Q
B,W,

Esto nos dice que

{ng’W_ Rn,»] (=0 (%) € HT\A), 2—o0.

y sobre cada compacto K C D = C\ A; se tiene que

2|Sz| <M> 4dem|nl®
< aa 3.34
o A A \d .

Sea ¢, la funcién definida en el enunciado del teorema. Sea v, = {z :
|oo(2)] = p},0 < p < 1. De (3.34) se tiene que

gnQn,2 (é\z - Rn,i)
B, Wy,

By '9nQn2(5; — Ruy) 2| (M (3.35)
Ban N d(’h,, Al) d ' .

Vo

Fijemos un compacto K C D. Tomemos p lo suficientemente préoximo a
1 de modo que F'U Ay U K C Ext(y,). Sean v,, = deg(c,,W,,;/W,,). Sea w,
el orden exacto del cero que €2, tiene en el infinito. Teniendo en cuenta que;
deg(a,Qn2) < 2em|n|”, deg Qn1 > |n'|+n; > |n|—cm|n|®, deg W,, < 4em|n|®
y degW,; > (m — 1)(% — c|n|®), de i) en (3.2) se sigue que existe una
constante ¢ > 0 tal que

2In| — dn|" < w, + v, < 2|n|. (3.36)

Tesis Doctoral



Capitulo — 3. Convergencia en contenido Hausdorff. 62

Sean {Yn1, .-, Ynw, } €l conjunto de los ceros del polinomio (a,,W,,/ Wn)

Tenemos que
gn@n,Z(si - Rn,i)
B, Wy psr H;& Pyn.j

€ HD).

Definamos
k() = mf{|i(2)] 1 2 €7, t € FUA U{o0}} > 0.

Si consideramos |p;(2)| como una funcién de las dos variables z y t, es facil

verificar su continuidad en C _. Luego, k(7,) > 0yaquey,N(FUx) =0y
dicha funcién sélo se anula cuando z = t.

De (3.35) se obtiene que
2|31| <‘]\4>40m|nN
< — :
d(p, Ar)k(y,)omton \ d

Como K C Ext(v,), haciendo uso del Principio de Méximo para las funciones
analiticas se tiene que esta desigualdad también es valida para todo z € K.
Por lo tanto

gnQn,Q (/S\z - Rn,z)
B, W, p%n ;)21 Pyn, -

gnQn,z(@N— R,.;) <
B, W,
2|81‘ (M)4cm|n“ Un,
— 2 (2) | ou, . (2)], 2€K.
A Ay, \d 1]1 -
Sea ahora

g =méax{|pi(2)| 1z €k, t € FUA U{o0}} < 1.

De nuevo usando la continuidad de |¢;(2)| como a funcién de las dos variables

zytenC 2, se ve que 0k < 1 pues solo vale 1 para z € A;. De la definicion
de dk, la desigualdad anterior y (3.36) se obtiene que

na¥n Ai - Rni 1/2inl 6
lim sup 9nQ ,2(3N i) < K
neA B,W, K K(7p)

Haciendo p tender a 1 se tiene que k,, tiende a 1; por lo tanto, concluimos
que

n nwn Ai - an /2
lim sup ||Qn||1/2‘ | = lfm sup 9nQ ’2<SN ) <dg <1.
K
neA neA B, W, K
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En particular, de aqui se desprende que para todo § > 0, todos los multi-
indices en A, salvo a lo sumo una cantidad finita de ellos, cumplen

()| = (6 + 02", 2e K. (3.37)
Para concluir probemos ahora la tésis del teorema. Obsérvese que

Si — Ry =
gnQn,Q

(3.38)

Sea R = 2max{||z||x,1}. Denotemos por @), r el polinomio ménico cuyos
ceros son los ceros de ), 2 de médulo < R. Propongdmosno obtener una cota

de || (BanQm r)/(9nQn2)| k. Para ello analicemos los factores por separado.
Como los ceros de g, estan en A; es obvio que

( 1 )deggn < 1 )Cmnl”“
<\ < |- ;
K d(K,Aq) dq

donde d; = min{d(K,A;),1}. Los ceros de W, descansan en F'U Ay, por ello

1
Gn

H/WnHK < (M(K,FUAQ))dean < Mfcm|n|n’
donde M(K,FUAy) = max{|z — (| : 2z € K, € FUA)} y My =

max{M (K, F UA,), 1}. Por otro lado, si ¢ es un cero de @, 2/Qn.r, como ¢
es un factor de B, usando la desigualdad triangular tenemos que

<2<R.

C': L
e ¢l T ST

El resto de los factores de B,, tienen médulo menor que R. Por lo tanto,

H BnQn,R < Rcm|n|*€
Qn,Q K o
En resumen N semin®
BnlVnGn.r "WCSQ”’R < (Réwl) : (3.39)
gn n,2 1

Sea § > 0 arbitrario tal que dx + d < 1. Usando (3.37), (3.38) y (3.39)
obtenemos que

|(5i = Rni)(2)] <

2|n| 4em|n|®
(O +9) <RM1) . zeK. (340

Qnr(2)] \
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En caso de que exista una subsucesién infinita de multi-indices A’ C A tal
que Qn, g = 1,n € A', de la desigualdad anterior se obtiene que

lim sup ||5; — Rn,iH}(/an‘ <0g +9.

neN’

Haciendo § — 0 se sigue que

limsup [|5; — Rl < 6k
neN’

Este es el caso para toda la sucesion A si los multi-idices son fuertemente
normales como se pide en el Teorema 3.3. Por lo tanto, el Teorema 3.3 ya
queda demostrado. En el caso general, si una tal subsucesion existe, para ella
obtenemos convergencia uniforme que es mas fuerte que la convergencia en
contenido de Hausdorff. Luego, sin perdida de generalidad podemos suponer
que deg Qn.r > 1,n € A.

Fijemos € > 0. De la desigualdad anterior resulta obvio que

(2€K:|(3 — Ru)(2)] > ¢}
e, Gt PP RN
{EK'@M@ﬂ(dl> >}‘

n dem|n|®
%EKw@m@vﬁ@+®ﬂ(mm) }C

£ d1
S+ 0)2n /Ry \ i
{ZECI’QH,R<Z)|<(K . ) ( d11> .

De la monotonia del contenido de Hausdorff y (3.1) se deduce que

(5 + 8)2" ( RM, demln|F\ 1/ deg @n.r
€ d,

mi({z € K :|(8; — Rny)(2)] > €}) < (

Como 1 < deg@,2 < em|n|* de esta desigualdad se obtiene que

lmsup (my ({z € K : |(8 — Ru)(2)] > e}/ < 65 46

neA

Haciendo § — 0 se obtiene (3.32) como querfamos probar. a
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Nota 3.1 Tomando x = 0 en el Teorema 3.2, se obtiene el resultado princi-
pal de [9] (reducido al caso de medidas con soporte compacto). Asi mismo, el
Teorema 3.3 extiende el Corolario 1 del mismo trabajo. La condicién (3.31)
puede sustituirse por

donde o(|n]) — 0 cuando |n| — oo y siguen siendo vélidos el Teorema 3.2 y
3.3. Por 1ltimo, queremos senalar que para el caso de medidas con soporte
no acotado es posible obtener los mismos resultados con tal que sop(oy) sea
compacto. Si sop(oy) es no acotado, también se pueden demostrar resultados
andlogos a los dados imponiendo cierta restriccién tipo Carleman (ver (1.10))
sobre el crecimiento de los momentos de la medida o;.
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Capitulo 4

Velocidad de convergencia.

4.1. Aproximaciéon generalizada Hermite-Padé

Los aproximantes generalizados Hermite-Padé (AGHP), como se da a
entender en el nombre, son una generalizaciéon de los AMHP. Sea S =
($1,-+,8m) = N(o1,...,0,) = N(2) un sistema de medidas de Nikishin

y S = (81,...8,) el sistema de funciones de Nikishin asociado. Fijamos
un multi-indice n = (ny---,n,) € Z7, y un entero par x. Denotamos

In| =" n;. Sean a' y § dos polinomios ménicos con coeficientes reales tales
que deg f =k y dega < |n| + k + min{n;}. Los ceros de « pertenecen a D y
los ceros de 3 tienen multiplicidad par y se encuentran en A1 Co(sop(s1)).
Existe al menos un vector de funciones R = (P,/5Q, -, P,,/5Q), tal que
para cada ¢ =1,...,m se tiene

i) degQ<|nl, Q#0, degP <|n|+r—1,

i) {@} ()= 0 (anﬂ) € H(D), =— oo

Razonando como en la Seccion 3.2 es facil ver que se cumplen las siguientes
relaciones de ortogonalidad

/x”@(m)wzo, v=20,...,n; — 1, (4.2)

a(z)

(4.1)

y las férmulas para el resto
. P Q(z)B(x) ds;(x)
i — , C\ Ay 4.3
5] - goam [ LRR Y Lecvan ay

Encontrar un vector R es equ1valente a resolver un sistema de (m+1)|n|+
mk ecuaciones lineales homogéneas con (m+1)|n|+mr+1 incégnitas, lo cual
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siempre tiene solucién no trivial. Llamamos al vector de funciones racionales
R aproximante generalizado Hermite-Padé (AGHP) de S relativo a
(n,a, 3). Obviamente cuando 5 = 1 el aproximante generalizado se reduce a
un aproximante multipuntal Hermite-Padé.

El objetivo de este capitulo es obtener estimaciones exactas de la veloci-
dad de convergencia de los AGHP al sistema de funciones de Nikishin corres-
pondiente, segiin n recorre un sistema de multi-indice A adecuado. Para ello
seguimos el siguiente plan descrito en orden inverso a su presentacién. En la
Seccién 4.5 se dan los resultados sobre orden de convergencia (ver Teorema
4.10 y Corolario 4.2). Para ello es importante estudiar el comportamiento
asintético de la sucesion {Q,}, n € A, de los denominadores comunes. Esto
se hace en la Seccion 4.4 (ver Teorema 4.8). La técnica empleada es la teoria
del potencial ajustada al problema tratado, que en este caso se traduce en
el estudio de un problema de equilibrio vectorial en presencia de campo ex-
terno. Esta teoria se desarrolla en la Seccién 4.3 (ver Teorema 4.7). También
se emplean relaciones de ortogonalidad satisfechas por funciones de segundo
tipo asociadas a sistemas de Nikishin que se obtienen en la Seccion 4.2. En
todo esto la normalidad de los multi-indices juega un papel crucial. La clase
de los multi-indices de la cual extraemos la sucesion A vuelve a ser ZT'(*)
para la cual los multi-indices siguen siendo fuertemente normales. De hecho
en la Seccién 4.2 damos una demostracion alternativa de normalidad fuerte
de los multiindices en Z7 () en el contexto mas general de los AGHP (aunque
la demostracién dada en la Seccién 2.2 es facil de adaptar).

4.2. Funciones de segundo tipo y ortogonali-
dad

Para los AGHP definimos unas funciones llamadas de segundo tipo: ¥,,

i=1,...,m. ¥g = QB/a donde Q es el denominador comin del AGHP.
Sean € Z7(x) y S = N(X) un sistema de Nikishin. Denotemos n = n"
y ¥ = X% De modo inductivo, construimos multi-indices nd € Z7 (%),

vectores de medidas ¥/ = (ag IRTRR o), y funciones de segundo tipo ¥, j =
1,...,m —1, como se describe a continuacion. .
Supongamos que n’/ = (n},,...,n},), % = (0,y,...,0%,), y ¥; ya han
sido definidos, donde 0 < j < m — 2. Entonces,
j+1 +1 i+1 —j—1
W= (nf,, . nd ) € 2T (%)

es el multi-indice que se obtiene al extraer la primera componente nﬁj de n/,
que satisface _
n, =méx{n; : j+1 <k <m}. (4.4)
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Por tanto,
Jo ot J _ g+l g _ o Jt1 J — i+l
Mgy = Wipgy ooy My, g = N My g = My gy, My = M5,
Cuando 7; > j + 2, se tiene que
J ‘ J J
n > max{njq,....n; i}
Como n € Z7(x) entonces
WL > > pitl
= Moy 5

j+2 =

de lo contrario n/ ¢ Z"" /(). Escribimos

0, .
() = [ g @), (45)
Ajgg 27T J
donde s/ = (U;:Jrl, ..., 0} ) es la componente de N'(X/) = (sgﬂ, co, 8y =59

correspondiente al subindice r;. (Queremos sefialar que en este capitulo, S
no denota lo mismo que en el Capitulo 2.)

Antes de definir 7T, necesitamos introducir cierta notacién. Para el
sistema 37 = (07, ,...,0},) definimos

si,={ol,....0l), j+1<k<i<m.

K} i

En particular, las medidas en N (X7) son s/ = 3§+17i,j +1 <7 < m. Como
se vio en (2.7) dada cualquier medida s} ; existe un polinomio de grado uno

J ; ; J
0y, y una medida con signo constante 7 ; tal que
1
=~
Sk,i('Z)

Supongamos que 7; = j + 1, entonces

= E?m(’") + ?lzz(z)

i+l _ (] i\ (gt j+1
Dy _<O-§+27"‘70-7]n)_(U§+2?"'7U¥n )
es el vector de las m — j — 1 medida que se obtienen quitdndole a ¥/ su
primera componente. Si j 4+ 2 < r; < m, entonces

g+l (d =] J = Jj J J J
Y - (Tj+2,rj7 Sj+2,rj de+3,rj7 t Srj—l,rj dTrj,rj7 Srj,rjdarj+17 Orj+27 ] Um)‘

Los dos resultados siguientes son andlogos a las proposiciones 1-3 en [29];
pero sus demostraciones son técnicamente mas complicadas.
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Teorema 4.1 Supongamos que n € Z7T(x). Para cada j = 0,...,m — 1,
tenemos que V; satisface las relaciones de ortogonalidad

/ /U (z)ds) (x) = 0, v=0,...,n —1, i=7+1,...,m. (4.6)
Aj1

Por tanto, podemos escribir,
v;(x)
¢j+1(2)

donde q;.1 es un polinomio mdnico cuyos ceros son simples, estin en el
I+ )
interior de A1, degqjr1 > |n?| y ¢; conserva el mismo signo en Ajiq .

=¢i(r) € HC\4,), j=1,...m—1, (4.7)

Demostracién. Vamos a probar (4.6) por induccién en j. Para j = 0
las relaciones (4.6) coinciden con (4.2). Luego, para j = 0 se cumple el
enunciado y si m = 1 hemos concluido la demostraciéon. Supongamos que
dichas relaciones son ciertas para algtin valor fijode 7,0 < j < m—2,m > 2,
y probemos que

/ Ui (x)dsi T z) =0,  v=0,....0"" 1,  i=j+2,....m
Ajto
(4.8)

Tomamos i € {j +2,....m} y0 < v < nf“ — 1. Sustituyendo Wi,
definido por (4.5) en el miembro izquierdo de (4.8), tenemos

U@t ) = [ o [ T84 e -
/AJ'+2 ! Aj+2 Aj ¥ t !

A ;
v, [ T gt )ds (1) =
J o t 1 rj
AVES| AVES x

| monoiso- [ evnstens,o,
Aji Ajyr

donde degp, < nf“ 2. Teniendo en cuenta que nijl 2 < nﬂj — 1 (véase
la definicién (4.4) de r;) y la hipétesis de 1ndu0010n, la primera de las dos

ultimas integrales es igual a cero. Por tanto,

[ @it = [ et oo, @)
Ajio Ajia

&%HMMMW<$MWF%WﬁMW=
(nﬁiéa i) = (TL§+2, ...,nd ). Entonces,
ST )ds) (t) = (0041, (0049 0) = 51
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Como en este caso n) ™" = nJ, el miembro derecho de (4.9) es igual a cero por
hipétesis de induccién; con lo cual hemos probado lo que necesitabamos.
Supongamos que 7; > j + 2. Reescribamos las relaciones del Lema 2.4

con la notacion introducida en esta seccidén. Asi tenemos

A~

34 . ) .
j+2,i—-1 ~j+1 ~j+1 . .
S =+ 8 s, j+H3<is<ry, (4.10)
SJ+2’T]
Loy e 4.11
=5 =+tjt+ Sji2, (4.11)
Sjit2,r
y .
s
420 ~j+1 .
——=a;+t5 ri+1<i<m, (4.12)
Sj+271”j

donde a; ;, ¢; j son constantes y ¢; es un polinomio de grado uno.

Primero consideramos que r; +1 <4 < m. Si r; = m este conjunto es
vacio y no tenemos nada que demostrar. Supongamos que j+2 < r; < m—1.
Sustituyendo (4.12) en el miembro derecho de (4.9), obtenemos

. §o 4
/ U, (2)dsT () = — / (1) Aj“—() iy | dst (1) =
Ajta Ajt1 Sjvor; (t)

ai,j/ ty\ljj@)dsij(ﬂ _/ t”‘l’j(t)??u,i(t)daﬁl(t)-
Aji Ajt1

Como &, ,(t)do’, (1) =ds!(t) y0<v<nl™ —1=n] -1< ni, — 1, por
hipdtesis de induccion las dos ultima integrales se hacen cero y obtenemos
(4.8) para estos indices i.

Ahora, sea j+2 < ¢ < r;. Usando la notacién introducida en esta seccién
la identidad (3.16) adopta la forma

=

oL =

5 =Lij+ =3 § CkSjt2,k 0 (4.13)
Sj42,r5 k=j+1

donde L;; denota un polinomio de grado uno, 3\;+2’j+1 =1l yaoa,k=7+

1,...,7—1, son constantes. Notese que
5% .ds . , :
2K o I g4 — ;
T = Sjyodoyy = dsy, k=j4+1,...;i—1. (4.14)
S.]+27rj
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Sustituyendo (4.13) en el miembro derecho de (4.9) y usando (5.14), tenemos

[ @i @ - [ enwvnds o
Ajia Aja ’

Comov+1<n™ =nl_ <nlff=nl,< - <nfl,=nl, < nl. todas
las integrales en el miembro derecho de esta 1gualdad son iguales a cero y
llegamos a (4.8). Luego hemos terminado la induccién y se concluye que (4.6)
tiene lugar.

Teniendo en cuenta (4.6)

/A, Z hi(2)8j49,( )deJrl( z) =0, (4.15)

i=j+1

donde SJHJH( x) =1y h;i = j+1,...,m, denotan polinomios tales que

degh; < nl — 1. Debido a que n’ € Zm J( ), por el Teorema 2.1 el sistema
de fun(:lonesA ($]+2’]+1, g+2,j+27"'78]+2,m) es un AT sistema en A;; con
respecto a n’ y, por consecuencia, de (4.15) se sigue que VU, tiene que tener
en el interior de A;;; (interior segin la topologia de R) al menos |n/| cambios
de signo. Como ¥; no es identicamente nula, tiene que tener un nimero finito
de cambios de signo en el interior de Aj44. Sea ¢;4+1 el polinomio ménico cuyos
ceros son los distintos puntos en el interior de A;;; donde ¥, cambia de signo.
Inmediatamente obtenemos de (4.7), que degg;+1 > |n/| y que 9; conserva
el signo. a

Para completar la notacion, escribimos

v = [ L),

Z—XT

Observemos que de acuerdo con (4.4), r,,—1 = m. De (4.6) tenemos que

[ M= s, @) -0,
Aj1

Z—x
donde h es un polinomio arbitrario tal que degh < an, g =0,...,m—1.
Usando (4.5) y la definicién de W, escrita antes, esta iltima relacion la
podemos reescribir para cada j = 0,...,m — 1 del siguiente modo

h(x)ds? (z _
Ui (z) = ﬁ /AM w@% _0 (zn;jﬂ> € H(T\ Ayy).
(4.16)
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Teorema 4.2 Supongamos que n € Z7(x). Para cada j =0,...,m —1
ds? (z) .
/ ?V(r)——— =0, v=0,...|n"| -1, (4.17)
Aji1 ¢jt2(z)

donde gj1o viene dado en (4.7), (¢m+1 1). Por tanto, degqji1 = |n’|,

J=0,...,m—1, (C]1 :Q)
Demostracién. De (4.6) y (4.16), se sigue que

D0 ) e HE A) = 0m .

qj+2 an;j +deg Qj+2+1
Luego, para cada j =0,...,m — 1, tenemos
Vjt1(2) 1 ~ :
V——2=0—= | € HC\ A, =0,...,n) +degqgjo—1.
z Qj+2(z> 52 ( \ J+1> v nrj € dj+2

Integrando a lo largo de un contorno cerrado I' con indice 1 respecto a sus
puntos interiores y que encierra a A, tal que Aj;is queda en el exterior
de T', usando el Teorema de Cauchy, la definicion de W;,;, el Teorema de
Fubini, y la formula integral de Cauchy, encontramos que para cada v =
O,...,n{;j +deggji2— 1, con j =0,...,m — 1, tenemos

0= /ZVL(Z)dZ :/ : / ](x)dsﬁ,(x)dz =
r o g+2(2) r Gj+2(2) Jay,, 2 —x "

¢ dz . , ds] (x)
U, (z) ds] (z) = 2mi 'V, (x) . (4.18)
Ajr rgj2(2)z—x " Aji gj+2()

Como nf +deggji2 > nj + |n/*!| = [n], obtenemos (4.17).

Para probar la ultima afirmacion del teorema, supongamos que para algin
j € {0,...,m — 1}, tenemos que degg,+2 > |n™!|. De (4.18) se sigue que
U, tiene al menos |n’| + 1 cambios de signo en Aj,;. Esto significa que
degg;+1 > |n’|. Repitiendo el razonamiento para indices j cada vez mds
pequenios obtenemos que Wy tiene al menos [n°| 4+ 1 cambios de signo en
A1. Pero esto es imposible debido a que W, puede cambiar de signo en Ay
solamente en los ceros de Q que son a lo sumo |[n°| ya que deg@ < |n°|.
Luego, para todo j = 0,...,m—1, se tiene que deg ¢;+; = |n’|. En particular,
deg @ = |n|. Con esto concluimos la demostracién. O

Nota 4.1 Obsérvese que Zt = Z! (%) y Z% = Z3 (). Para m = 3 los tinicos
indices que no estdn en Z?3 () son los que son estrictamente crecientes (n; <
ny < ng). Para dichos indices es también posible probar teoremas andlogos a
los Teorema 2 y 3 usando el tipo de tranformaciénes empleadas en la seccion
2.3 en la demostracion de la normalidad fuerte de dichos multi-indices.

Tesis Doctoral



Capitulo — 4. Velocidad de convergencia. 74

4.3. Problema vectorial de equilibrio en pre-
sencia de campo externo.

En esta seccion estudiaremos la solucién de un problema vectorial de
equilibrio del potencial logaritmico en presencia de campo externo. El campo
externo estara formado por un vector de funciones semicontinuas inferiores.

Definicién 4.3.1 Una aplicacién u : E — (—o0,400] es semicontinua in-
feriormente en xy, elemento de un espacio topolégico E, si para cada € > 0
existe una vecindad V(xg) de xq tal que

u(z) > u(rg) — e, para x € V(xg).
Abreviadamente escribimos

lim inf u(z) > u(x).

T—T0

Decimos que u es semicontinua inferiormente en E si lo es para cada punto

de E.

A una aplicacién u se le dice semicontinua superiormente si —u es semicon-
tinua inferiormente. Obviamente, u es continua si es a la vez semicontinua
inferiormente y superiormente. La siguiente proposicion, que escribimos sin
demostracion, nos sera util mas adelante. Una prueba de la misma puede de-
ducirse facilmente siguiendo el esquema de demostracion del Teorema 2.1.3
del epigrafe 2.1 del Capitulo 2 en [45], hecha para funciones semicontinuas
superiormente.

Proposicion 4.1 Sea u una aplicacion semicontinua inferiormente en un
espacio métrio (E,d). Supongamos que u estd acotada inferiormente en E.
Entonces existen aplicaciones continuas u, : & — R uniformemente acotadas
inferiormente, tales que uy < ug < --- < wu y en cada punto xo € E se tiene
la convergencia

u(zg) = lim wu,(zo).
n—oo
Otro concepto que usaremos en esta seccion es el de funcion subarmonica,
el cual podemos encontrar en la Definicién 2.2.1 de [45]. Por comodidad en
la lectura la reproduciremos aqui. También enunciaremos sin demostracién
el principio del méaximo. Una demostraciéon del mismo puede encontrarse en
el epigrafe 2.3 de [45].
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Definicién 4.3.2 Sea U un abierto de C. Una funcién u : U — [—o00,00)
es subarmonica si es semicontinua superiormente y dado w € U, existe un
p > 0 tal que

21

u(w) < 2—/ u[w 4+ rexp(it)|dt 0 <r <p.
™ Jo

Se dice que una funcién v : U — (—o00, 00| es suprarménica, si —v es sub-

armonica.

Teorema 4.3 (Principio del Maximo) Sea u una funcion subarmdnica
en un dominio D C C.

a St u alcanza el mdzimo global en D, entonces u es constante.
b Silimsup, . u(z) <0 para toda ¢ € 0D, entonces u < 0 en D.

Un resumen de las propiedades y resultados sobre teoria de potencial
que usaremos en este capitulo pueden encontrarlo en el Apéndice de [51].
Aqui aparecen sin demostracion. Un libro, relativamente reciente, que de-
sarrolla de una manera muy comprensible y rigurosa la teoria del potencial
logaritmico, y cubre toda la teoria basica que emplearemos, es el [45]. Para
no extendernos excesivamente en el material basico del cual haremos uso, a
lo largo de las demostraciones citaremos alguna de las posibles fuentes donde
pueden consultar la demostracion del resultado auxiliar del cual se hace uso.
Como siempre pueden recurrir a [45]. Nosotros intentaremos muchas veces
referir otras fuentes alternativas.

Definicién 4.3.3 Llamamos datos iniciales a (A, 0, A, f) si se cumple:

1. A= (Ay,---,A,) es una familia de m intervalos cerrados de la recta
real (ninguno de los cuales se reduce a un punto) donde m € N;

2. 0= (01,....0m) € RY, Ry = (0, +00), y denotamos [0] = 3277, 6;

3. A = ||a; ||, es una matriz (m x m) simétrica, definida positiva, cuyos
elementos son nimeros reales, tales que si A;NA; # ), entonces a; ; > 0;

4. f=(f1,--+, fm), donde cada f;;i = 1,---m, es una funcién real, semi-
continua inferiormente en A;.

Sea ¢ una medida positiva finita y de Borel, de soporte (sop(c)) com-
pacto contenido en R; denotamos por |o| a su variacién total. Para cada
i=1,---m, My, (A;) es el conjunto de todas las medidas positivas de Borel
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o tales que sop(o) C A; y |o] = 6;. Por My(A) denotamos al espacio pro-
ducto

My(A) = HM@.(AI-) .

Definicion 4.3.4 Sea € > 0, llamamos e-vecindad de cero de My, (4;), en
el sentido estrella débil al conjunto

/ gdo
A

donde C(A;) representa el conjunto de todas las funciones continuas en
A;. Los abiertos generados por dicho sistema de e-vecindades conforman la
topologia débil estrella. En My(A) consideramos la topologia producto in-
ducida, tomando en cada My, (A;) la topologia estrella débil correspondiente.

{0 € My, (A;) :

<e, Vge C(Ai)} ,

La convergencia relacionada con la topologia estrella débil la llamamos
convergencia estrella débil. Sea una sucesion {u" = (uf,...,puk) @ pu* €
My(A)}, n=1,2,... que converge en el sentido estrella débil a una medida
vectorial 1 = (f1, ..., ptm) € Mp(A), denotamos entonces

x lim p" = p.

n—oo

Obviamente, esto tiene lugar si y sélo si
* lim p =p;, 2=1,...,m.
n—oo

En el Teorema 0.6 de [35], se asevera que el conjunto My, (A;) es compacto
estrella débil; es decir, que cualquier subconjunto infinito de My, (4A;) con-
tiene una subsucesién que converge en el sentido estrella débil a una medida
de My,(A;). Como hemos tomado en Mjy(A) la topologia producto estrella
débil, lo mismo se puede decir de My(A).

Dado pt = (1, ..., ftm) € Mp(A) definimos la funcién vectorial

WH(z) = (V¥ 4 [)(2) = / In dAu(z) + f(z),  zeC.

|2 — x|

La i-ésima componente de W* viene dada por

W;":Zai’jvﬂj_’_fi, izl)"'vmv

=1
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donde V*i es el potencial logaritmico de la medida p;

1
VHi(z) = /ln ——dp;(x), z e C.

|2 — x|

Cualquiera sea una medida o finita y de Borel, V7 es una funcién suprar-
monica en C y armonica en C\ sop(o). Una prueba de esta afirmacion puede
encontrarse en el Teorema 3.1.2 de [45]. También se cumplen los siguientes
principios que aparecen enunciados en el apéndice de [51].

Teorema 4.4 (Principio de continuidad de los potenciales) Sea V°
continua en zy € sop(o) como funcion de sop(c). Entonces es continua en
2o como funcion de C

Teorema 4.5 (Principio del maximo para potenciales) Supongamos
que
sup V7(z) <M entonces supV(z) <M

z€sop(o) zeC

Teorema 4.6 (Principio del descenso) Supongamos una medida o y una
sucesion de medidas {01 }32, todas con soporte compacto en C, tales que se
cumple

* lim o, = 0.
k—o00

Entonces
V7(z) < liminf V7*(2)

k—oo

localmente uniforme en C.

Para probar estos principios se pueden seguir los esquemas de demostracion
de los Teoremas 1.7, 1.6 y 1.3, respectivamanete, correspondientes al epigrafe
3 del Capitulo I en [35].

Volviendo a las medidas vectoriales, definimos ahora la energia mutua de
dos medidas vectoriales u', ui* € My(A) en presencia de f mediante

=3 [ | a2+ OB e, @)

,j=1

La energia de la medida vectorial u € My(A) se escribe del siguiente modo:

I = (g 42 [ fdu= 3 aislnopy) + 23 [ fio)duta), (120

1,7=1
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donde
M) = [ [0 =@y @) (121)

Observemos que si p; = p1; entonces (4.21) coincide con el conceto de energfa
para una medida escalar introducido en la Seccion 3.1.
Podemos reescribir las férmulas (4.19) y (4.20) como sigue:

J(put, 1) /W“ )dp' (2 /f )dp?(x (4.22)

y
J(n) = / (WP + f)(=)dp2). (4.23)
donde
/W“ )du' (2 Z/W“ 2)dp; (2)
y

[ r@dii Z/f] )i

Estos conceptos pueden ser interpretados en términos electrostaticos. A es
un sistema de conductores donde sobre cada conductor A; actia un campo
externo f;, i = 1,---m. El vector # caracteriza cuanta carga hay en cada
conductor. La medida p € My(A) describe la distribucién de tales cargas.
El elemento a;; de la matriz A representa la ley de interacciéon entre los
conductores A;, Aj, 1,5 =1,...,m.

Para cada p € My(A), definimos

B i T7H L
wt = min W}(x), i=1,...,m.
TEA;

En lo que sigue supondremos que f es tal que existe p € My(A) con
I(,uza,ul) < +OO,Z = 17"'am7 y

/f(a:)d,u(x) < +00. (4.24)

Teorema 4.7 Cada uno de los siguientes problemas (1) — (3) tienen una
solucidn unica @ € My(A), y es la misma para todos.

1. J () = mingep,a) J (1)

2‘ VVF@) = wiﬁa T e SOp(ﬁi), Z - ]., e,
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donde ‘
Ml(ﬂ):{MEMg(A)/,LJ:ﬁJ,j:L,m,j?él}

La medida @ = (A, 6, A, f) se conoce como medida extremal ¢ de equi-
librio respecto a los datos iniciales (A, 6, A, f). En las aplicaciones la se-
gunda afirmacién es la mas importante. Esta parte puede ser escrita como
sigue: existe una unica medida 1 € My(A) y ciertas constantes w; tales que
WH(x) = w; en sop(f;) y W/ (z) > w; en Ay, i = 1,...,m. El Teorema 4.7
es una extension al caso vectorial de un resultado conocido que consiste en
la existencia de una medida de equilibrio en presencia de campo externo.
El caso vectorial sin campo externo ha sido tratado en [26] y [44]. Nues-
tra demostracién para el caso general sigue el esquema propuesto en [44], y
puede ser extendida al caso de compactos regulares del plano complejo (no
necesariamente intervalos del eje real).

Tiene interés particular el caso escalar (m = 1) el cual exponemos en
forma de corolario, ya que formalmente es consecuencia del Teorema 4.7;
aunque lo usaremos en su demostracion. Aqui A = A1,0 >0, A=a >0, f
es una funcién semicontinua inferiormente en A, W* = aV* + f, y w* =
mingea WH(z).

Corolario 4.1 Cada uno de los siguientes problemas (1') — (3') tiene una
unica solucion i € Mg(A); ademds, es la misma para todos ellos.

(1) J(f) = mingep,(a) J (1),
(2) VP + f=wh, € sop(h),
(3°) Max,epmy(a) W = wh .
Antes de probar el Teorema 4.7 necesitamos algunos resultados auxiliares.

Lema 4.1 Los funcionales (4.19) y (4.20) son semicontinuos inferiormente
en la topologia débil estrella de Mg(A).

Demostracion. Es suficiente probar que la energia mutua es semiconti-
nua inferiormente, ya que J(pu) = J(p, p).

Las componentes de f son funciones semicontinuas inferiormente. Probe-
mos que cada f; define un funcional semicontinuo inferiormente en My, (A;)
respectivamente. Fijamos ¢ € {1,...m}. Debido a la Proposicién 4.1, existe
una sucesion {g;,}, n € N, de funciones continuas en A; tales que g;,(z) <
gint1(z) < fi(w), para todo n € Ny

Tim g, () = fi(). (4.25)
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La acotacién inferior de f; esta garantizada pues toda funcién semicontinua
inferiormente en un compacto, como lo es A;, alcanza su valor minimo en
dicho compacto (ver Teorema 2.1.2 de [45]).

Sea {p;k}, k € N, una sucesién de medidas en My, (A;) tal que

* ’}fm Wi = i € Mg, (D).

Entonces para cada n € N fijo

k—oo

/gm(:v)dui( )= lm [ g;n(x)dp;i(z <hm1nf/f, i g (x

Por el Teorema de Lebesgue de la convergencia monétona y (4.25) concluimos
qu

(§
[ @) = tin [ gndu(e) < timint [ @)

con lo cual queda probado que f; define un funcional semicontinuo inferiror-
mente en My, (A;). Luego la aplicacién que a cada pu € My(A) le hace
corresponder [ f(z)du(z) define un funcional semicontinuo inferiormente en
My(A).

Probemos ahora la semicontinuidad inferior de la suma ) 37, a; ;1 (pais 13).
Separemos la suma en dos. ), contiene todos los términos para los cuales
a;; > 0,y >, el resto, donde se tiene a;; < 0. Por el Teorema 2.1 pagina
168 en [44] cada término de la primera suma es semicontinuo inferiormente
y, por tanto, lo es ) ;. En la segunda suma todos los términos son continuos
porque la matriz A la hemos escogido de tal modo que si a;; < 0 entonces
A;NA; =0, y por tanto el niicleo logaritmico es continuo en el conjunto
compacto A; x Aj. O

Consideremos el siguiente problema. Encontrar

J(7) = w = mf{J(u) : p € My(A)}

y la medida extremal 7z para la cual el infimo se alcanza.

En el epigrafe 4 del capitulo II de [35] se expone una lista de compactos del
plano complejo con los correspondientes valores de capacidad logaritmica (ver
Definicién 3.1.3). En dicha lista se puede ver que la capacidad logaritmica de
un intervalo de longitud a es a/4. Por tanto si los intervalos A;; i =1,...,m,
no se reducen a puntos la capacidad logaritmica de ellos es mayor que cero.
Luego, existen medidas vectoriales u = (u1,..., ftm,) cuyas componentes
tienen energia finita

1
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Hemos supuesto que la funcién vectorial f, es tal que para alguna de estas
medidas con energfa finita, se cumple que [ fdu < +oo. Por tanto,

w = mf{J(p) : p € Mo(A)} = Inf{J(p) : p € MG(A)} < +o0,

donde
My(A) = {p € Mo(A) : I(p;) < o0,i=1,...,m}.

Sea
M(A) = [ M;(A)

feR™

Lema 4.2 La medida extremal i en Mj(A) existe y es unica. Ademds, es
la unica medida vectorial que satisface la desigualdad

/W“d(u W) >0,  peMA). (4.26)

Demostracion. La existencia de ft es una consecuencia inmediata de
la compacidad débil estrella de My(A) y la semicontinuidad inferior del
funcional (4.20).

Denotemos
m

I(p' i) = aiI(p!,p3) . (4.27)

ij=1

Dicha igualdad representa la energia mutua de los vectores de medida p!, pi?
en ausencia de campo externo. Sea pu = (p1,. .., llym) una carga vectorial; o
sea, cada componente de p designa una medida real (carga). Es bien conocido
que cada p; admite una tnica descomposicion

M = i — i — 5 Z:177771

en dos medidas (positivas) p; 1, pt; —. Supongamos que ji; +, it; —, tienen ener-
gfa finita, entonces no hay ningin problema en definir I(y;, 1t;) de acuerdo
con (4.19). De hecho,

I(pis prg) = I(pti gy prga) + 1 (p0i—s prg—) — L(pies prg—) — L (pi— s ptj4) -

Por tanto, si ', 42 son dos cargas vectoriales cuyos elementos se descomponen
en medidas positivas con energia finita, podemos definir para ellas la energia
mutua mediante la férmula (4.27). Denotemos

MHA) = {p=p" —p® ' € MH(A)}
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Obviamente, Mv*(A) es el espacio vectorial de todas las cargas vectoriales
cuyos elementos se descomponen en medidas con energia finita.
Sea 0 < e < 1. 8iu € Mj(A) entonces 1 = ep + (1 — e)u € MG(A).
Luego,
J(r) = J(r) = 0

6, equivalentemente (véase (4.20)),

1) +2 [ gdi— 1) -2 [ fdn =0

Sustituyendo g por su expresién en términos de p y 1, tenemos

Tl + 26l (u — )+ 2¢ [ falu— ) 2 0.

por tanto,
I@) - I@) = 1) + 26 [ Widn—p) 20, (428)

Dividiendo por € y haciendo tender € a cero, se sigue que
/W“d(u —n) = 0.

lo cual es (4.26).
Haciendo un cambio de variables apropiado, es facil verificar que no hay
perdida de generalidad en la demostracién si nos restringimos al caso cuando

max{|z|:z€ A, i=1,...,m} <1 (4.29)

En la proposicién 4.2, pagina 178, de [44] (aqui, son usadas las suposiciones
respecto de A) se prueba que si se cumple (4.29), entonces

I(p) = I(p, ) >0,  peM(A)

I(p) =0 — u=0.

Supongamos que g es otra medida vectorial extremal. Tomemos ¢ = 1.
Tenemos que J(p) = J(u) = J(fi). De (4.28) se deduce que

OZI(u—ﬁ)+2/W“d(u—ﬁ),
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que de acuerdo con (4.26), implica que I(u — ) < 0. Luego I(u— 1) =0y,
consecuentemente, p =z, que era lo que necesitabamos probar.
Ahora, supongamos que una cierta medida vectorial A € Mj(A) satisface

/WAd()\ N >0,  AeMyA).
Razonando como antes, obtenemos que
JA) = JN) = I(A—X)H/WM(A—X) >0,

ya que ambos términos del miembro derecho son no negativos. Esto a su vez

hace necesario que A sea la medida extremal. Asi concluimos la demostracion.

O

Decimos que una propiedad se cumple en casi todo punto (ctp) si es cierta

excepto en un conjunto de capacidad logaritmica cero. Para p € Mj(A),
denotamos

Ji() = / (WE+ f)dp

wii= 07U~ [ ) =6 [ whap,.

Lema 4.3 Para cada 7 =1,---m,

Wi(z) > wy, ctp r € A;. (4.30)
Demostracion. Supongamos lo contrario, que para alguna ¢ hay un sub-
conjunto compacto K C A, con capacidad logaritmica positiva tal que

Wh(z) < w;, r e K.

()

Tomemos una medida arbitraria p; € Mj (K). La existencia de tal medida
esta garantizada porque la capacidad logaritmica de K es positiva. Consi-
deremos la medida vectorial u = (p1,- -, ftm), donde p; = 7;, j # i. En-
tonces

/W“d(M — )= /Wfd(ﬂi — ;) < wily — w;0; =0

lo cual contradice (4.26). O

Lema 4.4 Para cada j =1,...m,

WH(z) < wj, r € sop(fi;). (4.31)

J
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Demostracién. Supongamos que para alguna j existe zo € sop(fi;) tal
que Wjﬁ (xg) > w;. Como Wjﬁ es semicontinua inferiormente se sigue que
existe una vecindad V(zg) de zg tal que para toda z € V(x) tenemos que
WF(x) > w;. Por otra parte, z € sop(f;), luego 7i;(V(zo)) > 0.

Usando el Lema 4.3 y el hecho de que una medida de energia finita tiene
medida cero sobre cualquier conjunto de capacidad logaritmica cero (ver
explicacién en la Seccién 3.1), se obtiene que

/ W (z / Whdn Whdp; >
Aj\V

wjﬁj(V) + wjﬁj(Aj \V) = 0w,

lo cual es absurdo. a
Demostracion del Teorema 4.7. Por el Lema 4.2 sabemos que el pro-
blema 1 tiene solucién unica. Debemos probar entonces que dicha solucion
resuelve el problema 2.
Un intervalo es un conjunto regular en el sentido de la solucién del pro-
blema de Dirichlet (ver, por ejemplo, pagina 182 de [44], en particular el
Teorema 4.1), por tanto de (4.30) se sigue que

Wit(z) > wy, ASIAT j=1,...,m.

Consecuentemente, usando (4.31), obtenemos que
WH(x) = w;, x € sop(Ji;) , j=1,...,m.

Entonces w; = wjp, y 1 resuelve el segundo problema en el Teorema 4.7.

Probemos que cualquier solucién A del problema 2 también es solucién
del problema 1. Observemos que

/ WX = " wo;.
j=1

Por otra parte, si A € M} (A), como W’\ > wX reAj,j=1,...,m, sesigue

que
/ WhdA > Z w0 .

Luego, se cumple (4.26) y por el Lema 4.2, A\ = J como necesitabamos probar.
Ahora resolvemos el problema 3. Comencemos por el caso escalar. Por
supuesto, de lo anterior ha quedado probado que los problemas 1’ y 2’ del
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corolario son equivalentes y tienen la misma soluciéon. Demostremos que el
problema 3’ tiene como solucién unica la medida de equilibrio @ € My(A)
en presencia del campo externo f.
Como 7i € My(A), obviamente sup,,c i, (a)w" > wF. Supongamos que
existe p € My(A) tal que
wh > wh

y probemos entonces que pu = n. Esto demostraria que el supremo en 3’ se
alcanza tnicamente en la medida de equilibrio.
Sabemos que

(aVF + f)(z) = w", x€sop(u) C A;
luego
a(VF = V) (x) = (V7 + f)(x) — (V" + f)(x) <0, = € sop(@). (4.32)

La funcién a(V# — V*#) es subarménica en C \ sop(fi). Recordemos que a > 0
y que los potenciales son suprarmonicos en C y arménicos en el complemento
de su soporte.

En sop(f) la funcién (aVF+ f) es continua ya que toma un valor constante
en dicho conjunto y f es semicontinua inferiormente. Entonces en sop , alV*
es semicontinua superiormente, pero al ser un potencial es también semicon-
tinua inferiormente; luego es continua en sop y por el principio de con-
tinuidad para potenciales (ver Teorema 1.4, pag. 168 en [44], también enun-
ciado aqui como Teorema 4.4) es continua en todo C. Por lo cual se llega a
que a(VF# —V*H)(x) es semicontinua superiormente en todo C. En particular,
para = € sop(z), de (4.32) obtenemos que

limsup a(VF — V#)(2) < a(VF = V#)(z) <0.

Z—T

Por el principio del maximo, enunciado aqui como Teorema 4.3, se tiene
que
a(VF —=V")(z) <0, x € C.

Ademés, a(VF — V#)(c0) = 0; consecuentemente,
a(VF—V*)(z) =0, x € C\ sop(fn). (4.33)
Tomando limite cuando z — x € sop(f), z € C \ sop [, obtenemos

a(VF —VH)(z) > limsupa(VF - V#)(2) >0, x € sop(n) .

zZ—T
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De todas estas relaciones tenemos que
a(VF -V (2) =0, z€C,

de lo cual se sigue que u = 7 (ver Corollary 2.2, pag. 103 de [46]). Con esto
concluimos la demostracion del corolario.

Empleando los mismos argumentos usados en la demostracién del caso
escalar, es facil verificar que la medida vectorial de equilibrio @ = (fiy, . . ., &Z,,)
es solucién del problema 3. Sea A = (A, ..., Ay) cualquier otra solucién de
dicho problema. Fijemos i € {1,...,m} y sea A € M*()). Tenemos que

W) = ai V> + Z a;; VY + fi = a; VN + F,
J#i

y F; es semicontinua inferiormente en A;; por tanto, A\; es la solucién del
problema escalar de equilibrio en presencia del campo externo F;. Como en
el caso escalar el problema 3’ es equivalente al 2’; esto significa que

W?(az):w?:mgnwg(t), x € sop(\;) i=1,...,m.

teEA;

Entonces, A resuelve el problema 2 y como la solucién de dicho problema es
Unica, concluimos que A es la solucién del problema vectorial de equilibrio
que era lo que queriamos probar. O

4.4. Asintética de funciones de segundo tipo

En esta seccién estudiaremos el comportamiento asintético logaritmico de
las funciones de segundo tipo {¥,, ;}, sobre ciertas sucesiones de multi-indices
A C Z7%(x), tales que se cumple que |n| — +oo. Para ello debemos consi-
derar el comportamiento asintotico logaritmico de la sucesiéon de polinomios
ménicos {gn j},n € A, que se definieron en el Teorema 4.1. Como hicimos en
la seccién 3.3, haremos explicita la dependencia de todas las cantidades que
varian con el multi-indice n, escribiéndolo como subindice.

Fijemos una distribucién de probabilidad p = (p1, - ,pm) en la cual
no existen 1 < k < j < i < m tales que py < p; < p;. Denotemos p° = p.
Supongamos que p’ = (p;:H, ..., p}) hasido definido, donde j =0, ..., m—2.
Entonces, _

P = )
es el vector que se obtiene al extraer de p’ la primera componente pij que
satisface A
pij >max{p, :j+1<k<m}.
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Consideremos el problema vectorial de equilibrio con los siguiente datos
iniciales (A, 0, A, f):

1. A=(Aq,...,A,) es un conjunto de m intervalos cerrados contenidos
en la recta real que no se reducen a puntos, tales que A; N A =
0,j=1,....m— 1.

2. 0=(0y,...,0,), donde

9]':‘]#71’, jzl,,m

3. A =||a;|| es la matriz de interaccién para la cual a;, = 2, a;, = —1,
si|j—kl=1,y a;r =0 en el resto de los casos.

4. f = (f1,--., fm), donde f; es una funcién real semicontinua inferior-
mente en A; tal que existe p; € My, (A1) con I(u1, p1) < 400 para la
cual [ fi(x)du(z) < 4ooy fi=0,i=2,...,m, en A,.

En lo sucesivo, iz denota la medida extremal relativa al problema de equilibrio
enunciado en el Teorema 4.7 tomando estos datos iniciales.

Sea A C Z7(*) una sucesion de multi-indices n = (nq,...,ny,) tales que
In] = ooy
fm it =pp >0, k=1,...m (4.34)
am ’n’ k s y. ..M. .
Sean ¢, ; = ¢j,7 = 1,...,m+1, los polinomios definidos en (4.7). Recordemos

que ¢u1 = Qn ¥ @nm+1 = 1. Por tanto, ¢, ; tiene todos sus ceros en el interior
del intervalo A;, ademds son simples, y

deg g, ; = /7], j=1,....m+1
(In™| = 0). Notemos que de (4.34) se tiene

}zlemA||n||:8j’ j=1,...m.

Sea x(q) la medida contadora de los ceros del polinomio ¢. Es decir, x(q)
asigna medida 1 a cada punto que es cero de ¢ (contando multiplicidades) y
medida cero al resto de los puntos.

Escojamos dos sucesiones de polinomios monicos {ay,}, {8,},n € A, con
coeficientes reales tales que deg 3, = k,,,deg o, < |n|+kK,+min{ny,...,n,}.
Los ceros de (3, tienen multiplicidad par y estan en A; y los ceros de a,
pertenecen a un subconjunto compacto ' de D = C\ A; (tal como habiamos
exigido para definir los AGHP, en la Seccién 4.1). Supongamos que existen
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dos medidas «, 8 con soporte contenido en I’y Ay, respectivamente, tales
que

z 1 ’ 1 o
* 71'7,131% mx(an) =, * nglX mx(ﬁn) =0. (4.35)
Denotamos ]
o) = (V) a) = VX)),

Por (4.35), teniendo en cuenta las propiedades de los potenciales (véase [27]
v [35]), se sigue que:

w fi(x) = lmy,ep froi(z) = VP (x) = Ve(z), x € Ay, donde la convergen-
cia es en medida en A.

» Cada f,1 y fi es semicontinua inferiormente en A;.

» Cada f,1 y fi1 es débilmente aproximativamente continua en A;. Una
funciéon g es débilmente aproximativamente continua en xg € Aq, si
existe un conjunto e(zy) C A; de medida positiva tal que

liminf g(z)= lm  g(z) = g(zo).

T—10,2EA] x—x0,x€e(T0)

w lim, oo ming, fri1(z) = mina, fi(z).

Denotaremos este tipo de convergencia de la siguiente manera
F lim fn,l = fl .
n—oo

La funcién f; la escogeremos como la primera componente de la funcién vec-
torial f. Tenemos que comprobar que se cumple (4.24). En efecto, tomemos
cualquier p € Mj(A) tal que py es la medida de equilibrio en A; en ausencia
de campo externo. Entonces

[ t@auta) = [ (7 =v) @daa)

_ /A VA @)ai(e) - / V(@) dpur () < o,

A
ya que V* y V< son continuas en Aj.
Sea ¢ una medida finita positiva y de Borel, soportada en un compacto
del eje real. Decimos que o es regular y lo denotamos o € Reg si

h’}n mll/l = cap(sop(0));
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donde k; es el coeficiente conductor del polinomio ortonormal de grado [
respecto a o. Mas detalles sobre esta definicién y las propiedades de las
medidas regulares, pueden verse en el Capitulo 3 de [51]. En particular, es
bien conocido que si ¢/ > 0 en casi todo punto de su soporte, entonces
o € Reg. La clase de las medidas regulares es mucho mayor que la de las
medidas para las cuales se tiene ¢’ > 0 en casi todo punto del soporte de o.

El siguiente resultado es una generalizacién de los Teoremas 3, 4, y 5 de
[29] cuando nos restringimos a considerar sistemas de medidas de Nikishin.
La demostracion sigue el mismo esquema pero tomando en consideracién
la solucién del problema vectorial de equilibrio en presencia de un campo
externo vectorial.

Teorema 4.8 Supongamos que o7 > 0 en casi todo punto de Ay, yo; € Reg
para j = 2,...,m. También suponemos que se cumplen (4.34) y (4.35). Para
cada 3 =1,...,m, tenemos

o
* 1im WX(qn’j) =T . (4.36)

neA

Por tanto,

lim g (2)| ™ =G, =1, m, (4.37)
ne

uniformemente sobre cada subconjunto compacto de C\ A;. Mds aun,

1

o 1Wnjaldsi7t\ ™ . .
lim /qm—J =e %, j=1,....,m. (4.38)

neA |Gn 1

donde v; = wy +--- +wj, y

lfm [T, ;|7 = Vi Vi) | (4.39)
neA' ™Y

uniformemente sobre cada subconjunto compacto del complemento de A; U
Ajir (A =0,V =0).

Demostracién. Multi-indices distintos pertenecientes a A C Z7'(*) po-

drfan tener asociado diferentes X7 y r;, 7 =0,...,m— 1. (Véase la definicién
de 37 y r; al comienzo de la Seccién 4.2.) En particular, las medidas s{;j,
j =0,...,m — 1, podrian depender de n. Para simplificar la notacién no

hemos indicado esta dependencia en todo el capitulo. Hasta ahora esto no
importaba porque los resultados anteriores, en lo referente a los polinomios
n,j, fueron demostrados para cada n fijo. Sin embargo, ahora vamos a tratar
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el limite en n € A. No obstante, con las suposiciones del Teorema 4.8, este
hecho no influye. Veamos por qué esto es asi.

Obsérvese que de acuerdo con la construccion, hay sélo un nimero finito
de posibles sistemas Y7, 7 =0,...,m — 1, y de medidas sﬁj, 7=0,....,m—1,
asociadas a los diferentes multi-indices. Supongamos que hemos tomado una
sucesién de multi-indices A’ C A, con un nimero infinito de elementos, tal
que para todo n € A’ tenemos las mismas medidas s{j, Jg=0,....m—1,
y logramos probar que se cumplen las relaciones (4.36)-(4.39). Como los
miembros derechos de (4.36)-(4.39) sélo dependen de los datos iniciales del
problema de equlibrio, los cuales son independientes de la construccion de los
sistemas auxiliares 7, j = 0,...,m — 1 y, ademds, A puede particionarse en
un numero finito de sucesiones de multi-indices como A’ (en cada una de las
cuales se obtienen las mismas medidas sf;j, j=0,...,m—1,) mas otra canti-
dad finita de multi-indices, entonces habriamos probado el resultado tal como
se enuncia. En lo que sigue, sin perdida de generalidad, supondremos que to-

dos los n € A tienen asociado el mismo sistema auxiliar X7, j =0,...,m — 1
y, consecuentemente, el mismo sistema de medidas sij, 7=0,...,m—1.
Usando (4.7) y (4.17) se sigue que para cada j =0,...m — 1
J T T R L R R
" qn jr1(2) Y j(r) ——= =0, v=0,...,|n| -1
Aji1 ! T g jea (@)
O sea, para cada 7 =0,...m — 1
/ x”qn7j+1(a7)hn7j(x)ds{j (x) =0, v=0,...,|n7| -1, (4.40)
Ajt1
donde
n,jz—w"’jl : =0,...,m—1.
|G j+2|

(Recordemos que vy, j ¥ gn j+o tienen signo constante en Aj;.)
El polinomio gy ;41 es ortogonal con respecto a la medida variante

do-n7]+1 = hn7]d8',z,] y ] :O77m_ 1
Definamos
1 .
M”,j:mX(Qn,j), j=1,...,m,

y denotemos fi, = (fin.1,- - -5 tnm)-

Como la sucesién {u, },n € A, es compacta en la topologia débil estrella,
para probar (4.36) es suficiente demostrar que cualquier subsucesién conver-
gente {u,},n € A', A’ C A, satisface

* lim =1.
nenN’ fin K
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Por tanto, sin perdida de generalidad, podemos suponer que existe

sl g, = = (p1, - -+, fom) - (4.41)
neA
y debemos demostrar que pu = .

Con este propdsito hacemos uso del Teorema 1 de [27] y el Teorema 3.3.3
de [51], relacionados con el comportamiento asintético de la raiz n-ésima de
polinomios ortogonales respecto a medidas variantes. Por comodidad en la
lectura, enunciamos estos resultados en el teorema siguiente. El resultado con
condiciones mas débiles sobre la sucesion {g;};cp corresponden al Teorema 1

de [27]; por otra parte, las suposiciones més débiles sobre o corresponden al
Teorema 3.3.3 de [51].

Teorema 4.9 Sea A C N. Supongamos que una sucesion de polinomios
monicos {q }1ea satisface las relaciones de ortogonalidad

/xkql(x)dal(x) =0, k=0,...,degq —1, [€A, (4.42)
donde
do; = exp(—g;)do .
Y
lim S84 _ g c g
leA

Supongamos que tenemos una de dos situaciones:

s 0/ > 0 en casi todo punto de su soporte, dado por un intervalo A,
las funciones de la sucesion {g hiea al igual que g son semicontinuas
inferiormente en A y satisfacen

1
F lim 79l(m) = g(x), x €A,

leA

» 0 € Reg, las funciones de la sucesion {g }iea al igual que g son con-
tinuas en A y satisfacen

1
lim 791(55) =g(z), z€A,

uniformemente en A.
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Entonces

1
lim -x(q) =7, (4.43)

7 2 ! __—w
lller[? (/ q dal(a:)) =e ", (4.44)

donde i = [i(A, 0,2, g) es la solucion del problema escalar de equilibrio que
aparece en el Corolario 4.1 con a = 2, campo externo dado por g, y donde
w = wk es la constante de equilibrio asociada.

De (4.41) se sigue que
1
lim — log |g, ;| = h'rr/% Vhni = —VHi |
ne

e Jn]

uniformemente en cualquier subconjunto compacto de C\ A;. Como 9, o =
bnde (4.35) tenemos

, 1 _
F lim — log |1y, 0| L= f
neA |TL|

en A;. Denotamos
2V — Y2 4 f) =

Usando (4.40) con j = 0 y el Teorema 4.9 (véase (4.41), (4.43) y (4.44)),
obtenemos que p; satisface las condiciones de equilibrio

Wi (z) = n&in W = wf, x € sop(p1) (4.45)
1

1
~lim .~ log( / @21 don,) = wf.

neA |n|
De (4.40) se sigue que

Q(z)/qnjH( ) Pny( )dsj /Q )@nj11(2) V(@) dsi ()

< T d4n j+2 I =X Qn,j+2<x>

donde Q es cualquier polinomio de grado < |n/|. Si usamos dicha férmula
con Q = qnjt1y Q = ¢ jt2, respectivamente, obtenemos

/%JH(ZU) Yn,i(2) ds? (z) = 1 /q?mﬂ(x) Vn,j(@) ds? (z)

Z2—=T Qnjro(T) Gnj+1(2) 2= Gnjra(z)
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y (véase también (4.5))
/qn,j+1($) wn,j(x> de_(ﬂf) _ 1 /q”7j+2(x)qn,j+1(x) wn,j(m) de_(ilZ')

2= qnja(T) n,j+2(2) z— Qnj+2(2)

_ Ynjt1(2)
Gn,j+2(2)

Por tanto,

2 (¢
Unj(2) = qn;<z> / q;’i(t)dan,j(t), z€C\4Y;, j=1...,m. (4.46)

Probemos que para cada j = 1,...,m existe el limite

v; = —ng ] log(/ @ jdon;) -

Procederemos por induccién. Sabemos que v; = w{ para j = 1. Supongamos
que el limite existe para algin j,1 < 57 < m — 1 y demostremos que la
afirmacién es cierta también para j + 1.

Es conocido y fécil de verificar (véase, por ejemplo, la pdgina 158 de [51])
que para cada subconjunto compacto K de C\ A; existen constantes positivas
C1(K) y Cy( K) tales que cualquiera sea z € K se cumple

qn,
)] [ & oo < | [ 245 dm, 0

De tales desigualdades y de (4.46) se sigue que

< Co(K |/an Vo (2)].

.1 .
— lim Tl log [tn,;(2)| = =V*(2) +v;, (4.47)

uniformemente en cada subconjunto compacto de C \ A;; en particular, en

Aji1. Por tanto,

—lim —log hy, j41 = v; — VHit2 - VHi |
neA |n|

uniformemente en A ;. Usando (4.40) y el Teorema 4.9 para j+1 (obsérvese
que ahora sélo se requiere que 0,41 € Reg), se sigue que f;41 satisface el
problema escalar de equilibrio

WE (2) + v = 2V (@) — VA9 (2) = V() b o, (448)
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para x € sop fljy1, Y

vy = = lim e tom( [ 62000 (0) = s+ 0

De (4.45) y (4.48) tenemos que la medida vectorial p satisface las condi-
ciones de equilibrio para todo 7 = 1,...,m. Por tanto, debido al Teorema
4.7 tenemos que p = i, y sus consecuencias (4.36), (4.37), y (4.38). Con las
férmulas (4.37) y (4.47) se llega a (4.39). Asi se concluye la demostracién del
Teorema 4.8. a

Nota 4.2 Si 3, = 1,n € A (o sea, cuando los AGHP se reducen a AMHP
puesto que no se fijan polos), entonces lim,ep f, 1 = f1 uniformemente en A4
y fi1 es continua en A;. En tal situaciones también podemos hacer uso del
Teorema 3.3.3 de [51] en el paso inicial de la demostracion del Teorema 4.9,
y sustituir la condicién o] > 0 en casi todo punto de A; por la condicién
mas débil, o1 € Reg. Luego, si este es el caso, en el Teorema 4.8 es suficiente
suponer que 0; € Reg,7=1,...,m.

4.5. Velocidad de convergencia de los AGHP

Sea S = (s1,...,8m) = N(o1,...,0,) un sistema de medidas de Ni-
kishiny S = (51, ..., ) su correspondiente sistema de funciones de Nikishin.
Supongamos que o7 > 0 en casi todo punto de Ay, y 0; € Reg, j =2,...,m.

Escojamos una sucesién de multi-indices A C Z7 (x) tal que se cumpla (4.34).

Para cada n € A, sea R, = (Ry1,..., Rym) el AGHP asociado a S con res-
pecto a los polinomios moénicos «,, 3, como se indico en la Seccion 4.1, donde
las sucesiones {a, }, {6, }, n € A, satisfacen (4.35). El objetivo de esta seccion
es el estudio de la velocidad de convergencia de la sucesién {R, ;}, n € A,
as;, j=1,...,m. Con este fin, usamos la férmula integral del resto y las
férmulas asintoticas obtenidas en el Teorema 4.8.

De acuerdo con la condicién i7) del comienzo la Seccion 4.1, la funcién de
la izquierda tiene un cero de orden a lo menos uno en el infinito y es holomorfa
en el complemento de A;. Integrando alrededor de una curva cerrada I' de
indice uno respecto a sus puntos interiores, tal que los ceros de o, y 2z queden
en el exterior de I', y Ay esté rodeado por I', obtenemos

S — . 5. — . d
(ﬁnQnSj Pn,]) (Z) o L/ (ﬁnQnSJ Pn,j) (C) C
r

o, 2 o, z—C
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o ) ()0t

Sustituyendo §; por su expresion integral y usando el Teorema de Fubini,
para cada j = 1,...,m, obtenemos

(n®y5)(2)
(Bn@n)(2)

onj(2) = (8j — Rnj)(2) = zeD=C\A,, j=1,....,m,

(4.49)
donde

SR g AGLID

an(zr) z—x
Por el Teorema 4.8 (recordamos que ¢, 1 = @) y (4.35) sabemos que

" =exp(V* + f1), (4.50)

an
B Qn

uniformemente en cada compacto de la region D\ F' = C\ (F UA;). En los
subconjuntos compactos de D lo mismo se cumple tomando limite superior
en el lado izquierdo de (4.50). Por tanto, el problema se reduce a encontrar
el limite de {®,;},n € A,j = 1,...,m. Luego, debemos establecer una
conexioén entre las funciones @, ; y ¥, ;.

Vamos a hacer esto en dos pasos. Primero, veremos la relacion entre W, ; y
los restos de un sistema auxiliar de funciones de Nikishin que introduciremos.
Después, compararemos las funciones restos de ambos sistemas de Nikishin.
Introduzcamos el sistema de Nikishin auxiliar.

lim
neA

Para cada n € Z7 asociamos una permutacién 7 = 7, de {1,...,m} como
sigue. Para cada i € {1,...,m},
, o > k>j
(i) =7 si "y =T pata S (4.51)
n; >mn, parak <j

para todo k € {1,...,m}\{r(1),...,7(i—1)}. Cuando n € Z7(x), no existen
1 <i<j<k<mtales que n; < n; < ng. En términos de 7 esto significa
que no existen 1 < i < j < k < m tales que 7(i) > 7(j) > 7(k). Dicho de
otro modo, {1,...,m} puede particionarse en dos subconjuntos en los cuales
7T es creciente. Decimos que 7 € S,, (%) si tal propiedad es cierta. Obviamente,
cada 7 € S, (%) estd asociada a infinitos multi-indices en Z7 ().

Sea A C Z7 (). A cada n € A le asociamos el multi-indice

n=(ny,....n0"").
Es facil de verificar que 7 = (n-(1), - - ., Nr(my)- Més atin, 7(j) = r;_1 — d(j)

donde d(j) es igual al numero de 7,0 < i < j — 1, tal que r; > 7(j). En
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principio, la permutaciéon 7 depende de n € A, pero para simplificar no lo
indicaremos. Denotemos A = {n : n € A}.
El sistema de Nikishin auxiliar es (¢4,...,9,,) donde ¥; = s/~ ' j =

Tj—1

1,...,m. Las medidas s{l,;ll son las definidas en la relacién (4.5) de la Seccién
4.2. Denotemos (91,1, . .., 01m) = N(¥1,...,0n). Sea Ry = (}ng N Pg;m) la

sucesién de AGHP correspondiente al sistema de funciones (0; 1, ... 701,), la
sucesién de multi-indices A, y la sucesion de polinomios «y, y 3, (los mismos
polinomios que para el sistema inicial, teniendo en cuenta la correspondencia
n < n).

En el Teorema 1 de [8] se demostré que el denominador comiin Q5 de Ry
satisface las mismas relaciones de ortogonalidad que el denominador comin
@, de R,. Por ello, Qi = @Q,. Més auin, las funciones ¥, ; definidas para
el sistema inicial de Nikishin son iguales a las correspondientes del sistema
auxiliar introducido; por eso, ambas generan los mismos polinomios gy, ;, ] =
1,...,m.

De (4.49) aplicado al sistema auxiliar de Nikishin, tenemos que

_ S (0nPry) ()

On,j(2) = (V1; — Raj)(2) = (3.0.)(2) ze€D=C\Ay, j=1,...,m,

(4.52)

(5?L,j<z>_/A (82Qn) () dih 4(z)

an(x)  z—x

/Al / /BnQn 21) AV (z1)ds () - - AV ()

an(r1) (2 —x1)(21 — 22) -+~ (W51 — ) '

Lema 4.5 Supongamos que la misma permutacion T estd asociada a todos
losne A CZ(x). Para cada j =1,2,...,m, tenemos

J
&5 (2) = (=1)77 ', +Zu3k ,  zeC\( U , (4.53)

donde las funciones ujy, son analiticas en C\ (UL_, Ax) y no dependen de
n € A. Para cada j =1,2,...,m

j—1
Oy (2) = ii(2) + D Lin(2)Pan(2) +Go(2),  2€C\ A, (4.54)
k=1
donde U,k = 0,...,7 — 1, denotan polinomios que no dependen de n € A
de grado < m — 1. SzlmlnnZZm—l n € A, entonces {;p = 0.
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Demostracién. Comenzamos probando (4.53). De la definicién

/ ﬁnQn 561 ddy (z1)dVa(x2) - - - dV(z)
Ay

(1) (22— 1) (25 — x51) (2 — 25)

Para j =1, &Dﬁj(z) =V, i(2) (= ®ps). Cuando 2 < j < m, tenemos que

©5j(2) + (—1) W j(2) =

/ ﬁnQn 3:1 (21 — xj)d01 (x1)dVs(22) - - - dI(x)
A

an(z1) (z—21)(21 —22) -+ - (o1 — x5) (2 — ) '

Tomando (1 — xj) = (1 —x2) + -+ (xj_1 — z;), obtenemos

Jj—1 J
Uy(2) = (17 05 5(2) + > (=) k() Pan(z),  zeC\(|J A,
k=1 _

donde ¥, = (¥5,...,Uk41),1 < k < j — 1. Sustituyamos j por i en es-
ta relacion. Usando esta férmula para i = 1,...,j, obtenemos un sistema
triangular de ecuaciones lineales, mediante el cual podemos despejar @5 ; en
términos de W, 5, k= 1,...,j, como se indica en (4.53).

En la demostracién de (4.54), la idea fundamental es desenmaranar las
transformaciones que hemos introducido al definir el sistema auxiliar de Ni-
kishin. Esto se hace usando las férmulas (4.10)-(4.12) al revés. Es suficiente
probar que para cada n se tiene

—_

.

(I)’ﬁ’j<Z> = (I)n77(j)<z) + €j7k(z)<1>n77(k)(z) + éj,o(z) , (4.55)

1

i

donde los Zj,k, k=0,...,7—1, denotan polinomios que no dependen de n € A
de grado < m — 1. En efecto, de la estructura triangular de dicha relacién
respecto a j, se sigue inmediatamente la féormula (4.54).

Primero obtengamos una férmula similar para las funciones 1§1J, j =

1,...,m. Probaremos que para todo j =1,2,...,m
j—1
D1j =5y + D LikSeir) + Lo (4.56)
k=1
donde los ¢,k = 0,...,7—1, denotan polinomios de grado < m —1, que no

dependen de n € A. La demostracién de (4.56) se lleva a cabo por induccién
en el numero de medidas generadoras del sistema inicial de Nikishin.
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Supongamos que X0 = (0%); esto es m = 1. Entonces para cualquier

n € Z.(x) = Z; la permutacién asociada es 7(1) = 1 y ¢3 = o). Luego,
la férmula es trivial. Supongamos que la féormula es vélida para todo j =
1,2,...,m — 1 de cualquier sistema de Nikishin m — 1 elementos (m > 2) y
nelC ZT‘l(*), donde A es tal que todos sus multi-indices tienen asociada
la misma permutaciéon. Demostremos que la afirmacién correspondiente es
cierta para los sistemas de Nikishin de m elementos.

Sea X% = (0?,...,0%) un sistema de Nikishin arbitrario de m > 2 ele-
mentos y n’ € A® C Z7'(x). Sea (¥4, ...,0,) el sistema auxiliar de Nikishin

y 7% la permutacién correspondiente. Para j = 1

~ ds® (x
V11(2) _/ ) ):?j(l)(z),
Aq

Z—X

y la férmula es cierta.
Sea j € {2,...,m}. Observemos que

~ Os,;(x)dY
Gt - [ Bt .

Ay zZ—XT
donde 1/9\27]- es la (j — 1)-ésima funcién correspondiente al sistema auxiliar de
Nikishin (¥, ...,7,,) asociada al sistema de Nikishin de m — 1 elementos
Y= (0}, ..., 0k) vy los multi-indices n* € A' C Z7'(x) que son obtenidos
extrayendo de cada n su nf -ésima componente (véase la Section (4.2)). La

permutacién 7! de {2,...,m} asociada a n! € Al es
0 . . 0 .
10 () +1 st T (j) <o,

T = . . . 4.58
(4) { 7_0(]) si TO@) > 1. ( )

Usando la hipotesis de induccion, se tiene que

j
792,] Z@,k rl k) z) +Lia(r),

=2

donde degl;, <m —2,k=1,...,7— 1,y {;; = 1. Sustituyendo en (4.57)
llegamos a que

1(k)(x)d380($) i (x)ds) (x)
Oy(z Z/A P +/A1—Z_$ o (4.59)

: — 0 _— 40 1 _ (40 0
Si rg = 1, entonces s, = o] y X' = (09,...,0,,). Consecuentemente,

THk) = 70(k),k = 2,...,5,7(1) = 1 = 10, ¥ S0y = 85,00 Sumando y
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restando en cada una de las integrales anteriores, los polinomios ¢; (2), k =
1,...,7, respectivamente, se sigue que

?9“ Z/A :ngk(z?; (@ x)dsy, ( )+

(ia(z) F Lia( ’
+/A1 j_x 3 0 ()R (2) + 0(2)

k=1

que es (4.56) para este caso. En efecto, (;; = 1,degl;x, <m—2,k=2,...,j—
1,y degl;p <m — 3.

Supongamos que ro > 1, entonces s0 = (0f,...,00 ), 8" = (03,...,0,,)
y ST=N(ZY) = (sd,..., sl ) (véase la Seccién 4.2). La férmula (4.59) puede
ser escrita del siguiente modo
$5,,(x)do?(x lio(x)ds® (z
1917] Z/ 7-1 k)( ) 2,0( ) 1( )+/ j,O( ) 7»0( ) (460)
Aq Zz— X Aq zZ—X
Ahora necesitamos distinguir entre los indices k € {2,. .., j} tales que 7°(k) >

ro de los que satisfacen 7°(k) < ry.
Sea k € {2,...,j} tal que 7°(k) > ro, entonces 7'(k) = 7°(k) y s}iyy =
SiO(k)' Usando (4.12) con j = 0, se sigue que

~1 -0 -~0 -0
S 1(k‘)82 0 8277_0(]{/.) — ak8277“0 s

donde aj es una constante, y

[ TN o o
AL z2—x
(4.61)
donde deg/;, <m—2y degzj,k <m-3sike{2,...,7—1}ysit(j) > ro
entonces (;; = 1,Zj’j =0.
Supongamos que k € {2,...,7} es tal que 7°(k) < rg, entonces 7' (k) =
k) +1y S7l'1(k‘) = S}_O(k)_'_l. Usando (4.13) con j = 0 tenemos que

70 (k)
o 20 0 _
Sri(k)S2,m = = L},5, o T § Ck VS21/7 Sp10 =1,
v=1

donde las ¢, son constantes, ¢ o) = 1, y Ly es un polinomio de grado uno.
Observemos que si 7°(k) < rg entonces paratodov =1,...,7%(k), v = 79(¢/)
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donde v’ € {2,...,k}, de lo contrario n ¢ Z7'(*). Procediendo como antes,
encontramos que

€~,k(m)§i1 (x)EOTO(x)dUO(x)
[ A B (L)@ (02
Aq Z—X
(k) N
Hr(2) D ernSh0n (2) + Lin(2).
v=1

donde deg ;L < m — 1,degzj7k <m-—2.Sik=jy71%) < ro entonces
Cr-ol5; = 1. Juntando las relaciones (4.60)-(4.62) y reagrupando los térmi-
nos, obtenemos (4.56).

La férmula (4.55) para j = 1 es trivial, ya que CAI;M = &, -1). Para

Jj=2,...,m, usando (4.56) tenemos que
= (BaQu) (@) Vo (x)dih (z)
Pral2) = /Al an () zZ— N

Y

_ / (ﬁnQn)(aj) (Zizg gj,ké\}.l(k) + &p)(iﬂ)dﬁl(m)
Ay O‘n(l') Z—

1 0

donde ¢;; = 1 y 7 estd definido en términos de 7 = 7° como se indicé en
(4.58). Para completar la demostracién de (4.55) se repiten los argumentos
usados en la tltima parte de la demostraciéon de (4.56), considerando sepa-
radamente los casos j =1y 7 =2,...,m. Que {;o = 0 si r<m<n n; > m —

1<i<m

1,n € A, es consecuencia inmediata de la ortogonalidad. Asi concluimos la
demostracion. a
Tomemos una subsucesion infinita cualquiera A’ C A, tal que la misma
permutacién 7 esté asociada a todos los n € A’. Supongamos que las suce-
siones {f,},{an},n € A, cumplen (4.35). Sea (fiy,...,f,,) la solucién del
problema de equilibrio con los datos iniciales (1)-(4) dados en la Seccion 4.4.
Para cada j =1,...,m, denotemos
Ul = Vi — VR g

J

(V#m+1 = 0). Obsérvese que en una vecindad de z = co tenemos que

J

] 1
Ul(z) =0 (pT(j) log m) — —oo cuando z — 0.

Fijemos j € {1,...m}. Para k = 1,..., 7 definimos las regiones
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Algunas D}, podrian ser el vacio. Por (4.39) y (4.53) tenemos que la siguiente
férmula asintética se cumple en Dy, excepto en a lo sumo un conjunto discreto
de puntos (aquellos donde wu;; = 0),

~ 1 _
lim |®- .| "1 = exp U¥.
neA" i | p Uy

Denotemos i
&i(z) =max{Uj/(z) 1 k=1,...4}; (4.63)
entonces

lim [@7,5(=) /1" = exp (=), 2 € U, DY,
nen’

salvo a lo sumo un conjunto discreto de puntos, y

limsup |Bz;(2)|[P < exp&;(z), =z € D. (4.64)

neN

Usando (4.50), (4.52), y (4.64) se deduce que
lim (0,3 (2)[" = exp (VI + fi +§) (), 2 € U, DI\ F,
neN’

salvo a lo sumo en un conjunto discreto de puntos, y

lmsup |0, (2)[/1" < exp(VFr + f1 +&)(2), z € D. (4.65)
neN’
Las féormulas (4.64) y (4.65) se cumplen uniformemente en cada subconjunto
compacto de D.
El conjunto

Q= {zeD: (VP + fi +&)(2) < 0}

es el dominio de convergencia a v; ; de los aproximantes Ry ;. Dicho conjunto
contiene una vecindad del infinito, siempre que |a| < 1+ |3| + p-(;), porque
cuando z — o0,

(VP 4+ 1+ €)() = 0 (14 19]+ by — la oy 1) = =0
Por suposicién se tiene que || < 14 |B] + pr(m) ya que para todo n €
A degay, < |n|+degf, + min{n; : i = 1,...,m}. Ahora, para tener con-
vergencia en una vecindad de infinito es suficiente que p-(j) > pram) 6 || <
1 + |B| + prem)- Entonces la convergencia es uniforme en compactos de Qf
y la velocidad es geométrica. Puede haber también un dominio no vacio de
divergencia dado por

UW={zeD: (V" + fi+&)(z) > 0}.
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Teorema 4.10 Supongamos que oy > 0 en casi todo punto de Ay, y 0; €
Reg para j = 2,...,m. También suponemos que se cumplen (4.34) y (4.35).
Tomemos cualquier subsucesion infinita A C A tal que la misma permutacion
T esté asociada a todos losm € N'. Entonces, para cada j = 1,...,m, tenemos

lim [@,,5(2)] " = exp&(2), = € U, DY,

salvo a lo sumo en un conjunto discreto de puntos, y

lim sup |(I>n,T(j)(z)|ﬁ <exp&i(z), z€D. (4.66)
neN’

Para los restos tenemos que

lim |(87(5) = R ()" = exp(V + i+ §)(2), = € Y, D]\ F,

n

salvo a lo sumo un conjunto discreto de puntos, y
lim [(57) = Rur) ()7 S exp(Vi + i+ 6)(2), z€ D (467)

En cada caso la convergencia es uniforme en cada subconjunto compacto
de las regiones indicadas. Las regiones de convergencia y divergencia vienen
dadas por €2 y Q? respectivamente.

Demostracién. La férmula (4.66) y la inmediata anterior se deducen de
(4.54) y (4.64). Notemos que (4.34) implica que ¢;o = 0 para todo n € A. La
férmula (4.67) y la previa son consecuencia directa de (4.49), (4.50) y (4.66).

O

Para garantizar un dominio de convergencia lo mas amplio posible, intro-
ducimos una restriccién adicional sobre la sucesién de polinomios {3,},n €
A, los cuales cargan los polos fijos. Algun tipo de restricciéon es necesaria,
porque una seleccion arbitraria de los polos fijos puede impedir la convergen-
cia.

Supongamos que

B < (Fy+a) + (201 + 16| — 02 — |a])wa, , (4.68)

donde (7, + «)" denota el barrido de Ji, + « sobre Ay y wa, denota la medida
de equilibrio en A;. El miembro derecho de (4.68) es una medida positiva,

ya que

puesto que 0, = 1y prm) — pra) < 0. La desigualdad en (4.68) significa
que la medida en el miembro derecho domina a la del miembro izquierdo en
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cualquier conjunto de Borel. Esta condicién podria parecer un poco extrana,
puesto que iy, que estd en el miembro derecho de (4.68), depende de . En
cualquier caso, la condicién podria ser examinada después de haber resuelto
el problema de equilibrio. Por otra parte, es suficiente tomar

B <a + (2004 (8] — 0 — |a)wa,

para que se cumpla (4.68). Aqui, antes de examinar la condicién sobre 3 sélo
tenemos que determinar cuanta masa queremos que tenga y luego seleccionar
cualquier medida con esa cantidad de masa dominada por el miembro derecho
de esta desigualdad. Por supuesto, si # = 0 entonces (4.68) se satisface. Este
es el caso cuando no hay polos fijos (AMHP).

Lema 4.6 Sea (fiy,...,f,,) la solucién del problema de equilibrio con los
datos iniciales (1) — (4) dados en la Seccion 4.4. Supongamos que se cumple
(4.68). Entonces

20, + 0 = (i + @) + (201 + 5] — > — [o))wa, -

En particular,

(WF+ f)(z) =wl', ze€A;.

Demostracion. De acuerdo con el Teorema 4.7 tenemos que

(WFE+ fi)(z) = VA 4 VB — Vo) () = w™ | 2 € sop(i;) .
Por otra parte, del Corolario 4.1 se tiene que
A= (fy +a) + (201 + [B] = 02 — |a|)wa,
es la tinica medida en Mg, 45(A1) tal que
(VX —VET) () =w, x €sop(N) =A;.

Debido a (4.68) podemos escribir A = 2% + [ con % € My, (A1) y de la
ultima relacion obtenemos que

(VAP LB _ytay ) =tz €sop(N) = Ay,

Usando de nuevo el Corolario 4.1 con campo externo igual a (V7 —VF2+)(z),
de la unicidad de la solucién, obtenemos que [, = % lo cual es la primera
afirmacién de este Lema, y la segunda se deduce inmediatamente de esta
relacion. O

Bajo restricciones adicionales, en el siguiente corolario obtenemos conver-
gencia en la mayor regién posible.
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Corolario 4.2 Supongamos que o} > 0 en casi todo punto de Ay y 0; €
Reg, para j = 2,...,m. Supongamos que se cumplen (4.54), (4.35), (4.68)
y que |a] < 14|64+ pramy. Tomemos cualquier sucesion infinita A" C A tal
que la misma permutacion T estd asociada a todo n € A'. Entonces ) = D
para cada j = 1,...,m. Para cada j, el nimero de regiones mo vacias Di,
k=1,...,7, en las cuales tenemos diferentes formulas asintoticas para las
sucesiones {[6,- """} y {|@n [V}, no€ A, seqin se describe en el
Teorema 4.10 es a lo sumo una mds que el numero de desigualdades estrictas
en la cadena pr1y = ... 2 pr(j)-

Demostracion Para la prueba, vamos a seguir un proceso de induccion
en j. Si j = 1 tenemos que (véase 4.67)

lim sup [0y (2)] /1 < exp(W'(2) —uf), ze€D.
neN’

Del Lema 4.6 tenemos que W/ (z) — w) = 0 en A;. Por otra parte, W/ es
subarménica en C\ Ay y

f 1
Wh(z)=0 ((1 + 8| + p-q1y — |a) log m) — —o0, cuando z — 0.

Por tanto, W/ (z) —w! < 0 en C\ Ay, que es lo que necesitabamos probar.
Supongamos que el Corolario es vélido para j — 1 donde j € {2,...,m}
y probemos que también es cierto para j. Del Teorema 4.10 sabemos que

lim sup 1600 ()1 < exp(VI 4+ fr + §)(2), z€D.
neN’

Obviamente, §;(2) = max{{;_1(z), U;(z)}. Consideremos la diferencia

. . 1
Uy(2) — Uya(z) = WHz) —ul = O (mm o) log m)

que tiende a —oo cuando z — oo.

Si pr(j) = Pr(j—1) entonces I/Vf(z) - w]ﬁ es subarménica en C \ sop(f7;) y es
igual a cero en sop(f;). Luego, U;(z) < Uj—1(z) < &-1(z) en C\sop(f;). Por
tanto, usando la condicién de equilibrio, U;(z) = U;_1(2) en A; y U;(2) <
U;_1(z) en C\ A;. En este caso, &(2) = &_1(2), z € D, y la conclusién se
obtiene de la hipdtesis de induccion.

Si pr(;) < Pr(j—1), entonces en una vecindad de oo tenemos que U;(z) >
U;j—1(2) ya que (pr(;) — pr(j—1)) log ﬁ — 400 cuando z — 00. Sea I' = {z €
D : Uj(z) = Uj_1(2)}. Este conjunto contiene a sop(fi) y parte a D en
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dos regiones: Oy = {z € D : Uj(z) > U;_1(2)}, que contiene a z = oo; y
QQ = {Z eD: Uj(Z) < Uj_l(Z)}.

Como U;_1(2) < &-1(2), en Qo UT se tiene que &_1(z) = &;(2) vy, por
tanto,

(Vi + fi+8)(2) <0

en Q UT. En Oy la funcién V# + f; + U; es subarménica y en su frontera
" es igual a V1 + f; + U;_1. Como

(VA + fi+Uj) () = —o0  cuando z — oo,
se sigue que en {2 tenemos que
(VP + f1+U;) () <0.

Luego, en Q; también se tiene que V1 + f; +¢; < 0. Con esto concluimos la
demostracion. O
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Capitulo 5

Cuadraturas simultaneas

5.1. Formulas de cuadraturas

Sea S = (s1,...,5m,) un sistema de m medidas finitas de Borel. Segin
el articulo [6], el problema de calcular la intensidad correspondiente a cada
color de una luz policromatica que incide sobre un cuerpo, conduce a eva-
luar varias integrales de la forma [ f(x)dsy(z),k = 1,...,m. Con este fin
los autores de [6] implementaron un esquema de calculo con m férmulas de
cuadraturas cuyos N € N nodos son los mismos en todas y el integrando es
comun. De esta forma se evalian las integrales simultaneamente. Es cierto
que podriamos usar para cada integral la férmula de cuadratura de Gauss-
Jacobi. En tal caso, supongamos que queremos cuadraturas que sean exactas
para polinomios de grado N — 1. Para cada una de las m medidas debemos
evaluar el polinomio en N nodos distintos, lo que significa evaluar en m/N
nodos. Sin embargo, con el esquema introducido en [6] sélo habria que evaluar
el polinomio N veces, y asi se disminuye el error de redondeo que se debe a
la introduccién de datos.

Definiciéon 5.1.1 Sean x4, ...,xy, N puntos distintos que se encuentran en
Co(Up, (sop(sk))) v « es un polinomio ménico con coeficientes reales que no
se anula en Co(U}",(sop(sx))) de grado < N — 1. Decimos que tenemos un
esquema interpolatorio de cuadraturas racionales simultaneas para S
de orden N si para cada k € {1,...,m} podemos encontrar coeficientes My ;,
g =1,..., N tales que

M sip(z) = S 'p(xj) _ m
/a(x)d +(7) ;/\k’Joz(xj)’ k=1,...,m, (5.1)

para todo p perteneciente al espacio vectorial Py_; de los polinomios de
grado a lo sumo N — 1.
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Lema 5.1 Sea S = (s1,...8,) un sistema de m medidas finitas de Borel
cuyos soportes estin contenidos en el eje real. Para cualquier sistema de
puntos distintos, x1,...,xyN, contenidos en R siempre se puede encontrar
un esquema interpolatorio de cuadraturas racionales simultaneas donde para
cadak=1,... myj=1,....N

- [alzy) Qx)dsk()
_ (@) Q) (@ —1;)

N
donde Q(z) = [[,=,(x — ;).

Demostracion. De la férmula de interpolacion de Lagrange tenemos que
para todo p € Py_1

j
Integrando con respecto a si, k=1,...,m, llegamos a

/ PO () = 3 2 /a(zvj) Q(x)dsi(x Zm

2 ofey) ) ale) @) - m]

que es lo que debiamos probar. a

En este capitulo buscaremos esquemas de cuadraturas racionales simultaneas
para una clase de funciones f que intentaremos sea lo mas amplia posible;
por ejemplo, las funciones continuas en Co(Uj,(sop(sk))) 6 analiticas en
una vecindad de este conjunto. Estudiaremos las propiedades de convergen-
cia de tales esquemas de cuadraturas para distintas clases de funciones. Mas
precisamente, dados una sucesién de polinomios {ayx},degay < N — 1,y
una coleccién triangular de nodos {zy ;}, N € N,j =1,..., N, contenidos en
Co(Up, (sop(sk))), nuestro objetivo es demostrar que

N
lim ZAN,k,jf(xN,j):/f(x)dsk(a;), k=1,....,m,

N—o00 <

donde

N = / an(z;) Qn(z)dsp(z)
Nkj =
v(@) Qy(z))(z — ;)
y f es una funcién perteneciente a una clase lo mas amplia posible.
Otra cuestién de importancia es lo relacionado con la estabilidad del
método numeérico. Para esto es conveniente tener que

3

supZ|)\Nk]|<oo k=1,...

NGN
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Mejor atn, es que para cada k y N fijos los coeficientes Ay ;,j =
1,..., N, conserven el mismo signo. En este caso, usando (5.1) con p = «
se tiene que

sl =| / dse(@)] =1 3 Awisl = 3 P

N,k,j N,k,j

obteniéndose la acotaciéon uniforme de los coeficientes Ay ; requerida en el
parrafo anterior.

Como en el caso de la cuadratura de Gauss-Jacobi, nos podemos pregun-
tar como hay que seleccionar los nodos x1,...,zy para que las formulas de
cuadraturas sean exactas en una clase de polinomios lo mas amplia posible.
A diferencia del caso m = 1 veremos que, en general, para cuadraturas si-
multaneas este problema no estd bien planteado. Con esto queremos decir
que tal problema podria no tener solucién 6 tener infinitas soluciones. La ex-
istencia de solucién puede requerir nodos de multiplicidad mayor que 1 6 que
algunos estén fuera de Co(Up, (sop(sg))). Por otro lado, atin cuando el prob-
lema tiene solucién unica, no siempre podemos afirmar que los coeficientes
de la cuadratura tengan igual signo.

En este Capitulo enunciaremos algunos resultados generales sobre ciertos
esquemas de cuadraturas simultdneas de tipo Gauss—Jacobi, sus conexiones
con la aproximacién multipuntual Hermite-Padé, 6 Hermite-Padé, sus pro-
piedades de convergencia, y velocidad de convergencia. Sobre esto versara la
Seccién 5.2. En la Seccién 5.3 haremos énfasis en el caso en que el sistema
de medidas S sea un sistema de Nikishin.

5.2. Coeficientes de Nikishin-Christoffel.

En las Secciones 3.2 y 4.1 se introdujeron los conceptos de aproximacién
multipuntual Hermite-Padé y aproximacion generalizada Hermite-Padé, res-
pectivamente, ambos referidos a sistemas de Nikishin; sin embargo se pueden

generalizar tales conceptos para sistemas de funciones S = (s,...,5,,) ar-
bitrario (véanse (3.2) y (4.1)) donde S = (s1,..., ;) es un sistema general

de medidas finitas de Borel en el eje real. Como dijimos en la Seccién 4.1, la
aproximacion generalizada Hermite-Padé es una extension de la multipuntu-
al, donde en (4.1) se toma § = 1. A su vez, la aproximacién multipuntual
Hermite-Padé generaliza la aproximacién Hermite-Padé, tomando en (3.2)
a=1.

Sea n = (n1,...,ny) € ZT. Sea o, un polinomio ménico de coefi-
cientes reales que no se anula en Co(U!",(sop(s;)), tal que dega,, < |n|+
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min{ny,...,nm}t. Ry = (Pu1/Qn,- - Pom/@n) es el AMHP (segin la defini-
cién en la Seccién 3.2) de S relativo al par (n,aq,). Para @), tenemos las
relaciones de ortogonalidad (3.5)

_/ PO )ds;c((;))’ k=0,...,mg—1, k=1,....m. (5.2)

Segtn la Seccién 2.1, @, es un polinomio ortogonal multiple relativo al multi-
indiceny a S = (s1,...,5n), donde

dsk

oy,

dSk

En lo que sigue tomaremos a (),, moénico.

Como vimos en la Seccién 3.2, el vector R,, estd univocamente determi-
nado por el polinomio @,. Luego, si n es débilmente normal con respecto
al sistema de medidas S, entonces el vector R, es tnico. Si, ademas, n es
fuertemente normal, se puede escribir

Inl

Poi(z) Ak, _
Qn—(z)_z—] ., k=1,....m, (5.3)

donde @, (z) = Hlnl (2= 2ny) ¥
Ak, = lim Z " ny / an(75) Qn(2) — Qn(x)

2—Tn,j Qn( ) O{n(l’) Z—XT

x)ay, x])dsk( x)
/ T | (5.4)

3 () (& = T 5)

En el siguiente lema ampliamos el espacio para los cuales se obtienen
férmulas de cuadratrura racionales e interpolatorias exactas.

dsy(x)

Definicién 5.2.1 Los nimeros definidos por (5.4) los llamamos coeficientes
de Nikishin—Christoffel.

Lema 5.2 Sea n fuertemente normal para el sistema S = (S1y.-+,5m). En-
tonces, para cada k =1,...,m tenemos que

n|

bz
/(X ( Z)\n k,y 4 7 pE ,P\ankfl .
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Demostracién. Fijemos k € {1,...,m} y supongamos que p € Py 4n,—1-
Sea u
U(z) = Z : Qn(z)p(z;)
j=1 Qn(xn,])(x - x”?])

el polinomio de Lagrange de grado |n| — 1 que interpola a p en los ceros de
Q.. Por la definicién de ¢ se sigue que

p(x) — £(z) = Qn(x)q(x)
donde g € P,,,_1. Por tanto, de (5.2) y (5.4) tenemos que
(D),
0= [ ey )

nl

:/Mdsk@) - Z

() 2 00(ny)

p(7;) /O‘n(xmj) Qn(x)dsy. ()
an () Qp(Tn;)(T — 20 )

In|

-/ (2> ) = 3 duay L

‘= (T 5)

que es lo que queriamos demostrar. O

Nota 5.1 Para el caso de multi-indices normales (con ceros no necesaria-
mente distintos) se pueden obtener férmulas de cuadratura simultdneas si-
milares, exactas para todo p € Pjy4n,—1. Ahora bien, en el miembro derecho
apareceran todas las derivadas del polinomio hasta la multiplicidad corres-
pondiente a cada cero de (),, menos uno.

En el Lema 5.2 tenemos exactitud con respecto a cada medida para todo
polinomio de grado < |n| — 1. Esto significa que las cuadraturas dadas en
este lema son de tipo interpolatorio.

En términos de los coeficientes de Nikishin—Christoffel, distinguimos va-
rios casos. Sea A C Z' una sucesién de multi-indices cada uno fuertemente
normal y {a, : n € A} una sucesién de polinomios ménicos, tales que
deg o, < |n| +min{ny,...,ny,}. Fijemos k € {1,...,m}.

A) Para cada n € A todos los A, 1,7 =1,...,|n|, tienen el mismo signo.

B)

n|

supz Ak <C < o0o.

neA =1
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C)
n|
Zp\n,k,j’ <Cn|"< oo, ne(0,+00), neA.

j=1

In|

> gl < Clnf"™ < 0o, limn(n) log|nl/(In|) =
=1

Es evidente que A) = B) = C) = D). Dependiendo de qué condiciones
impongamos A), B), C) 6 D) se puede probar que

n|

}Zlg Mg [ (Tns) /f Ydsg(x (5.5)
7=1
para f perteneciente a clases de funciones de distinto grado de generalidad.

Para las condiciones A), B) y C) vamos a restringir el estudio al caso en
que o, = 1,n € A. O sea, en estos casos solo vamos a considerar cuadraturas
simultaneas interpolarias polinomiales.

El préximo lema (referido al caso a,, = 1) es un compendio de resultados
conocidos que nos seran necesarios para deducir ciertas propiedades de con-
vergencia en los esquemas de cuadraturas simultaneas. Antes de enunciarlo
necesitamos recordar la siguiente clase de funciones.

Denotamos por Lip,([a,b]),0 < k£ < 1, a la clase de todas funciones
complejas f definidas en el intervalo [a,b] C R tales que

|f(z) = fW)| < Clv —y|™, 2,y €la,b].

Decimos que f € Lip,([a,b]),1 < k < 00, si la [k]-ésima derivada de f existe
y estd en Lip,_,([a,b]), donde [x] denota la parte entera de .

Lema 5.3 Sea S un sistema de medidas y A C Z1' una sucesion de multi-
indices fuertemente normales distintos entre si. Denotamos por A al menor
intervalo que contiene a U, sop(s;).

e A) implica (5.5) para toda funcion Riemann integrable f en A.

e B) implica (5.5) para toda funcion continua f en A.

o C) implica (5.5) para toda f € Lip,(A),k > n. Mds ain,

In|
/f dsk Z)\nk,]f xn] - (W;N_n) . (56)
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Demostracion. Las primeras dos afirmaciones pueden encontrarse en
los Teoremas 15.2.2 y 15.2.1, respectivamente, de [50]. La tercera también es
conocida. Obsérvese que para cada p € P, |1, usando la férmula de cuadratu-
ra, obtenemos

In|

[ tase )= 2 A flen < [17@) - pla)dso)

n|

+ Z |)‘n,k,j f(
j=1

Tng) = P(Tnj)] -

Por tanto,

In|

[ fdsita )= 3 Anafe0s) < (s + Clof') By,

donde Ej,—1(f) denota la mejor aproximacion de f en A mediante polinomios
de grado |n|—1 en la norma del supremo. Del Teorema de Jackson (ver pdgina
147 en [17]), tenemos que si f € Lip,(A) entonces Ep,—1(f) < C1/|n|* donde
(' no depende de n € A. De aqui se sigue (5.5) para esta clase de funciones
cuando k > 7, y obtenemos el estimado del error dado en (5.6). O

Nota 5.2 En las tres afirmaciones del Lema 5.3 la condicion sobre f, podia
haberse dado en Co(sop(sk)), en vez de en todo A. Esto se debe a que
cualquier funcién Riemann integrable, continua, 6 Lip, definida dnicamente
en Co(sop(sk)), puede ser extendida a otra funcién de la misma clase a todo
A. Como la integral s6lo depende de los valores de la funcién en Co(sop(sy))
esto significa que los nodos que estdn en A\ Co(sop(sx)) no contribuyen
a la evaluacién aproximada de la integral. Desde el punto de vista practi-
co es mejor pensar que la funcién se extiende dandole el valor cero fuera
de Co(sop(sk)). Ahora bien, debemos aclarar que tal extensién no siempre
preserva la clase en los casos segundo y tercero.

Hagamos ahora una incursion en el caso en que «,, es de la forma general
indicada anteriormente. Para cada t € D = C\ A, la funcién ¢, denota la
representacion conforme de D en {w : |w| < 1} tal que ¢(t) = 0y ¢}(t) > 0.

Lema 5.4 Sea S un sistema de medidas finitas de Borel y A C ZT una
sucesion de multi-indices fuertemente normales distintos entre si. Denota-
mos por A al menor intervalo que contiene a U™, sop(s;). Para cada n sea
{Yn1,- - Yndega, } €l conjunto de los ceros del polinomio con coeficientes reales
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ap,dega,, < |n| +min{nq,...,n,}. Supongamos que los ceros de todos los
polinomios o, estdn contenidos en un subconjunto compacto F de D = C\ A.
Entonces,

e D) implica que

1/(|n|+minn;)

Py
lim sup ||s;, — ik <dxk<1l, KcCD, (5.7)
neA Qn
donde || - ||k denota la norma del supremo en K y

O = sup{||¢¢||x : t € FU{o0}}.
Si f es analitica en una vecindad V de A (f € H(V)), entonces

1/(|n|4+minn;
. /(i )

i | [ f)dsn(o) = > s (on,) <oV <1, (58)

neA

donde 6(V) = inf{d,, : v, CV} y v, = {2z : |o(2)| = p}, 0 < p < 1.

Demostracién. Probemos (5.7). Para un compacto K C D, denotemos
por d(K,A) = inf{|z — z| : z € K,z € A} la distancia euclidea en C entre
los dos conjuntos.

Como n es fuertemente normal, usando (5.3) y D), para cada compacto

P, k(%) C|n|n™

K C D tenemos que
' Qn(2) [ ~ d(K, D)

Por otro lado, ||5k||x < |sk|/d(K,A). Por lo tanto, existe una constante posi-
tiva C] tal que

e Pn,k(z) Cl|n|7’(”)
= ——— P B B

Qn(2) [l — dK,A)
A partir de este momento, la demostracién de (5.7) se asemeja a la del Teo-
rema 3.32.

Denotemos w,, = |n| + minn; y v, = dega,. Como n es fuertemente
normal, de ii) en (3.2) podemos asegurar que

3 Pk
L —
S € H(D).
Wn —Un n gp )
oo ]:1 yn,]

Sea 7, = {2 1 |po(2)| = p},0 < p < 1. Tomemos p lo suficientemente
préximo a 1 de modo que F' C Ext(y,). Entonces

~ P .
s ;ZI Pyn B d(%}v A)’Q(Vp)w" ’

Yp
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donde

k(7,) = nf{|ei(2)] : 2 €7,, t € FU{oo}} > 0.
Si consideramos |@;(z)| como una funcién de las dos variables z y ¢, es fécil
verificar su continuidad en C . Luego £(7,) > 0 ya que 7,N(FUoc0) =0y
dicha funcién sélo se anula cuando z = t.

Fijemos un compacto K € D y tomemos p lo suficiente cerca de 1 como
para que (K U F) C Ext(y,). Como la funcién que esta dentro del signo
de la norma en (5.9) es analitica en D, por el principio del maximo, de esa
desigualdad se obiene que

~ Pn,k Ol’nw( w —v
Sk Al = 5 1] P
Qn |l — d(vps A)r(7,)<m H -
Luego,
S — —— < » (SK” .
Qn || d(%aA)ﬁ(%) "
De aqui se deduce que
~ Pn k Lfun 1
limsup ||sp — — < Ok .
neA Qn K H(W/p)
Haciendo p — 1, obtenemos que
N 1/wp
lim sup ||, — —= < g
neA Qn

como querfamos probar. Que x(7,) — 1 cuando p — 1y que 0k < 1 también
son consecuencia de la continuidad de la funcién |p;(z)| como funcién de dos
las variables t y z puesto que dicha funcién vale 1 si y solo si z,t € A.

Para concluir demostraremos que (5.7) implica (5.8). Usando (5.3), la
formula integral de Cauchy, y el Teorema de Fubini, se tiene

st =3 isttan = 5 [ [ 161t

In|
dz 1 . P
_ Z nkin / (2’)2 it = o . f(2) (sk — 0, ) (2)dz.

Por tanto,

n|

P,
| /f Jdsi(x zAnk,fonm<02||f||%||sk Tnk

Qn ||’Yp’
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donde C5 denota la longitud de v, dividida por 2x. Usando (5.7) de esta
desigualdad se obtiene (5.8) de manera inmediata. O

Como hemos visto, es dificil encontrar multi-indices fuertemente normales
y més complicado atin demostrar que se verifica alguna de las condiciones A)-
D). Por el momento, centraremos nuestra atencién en sistemas de medidas
generales, pero restringiremos el tipo de multi-indices para garantizar la
normalidad fuerte y que se cumpla alguna de las condiciones A)-D). En el
préoximo teorema nos restringiremos nuevamente al caso en que para todo
nehNa, =1

Sea ¢ una medida positiva finita de Borel soportada en un compacto de R
y S =(s1,...,8nm) tal que dsy(r) = wi(x)do(z),wy € L1(0),k € {1,...,m},
donde cada wy, preserva el signo en sop(c). Sea Ay C Z7' la sucesién de
multi-indices de la forma N = 0,...,0,N,0,...,0), N € Z, . El nimero N
siempre esta situado en la misma componente k del multi-indice N.

Teorema 5.1 Sean S y Ay como se indica anteriormente. Todos los multi—
indices en Ay, son fuertemente normales. Para la componente k se cumple A).
En consecuencia, (5.5) se satisface para toda funcién f acotada y Riemann
integrable en Co(sop(sk)) y si f € Lip,(Co(sop(sk))),x > 0, entonces

~0 (Ni) | (5.10)

|/f($)dsk(fr) =Y v @s,)

j=1
St para algin k' € {1,...,m}, tenemos que
W ()2 1/2
Crp = </ —||U]jk(($))|| da(x)) < 0, (5.11)
entonces
N o~
Z Avw il < Crwv/lskl, N €Ay, (5.12)
j=1

y para toda f € Lip,.(Co(sop(sk))),k > 0,

'/f(x)dsk/(x) _ ixﬁ,k,df(xﬁ,j) _0 (Ni> | (5.13)

J=1

También tenemos

1/2N

~ N,k

Sk — ———
N

< osollx, K C C\ Co(sop(sk)), (5.14)

lim sup
N—oo

K
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1/N

Ps ., _
.k < |lpsollx, K < T\ Co(sop(sy)) (5.15)

lim sup ||Sp —

N—oo

N Ik

donde o, denota la representacion conforme de C\ A en {w : |w| < 1}
tal que Yoo(00) = 0 y ¢l (00) > 0. Si f es analitica en una vecindad V de
Co(sop(o)) (f € H(V)), entonces

N
Jin | [ fa)dsi(o) = 3 Ag fay )Y <oy (516)
j=1

N
lim y/f Vs () =Y Agpf g NN <py, (5.17)
7=1

donde py = inf{p:7, CV} y v, = {2 |p(2)| = p},0 <p < 1.

Demostracion. Vamos a demostrar que para la componente k se cumple
la propiedad A), y que para una componente k' tal que (5.11) tiene lugar se
satisface (5.12). Luego, haremos uso de los Lemas 5.3 y 5.4 para completar
la demostracion.

Fijemos N € Aj. De la forma en que hemos seleccionado los multi-indices
y (5.2) tenemos que @5 es el N-ésimo polinomio ortogonal con respecto a la
medida s;. Luego, @ 5 tiene exactamente \]V | = N ceros simples en el interior
de Co(sop(sk)) que es lo que se necesita para afirmar que n es fuertemente
normal.

Fijemos j € {1,..., N}. Tomando p(z) = (Qx(z)/Q% (x5 ;)(z — xNJ))2
en el Lema 5.2 se ve que

o v\ .
Ak _/<Q’N(xﬁ,j)(x—xﬁ,j)> ds(c) -

Por tanto, todos los )\N’k’j,j =1,..., N, tienen el mismo signo que la medida
si. La convergencia de la correspondiente cuadratura para todas las funciones
Riemann integrables se sigue de la primera aseveracién del Lema 5.3, y (5.10)
es una consecuencia de la tercera afirmacion del Lema 5.3.

Que (5.11) implica (5.12) es una generalizacién de un resultado de los
autores Sloan y Smith publicado en [46], Teorema 1, (ellos sélo consideran
pesos).

Tesis Doctoral



Capitulo = 5. Cuadraturas simultdneas 118

Tomemos k' € {1,...,m} tal que se cumpla (5.11). Usando (5.4), se sigue
que

g [ ol wet)

RS Q;Q(Iﬁ,j)(x - Iﬁ,j) wi(z)

Escribamos wy /wy = Sy_1 + Ry_1 donde Sy_; denota la N-ésima suma

parcial de la serie de Fourier de wy /wy en el sistema ortogonal dado por

{Qx}, N € Z;. De (5.11) tenemos que la funciéon wy /wy es de cuadrado

integrable con respecto a la medida wydo; por tanto, su serie de Fourier

converge a la funcién en Ly(wido). Usando esto y la férmula anterior se

sigue que

wg(z)do(x) .

o Qr(z)
A = / Q% (zy )T — g )

ya que la funcion

Sn-1(x)wg(x)do(x), (5.18)

Qnlr)  Qyr)—Qgley,)

ZC—LU]’\“]’J LU—.vaJ

es un polinomio en z de grado < N — 1, menor que el grado de todos los
polinomios que conforman los términos de Ry _;.

Como
Sy-1(x) = Snv-1(z ;)

J}—:L'N’j

es un polinomio en x de grado < N — 2, de las propiedades de ortogonalidad
de Qx v (5.18) se obtiene que

g = 12005 [ g AT ua)ioe) = s Sae)

(5.19)
Por lo tanto, de las desigualdades de Cauchy-Schwartz y de Bessel y la férmu-
la de cuadratura se llega a que

N

N
Z |>‘N,k/,j| = Z )‘N,k,ﬂSN—l(xK/,jﬂ
j=1

J=1

N 12 , 1/2
< (Z /\N,k,g) (Z )‘N,k,jsf\f—l(xﬁ,j)>
j=1

J=1

_ /il ( / S?Vl(ac)wk(x)da(x)> " oV
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que era lo que necesitabamos probar.

Ahora, (5.13), (5.15), y (5.17) son consecuencia directa de (5.6), (5.7), y
(5.8), respectivamente, teniendo en cuenta que todos los ceros de @ estan
en Co(sop(sg)) vy que de (5.11) sop(sg/) C sop(sy). Para demostrar (5.14) y
(5.16) se sigue el mismo esquema de la demostracién del Lema 5.4, teniendo
en cuenta que para el indice k se tiene

g_@_@ 1 PN
k - S2N+1 | 7 o0

Con lo cual concluimos la prueba de este Teorema. O

Deseamos senalar que la condicién (5.11), usada aqui para deducir (5.12),
fue también empleada en [30] y [31] en el estudio de la convergencia de reglas
de cuadraturas interpolatorias para pesos complejos y reglas de cuadraturas
exactas para funciones racionales con polos fijos.

5.3. Cuadraturas para sistemas de Nikishin

Aprovechando lo que hemos probado en el Capitulo 2 relativo a la nor-
malidad fuerte de multi-indices para sistemas de Nikishin, en esta seccién
estudiaremos la convergencia de los esquemas de cuadraturas simultéaneas
para el caso en que el sistema de medidas forma un sistema de Nikishin

(s1,-+y8m) = N(o1,...,0,). En toda esta seccién, para cada multi-indice
n = (ny,...,Nny),q, denota un polinomio con coeficientes reales y deg a,, <
|n| + min{ny,...,n,} cuyos ceros se encuentran en el complemento de la

envoltura convexa de sopo;. A su vez, los ceros de todos lo polinomios «,,
estan contenidos en un subconjunto compacto F' de C\ Co(sop(cy)).

Teorema 5.2 Sea S = (s1,...,5m) = N(o1,...,0,) un sistema de Nikishin
de m medidas yn = (n1,...,ny) € Z7(x). Tomamosk =1sin, —1=M =
max{n; —L,ne —2,...,n, —2} 6 k€ {2,...,m} es la primera componente

den tal que ny —2 = M. Existe un polinomio monico W, i de grado |n|—mny,
cuyos ceros son simples y estan en el interior de Co(sop(cs)) tal que

[nl

/ (o i jdsi(a) = Z%,k,a‘ @ P P € Pon—1- (520

W) (@ W) (2n5)
Para cada j =1,...,|n|, se tiene que

Qn(x) ) ( dsy(x)

A = (0 Wi go) (2 5) / (Q; G —10)) EWn@ (5.21)
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Todos los coeficientes de Nikishin—Christoffel A, i, ; asociados a P, 1,/ Q,, tienen
el mismo signo que la medida sy y

|

> kil = Isl - (5.22)
j=1
Demostracién. Tomando en (4.17), j =0y [ = 1 se sigue que

o @) )
/Ale”an(x)qQ(a;)_O’ v=0,....|n| =1, (5.23)

donde ¢ es un cierto polinomio de grado |n| — ng cuyos ceros son simples
y estdn en el interior de Co(sop(cs)). Escogiendo W, = ¢o, de (5.23) se
obtiene (5.20) de forma anédloga a como se procedié en el Lema 5.2.

Tomando p = (Qn(x)/Q)(xn;)(x — 2,;))* en (5.20) se deduce (5.21).
Obviamente, esta férmula implica lo dicho sobre el signo de los coeficientes
Ank,;- Tomando ahora p = a,,W,, ) se obtiene (5.22) con lo cual concluimos
la demostracion. a

Como consecuencia del Teorema 5.2 y de los Lemas 5.3 y 5.4 obtenemos
el siguiente teorema referido al caso en que a,, = 1,n € A.

Teorema 5.3 Sea S = (s1,...,8m) = N(01,...,0m) un sistema de Niki-
shin de m medidas. Sea A C ZT(*) una sucesion infinita de multi-indices
distintos dos a dos tal que para todo n € A la k-ésima componente es como
se indica en el Teorema 5.2. Entonces, para cada n € A los coeficientes
Mg J =1,...,|n| conservan el mismo signo. Para cada funcion Riemann
integrable f en Co(sop(o1)) se tiene que

n|

D s f ) = [ s, (5.24)

y st f € Lip,(Co(sop(a1))), k> 0, entonces obtenemos que

[n]*

'/f(x)dsk(w) —iAn,k,jf(xn,j) = (9< L ) . (5.25)

En cada compacto K C C\ Co(sop(oy)) se tiene que

1/2n|

P,
£ <O <1, (5.26)

)

lim sup (|5, —

neA

n K
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donde
O = max{|p:(z)| : z € K,t € Ay U{o0}}.

Finalmente, si f € H(V), donde V es una vecindad de Co(sop(o1)), entonces
se llega a que

nl

lim | / f(x)dsy(x ZAMJ Flaa N < py (5.27)

donde py = f{d,, : v, CV} vy, = {# : |[px(2)] = p},0 < p < 1. Si
ke {2,....m} yny +1 = ng para todo n € A entonces (5.26) — (5.27)
también se cumplen para la primera componente.

Demostracién. El hecho de que para cada n € A con k como en el
enunciado, los coeficientes de Nikishin-Christoffel preserven el mismo signo
es una consecuencia del Teorema 5.2. Entonces, (5.24) y (5.25) se cumplen
por el Lema 5.3.

Para demostrar (5.26) y (5.27) se procede como en la demostracién del
Lema 5.4 teniendo en cuenta que aqui para la componente £ se tiene que

(5~ %)) () oo

Wn,k(z) Z2|n|+1

La ultima afirmacién es producto del hecho que bajo las condiciones indicadas
la primera componente también satisface las hipotesis del Teorema 5.2. O

Para el caso de sucesiones {a,, },n € A, generales como indicamos al inicio
de esta seccién podemos demostrar lo siguiente.

Corolario 5.1 Sea S = (s1,...,58n) = N(o1,...,0,) un sistema de Niki-
shin de m medidas. Sea A C Z7(*) una sucesion infinita de multi-indices
distintos dos a dos tal que para todo n € A la k-ésima componente es como
se indica en el Teorema 5.2. Entonces, para cada n € A los coeficientes
Mk, J =1,...,|n| conservan el mismo signo de la medida correspondiente.

Demostracion. La propiedad de conservacion del signo de los coefi-
cientes de Nikishin-Christoffel es una consecuencia directa del Teorema 5.2.
O
La sucesién de multi-indices {(N,...,N,N +1,...,. N+ 1)}, N € Z,,
donde el salto en valores se produce en la k-ésima componente, satisfacen las
hipdtesis de los dos teoremas anteriores en su componente primera y k-ésima.
Ejemplos menos sencillos de tales sucesiones son faciles de construir a partir
de elementos de ZT'(x).
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Desafortunadamente, no es posible tener mas de dos componentes k €
{1,...,m} que satisfagan las condiciones del Teorema 5.2, y cuando hay dos,
una tiene que ser la primera de todas. Sin embargo, es posible conseguir
(5.26) y (5.27) en mas de dos componentes.

Recordemos la siguiente definicion de indice asociado introducida en la
segunda secciéon del Capitulo 3. Sea n = (ny,...,ny,) € Z7. Para cada
i = 1,...,m definimos otro multi-indice asociado n® = (n},...,n ) con
m — 1 componentes, donde

' min(ny,...,n;—1,n; — 1), cuando j=2,...1,
n; = (5.28)
min(n;, ..., n;), cuando j=1+1,...m
Denotamos |n'| = 3T, n.
Teorema 5.4 Sea S = (s1,...,8n) = N(o1,...,0m) un sistema de Nikishin
de m medidas y n € ZT. Entonces, para cada i € {1,...,m} existe un

polinomio mdnico W, ; de grado |n‘| cuyos ceros son simples y estdn en el
interior de Co(sop(o2)) tal que

In|
—— dsi(x) = )\n,i,’ : s pGPn nt|+n;—1 >
/ W) (@) 50 = 2 At S i

j=1

(5.29)
y al menos (|n| + |n'| + n;)/2 coeficientes de Nikishin-Christoffel asociados
a P,;/Q. tienen el mismo signo de la medida s;.

Demostracién. La existencia de W,,; del grado indicado se tiene del
Teorema 3.1. Ademas, de las condiciones de ortogonalidad (3.18) se obtiene

_ v dS’L(m) _ ) L
0—/$Qn($)m, V—O,l,,]n|—|—nz 1.

De aqui se deduce inmediatamente la férmula de cuadratura (5.29) para todo
polinomio p en el espacio de polinomios senalado de igual forma a como lo
hemos hecho en situaciones anteriores.

Sea T, el nimero total de indices j tales que el signo de A, ;; coincide
con el signo de la medida s;. Tomemos p = [['(z — 7,;)? donde [[ denota
el producto sobre todos los indices j tales que el signo de A, ; ; coincide con
el signo de la medida s;. Supongamos que degp = 27, < |n| + |[n’| + n; — 1,
y sustuyamos p en (5.29). Obviamente, tenemos que

[nl

([ @) # 2 M ik

Tesis Doctoral



Capitulo = 5. Cuadraturas simultdneas 123

donde sg(-) denota el signo de (-), ya que en la suma se cancelan todos los
terminos exepto los que tienen signo diferentes respecto al de la integral. De
esta contradiccién se concluye que 27, > |n| + |n'| + n; que es equivalente a
la ultima aseveracién del teorema. O

Corolario 5.2 Sea S = (s1,...,8m) = N(o1,...,0m) un sistema de Niki-
shin de m medidas. Sea también A C ZT (x) una sucesion infinita de multi-
indices distintos dos a dos tal que para todo n € N y k' fijo, 2 < k' < m,
tenemos que ny = Ny = -+ = Np_1 Y N = Ny, = Nq + 1. Entonces para
k=1K,E+1ycadan € A los coeficientes My ;,7 = 1,...,|n|, conservan
el mismo signo. En el caso o, = 1,n € A para las mismas componentes se

tiene (5.24) — (5.27).

Demostracion. Es facil verificar que las componentes k = 1, &’ satisfacen
las hipdtesis del Teorema 5.2, luego el Teorema 5.3 y el Corolario 5.1 son
aplicables para dichas componentes. Para k = k’'+1 obsérvese que |n*|+mn;, =
|n| — 1. Usando la dltima afirmacién del Teorema 5.4, obtenemos que para
cadan € A al menos (|n|+|n*])/2 = |n|—1/2 coeficientes A\, 1 j,j = 1,...,|n|,
tienen que tener el mismo signo; o sea, todos tienen el mismo signo porque
el nimero de coeficientes de igual signo tiene que ser un entero. A partir de
aqui, podemos seguir el mismo esquema de la demostraciéon del Teorema 5.3
6 el Corolario 5.1 segiin sea el caso para esta componente. O

Nota 5.3 Cuando m = 4 segun el Teorema 5.4 los indices de la forma
(n1,n1+1,n1+1,n,+1) podrian tener un coeficiente de Nikishin- Christoffel
negativo para la componente k = 4 y los del tipo (ny,n1,n; + 1,01 + 1)
podrian tener un coeficiente negativo en la componente k£ = 2. Por supuesto,
el Teorema 5.4 sélo brinda condiciones suficientes para que se cumpla la
propiedad de conservacién del signo de los coeficientes de Nikishin-Christoffel.
Seria interesante ver si es posible 6 no tener dicha propiedad para multi-
indices con mas de tres componentes debidamente elegidos.

A pesar de lo dicho en la nota anterior, gracias al Teorema 3.3 pode-
mos probar convergencia de las reglas de cuadraturas simultaneas para todas
las componentes en la clase de las funciones analiticas en una vecindad de
Co(sop(oy)) cuando los indices son tales que para todo i =1,...,m,

n; > — —cln|", k<1, (5.30)

donde ¢ es un entero positivo.
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Teorema 5.5 Sea S = (s1,...,Sy,) un sistema de Nikishin de medidas.
Sea A una sucesion infinita de multi—indices distintos dos a dos que cumple
(5.30). Supongamos que m < 3 6 A C Z7T(x)). Entonces, para cada k =

1,...,m y f analitica en una vecindad de V de Co(sop(s1)) se cumple que
id
Lfg\/f Ydsp(x an ki f (@ YA < py < 1, (5.31)

donde 0, y v, se definen como en el Teorema 3.3 y py = inf{d,, : v, C V}.

Demostracién. La prueba es consecuencia inmediata del Teorema 3.3 y
el método empleado en los resultados anteriores para deducir la velocidad de
convergencia de las férmulas de cuadraturas, para funciones analiticas en una
vecindad de A1, a partir de la velocidad de convergencia de los aproximantes
multipuntuales Hermite-Padé. O

Nota 5.4 Para los multi—-indices que satisfacen las condiciones del Teorema
5.5 se tiene que paratoda k = 1, ..., m los coeficientes de Nikishin—Christoffel
preservan el signo de la medida correspondiente salvo o(|n|) de ellos (ver
Lema 3.3). Serfa interesante comprobar si bajo tales condiciones tiene lugar
la propiedad B) para todo k =1,...,m

Haciendo uso del Corolario 4.2 y la Nota 4.2 del Capitulo 4, podemos
dar una expresién mds exacta para la cota en (5.31). En la Seccién 4.5 se
introdujo la permutacién 7 que satisface (4.51). Denotamos ahora para 7 su
inversa 771

Teorema 5.6 Sea S = (sq,... ) = N(o1,...,0m) un sistema de Niki-
shin, donde o, € Reg para k; 1,...,m. Sea A C Z7%(x) una sucesion
infinita de multi-indices n = (ny, ... ) distintos dos a dos, que cumple

(4.34), y {an}, n € A, una sucesion de polinomios monicos para los cuales
se tiene

*}ngm X(an) = a.

Existe una permutacion definida como en (4.51) tal que nyqy > -+ > Nr(m),
n €N, ylal <14 prum). Entonces para cada k =1,...,m y f analitica en
una vecindad de V de Co(sop(s1)) tenemos que

n|

hm|/f dsk Z)\nk,]f xn])| Yln ‘<ka<1

donde
Py = f{p : 70 € V)
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Yok = 12 1 exp(VI =V + &) (2) = p}
La funcion & -1y es la de (4.63).
Demostracion La demostracion sigue el mismo esquema de la prueba
del Teorema 3.3. En este caso tomamos la curva «,, como se indica en el

enunciado, y usamos la estimacion indicada en el Corolario 4.2, teniendo en
cuenta la observacién hecha en la Nota 4.2. O
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Capitulo 6

Problemas Abiertos

Como conclusion proponemos algunos problemas abiertos que han surgido
durante el desarrollo de la investigacion.

En el Capitulo 2 hemos probado, para cada m = 1,2,... que en un sis-
tema de Nikishin arbitrario de m funciones, los multi-indices pertenecientes
a la clase denotada por Z7'(*) son fuertemente normales (ver Teorema 2.2).
Como consecuencia de esto y de la ultima afirmacién del Lema 2.1, tenemos
que si un multi-indice n € Z7'(*), es sucesor de otro, n~, entonces n~ es
débilmente normal. Es razonable preguntarse ;normalidad débil en sistemas
de Nikishin implica normalidad fuerte? Esta pregunta es equivalente a la
siguiente ;los sistemas de Nikishin son fuertemente perfectos? Esto se debe
a que cualquiera sea un multi-indice n, se puede encontrar una sucesion se-
cuencial que contenga a 1 y a otro multi-indice n' € Z7'(x), tal que |n| < |n’|.
Luego del Lema 2.1 se tiene la equivalencia entre las dos preguntas. Cuando
m < 3 la respuesta es afirmativa; sin embargo esto no ha sido probado para
m > 4.

Obviamente, una respuesta positiva de la pregunta del parrafo anterior,
implicaria poder extender a todo Z7' varios resultados probados sélo para
multi-indice con tres componentes o pertenecientes a la clase Z7'(*). Por
ejemplo, el Teorema 2.6 asegura el entrelazamiento de ceros entre dos poli-
nomios ménicos @), v @,+ de ortogonalidad multiple de un sistema de Niki-
shin, relativos a los multi-indices n y n™, respectivamente, n* es sucesor de
n. Como hipétesis del Teorema se requiere que n,n* € Z7(x), esta condi-
cion podria ser prescindible si se lograra probar que los sistemas de Nikishin
son fuertemente perfectos. Queda entonces abierto el siguiente problema: ;es
cierta la afirmacion del Teorema 2.6 con la hipdtesis de A arbitraria?

Con relacién al Capitulo 3 queda por estudiar la convergencia de apro-
ximantes generalizados Hermite-Padé. Los resultados del Capitulo 2 sabemos
como extenderlos cuando algunas de las medidas generadoras del sistema de
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Nikishin tienen soporte no acotado. Entonces es de interés considerar tales sis-
temas de Nikishin y probar la convergencia de los aproximantes simultdneos
suponiendo cierta condicién de tipo Carleman sobre las medidas.

El Capitulo 4 se dedica al estudio de la velocidad de convergencia de
los AGHP. Los resultados enunciados han sido probados para sucesiones de
multi-indices A, tal que sus elementos estén incluidos en Z7'(x). Es intere-
sante intentar extender estos resultados para sistemas de 3 funciones de los
cuales sabemos que son fuertemente perfectos. Con respecto a las restricciones
tomadas sobre las medidas generadoras del sistema de Nikishin, queda atin
por estudiar lo que ocurre cuando o; € Reg. Otra cuestion por resolver es
el comportamiento asintotico de los restos cuando algunas de las medidas
generadoras del sistema de Nikishin tienen soporte no acotado.

Con relacion al método de cuadraturas simultaneas propuesto en el Capi-
tulo 5 es importante obtener condiciones que garanticen la estabilidad numé-
rica del método para sistemas de Nikishin de mas de tres medidas, o al menos
obtener una cota para los coeficientes de Nikishin-Christoffel del tipo B) 6 C)
que nos permita obtener convergencia en todas las componentes con clases
mas amplias de funciones. Por tltimo proponemos estudiar la convergencia
del método cuando algunas de las medidas generadoras del sistema de Niki-
shin tienen soporte no acotado.
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