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Resumen

En este trabajo, estudiamos problemas de aproximacion al estilo del problema de aproximacién

polinomial de Weierstrass.

e Caracterizamos el conjunto de funciones que pueden ser aproximadas por funciones continuas en
norma L (w), con respecto a casi cualquier peso w. Esta caracterizacién a su vez nos permite
describir el conjunto de funciones que pueden ser aproximadas por polinomios o funciones suaves

para un amplio rango de pesos w.

e Caracterizamos el conjunto de funciones que pueden ser aproximadas por funciones de clase C' en
el espacio de Sobolev con peso leoo(wo, w1 ), donde los pesos wp, wi no estdn ni necesariamente

acotados ni necesariamente relacionados entre si.
e Estudiamos el problema de aproximacién por funciones de clase C* en W% (wq, wy).

e Haciendo uso de un juego diferente de ideas caracterizamos al conjunto de las funciones que pueden

ser aproximadas por polinomios en W1 (wyg, w1 ).

e Extendemos algunos de los resultados anteriores al problema de aproximaciéon simultdnea, con
derivadas débiles de orden superior a 1. De esta forma también encontramos caracterizaciones
para el conjunto de funciones que pueden ser aproximadas por funciones de clase C*, C™ o por

polinomios en el espacio de Sobolev con peso Wk’oo(wg, ey W)
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Introduccion

Podemos abordar la Teoria de Aproximacion de funciones desde las dos corrientes que se encargan
de estudiarla: la corriente cualitativa y la corriente cuantitativa. La primera de éstas tiene como objetivo
encontrar las condiciones necesarias para poder aproximar -dada una nocién de cercania sobre cierto
espacio X de funciones- y determinar las caracteristicas de la funcién aproximante. La segunda, en
cambio, se ocupa de encontrar un aproximante a distancia menor que una cota prefijada, dada la existencia
de la funcion aproximante.

Nosotros utilizaremos el enfoque cualitativo de la Teoria de Aproximaxion de funciones para estudiar
ciertos espacios de funciones, con estructura métrica que involucre no sélo a las funciones, sino también a
sus derivadas hasta cierto orden. Tales espacios son originarios de la Teoria de Ecuaciones en Derivadas
Parciales con valores en la frontera y son llamados Espacios de Sobolev con Peso.

Consideraremos normas que involucren las derivadas de una funcién hasta un cierto orden (normas
de Sobolev). De manera natural surge la nocién de cercania entre puntos y la posibilidad de estudiar a
los subconjuntos de tales espacios en términos de la corriente cualitativa de la Teoria de Aproximacién
(ver [1]).

Particularmente, si el espacio de Sobolev X contiene al espacio de los polinomios P (o al menos a un
subconjunto de P), podemos preguntarnos cudl es el mayor conjunto de funciones en X que pueden ser
aproximadas por elementos de P en la métrica inducida por la norma de Sobolev.

Como un antecedente historico de problemas similares al anterior tenemos el solucionado por Karl
Weierstrass (1815-1897): Si I es cualquier intervalo compacto, cudl es el mayor conjunto de funciones
en I aproximables por polinomios en la norma L°°(I), si identificamos, como es usual, funciones que
coinciden en casi todo punto.

La respuesta a esta pregunta es el espacio C(I) de todas las funciones continuas sobre I, y fue dada
por Weierstrass en 1885. En la actualidad, tal problema y su solucién son conocidos como el teorema de

aproximacion de Weierstrass.
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Existen muchas extensiones y ramificaciones del teorema de aproximaciéon de Weierstrass (algunas de
ellas seran mencionadas en el capitulo siguiente (ver también [23])). Nosotros estudiaremos el problema
de aproximacién polinomial, siempre y cuando tenga sentido plantearlo, con respecto a la norma Sobolev

Wk (w) definida por

k
£ lvwreoe @y = > IFD 1o () (1)
j=0
donde w = (wo, ..., wy) es un peso vectorial que satisface ciertas propiedades, y
[ £1| oo ;) = esssupl| f(z)[w;(z). (2)

Observe que (2) no es la definiciéon usual de la norma L en el contexto de Teoria de la me-
dida, aunque es la definicién correcta cuando trabajamos con pesos (ver [4] y [9]). Note también que
W0 (w) = L*°(w). Para k = 0, k = 1 y k arbitrario mejoramos los resultados presentados en [35].

El trabajo en su totalidad esta constituido por cinco capitulos que describiremos a continuacién.

El capitulo 1 estd estructurado en tres secciones. La primera de éstas contiene algunos comentarios
sobre el teorema de aproximacion de Weierstrass y las demostraciones del mismo hechas por Weierstrass
y Bernstein. La segunda seccién estd dedicada a una breve vision histdrica de algunas extensiones de
dicho teorema y la tercera muestra algunos datos biograficos sobre Weierstrass.

El capitulo 2 presenta el estudio del problema de aproximacién en L*(w). La seccién 2.2 contiene un
resultado sobre aproximacién por funciones continuas en norma L°°(w) para pesos admisibles, mientras
que la seccion 2.3 estda dedicada a la demostracién de lemas de cubrimiento de tipo Besicovitch-Vitali
que son necesarios para la demostracién del resultado mas importante de este capitulo, el teorema 2.2.1.
Todos los resultados presentados en este capitulo aparecen en [30].

El capitulo 3 empieza el estudio del problema de aproximacién simultanea de la funcién y su derivada
de primer orden. Caracterizamos al conjunto de funciones que pueden ser aproximadas por funciones de
clase C! en W1 (wyg, wy), donde los pesos wp, w; no estén ni necesariamente acotados ni necesariamente
relacionados entre si. Esta caracterizacion dependerd de cierto valor asociado a cualquier punto singular
a de w;. Todos los resultados presentados en este capitulo aparecen en [31].

En el mismo orden de ideas trabajamos en el capitulo 4 con derivadas de orden k£ > 1. Los resultados
fundamentales de este capitulo garantizan que una funcién f pertenece a la clausura de los polinomios
(o a la clausura de funciones suaves, respectivamente) en norma W (wy, ..., wy), si y sélo si, i

pertenece a la clausura de los polinomios (las funciones suaves, respectivamente) en L*(w;), para todo
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0 < j < k. Todo el estudio hecho en este capitulo aparece en [32].

Por 1ltimo, en el capitulo 5 se exponen las conclusiones y se plantean problemas que pueden conducir
a futuras lineas de investigacion. La tesis se completa con una bibliografia sobre Teoria de Aproximacién
y espacios de Sobolev, basada en articulos y textos clasicos de indudable interés.

Cada uno de los capitulos del trabajo se descompone en secciones. La numeracion de cada resultado
(lema, proposicién, teorema o corolario), de las definiciones, observaciones y ejemplos esta de acuerdo
con la seccién del texto donde se encuentra. Asi, el lema 2.3.1 indica el primer resultado de la seccién 3

del segundo capitulo.



Capitulo 1

El teorema de aproximacion de

Welerstrass.

En este capitulo se pretende dar una visién histérica de algunas generalizaciones del teorema de Karl
Weierstrass de aproximacién uniforme de funciones continuas por polinomios sobre intervalos compactos
de la recta, desde su aparicién en 1885 hasta el presente.

La primera de las tres secciones que lo componen contiene el enunciado del teorema y las pruebas
de K. Weierstrass y S. Bersntein. La segunda seccién estd dedicada a las extensiones y ramificaciones
del teorema de Weierstrass. Finalmente, la tercera seccién entrega algunos datos biograficos sobre K.

Weierstrass.

1.1 Sobre el teorema de Karl Weierstrass.

Tal vez més que a ningiin otro matemadtico, se debe a Karl Weierstrass (1815-1897) la tendencia
moderna hacia el rigor en el Analisis Matematico. Weierstrass formulé un hecho importantisimo acerca

de las funciones continuas:

TEOREMA 1.1.1 (K. Weierstrass, 1885)

Sea f :[-1,1] — R continua. Dado € > 0 podemos encontrar un polinomio que satisface
@) p)| <e, Ve l-1,1] (L1)

En otras palabras, el teorema 1.1.1 asegura la posibilidad de aproximacion uniforme de funciones

continuas por polinomios sobre un intervalo compacto de la recta. La demostracién del teorema 1.1.1
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hecha por Weierstrass serd mostrada mas adelante.

Dos articulos de Runge publicados casi al mismo tiempo, dieron otra prueba del teorema (1.1.1),
pero desafortunamente, el teorema no se titulé teorema de Weierstrass-Runge. El impacto del teorema
de Weierstrass en el mundo de las Matematicas fue inmediato. Hubo pruebas posteriores de famosos
matematicos tales como Picard (1891), Volterra (1897), Lebesgue (1898), Mittag-Leffler (1900), Landau
(1908), de la Vallee Poussin (1912). Las demostraciones mas cominmente tomadas a nivel del pregrado en
Matemaéticas actualmente son las de Fejér (1900) y Bernstein (1912) (ver [7]). Nosotros s6lo mostraremos

la de Bernstein por ser la maés facil y elegante, aunque no es la demostracion mas simple.

1.1.1 Las demostraciones de Weierstrass y de Bernstein.

Demostracién de Weierstrass.
Consideremos f una extensién continua de f sobre R, tal que f =0en R\ [-2,2]. Note que f es
uniformenmente continua en R. Dado h > 0, consideremos
I Fwe R

z—t

Gp(x) :
h( ) ffooo e*(T)th

(1.2)

u

, .z r , . . 2 .
Asi que G}, es la convolucién de f con el niicleo gaussiano normalizado e™*". Como la integral en el

denominador de (1.2) es independiente de x, haciendo un cambio de variable obtenemos que

luego

dt; (1.3)
y por la continuidad uniforme de f , separando en los dos sumandos habituales cuando tratamos con
aproximaciones de la identidad, tenemos que

G — fHLoo(R) — 0, cuando h — 0.

Ya que f tiene soporte compacto, sustituyendo en (1.2) por la serie de Maclaurin de la funcién exponencial,
obtenemos que G}, es una funcién entera. Finalmente, tomando p, como la n-ésima suma parcial de la

serie de Maclaurin de Gy, para n suficientemente grande, se obtiene el resultado del teorema.
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Demostraciéon de Bernstein.

El resultado obtenido por Bernstein fue el siguiente.

TEOREMA 1.1.2 (Bernstein).

Dada f :[0,1] — R acotada, entonces
lim Bn(f7x) = f(a;),
n—oo
para cada x € [0,1] en donde f sea continua. Si f € C([0,1]) entonces By, (f;x) converge uniformemente

a f.

Demostracion.
Consideremos § > 0 y x € [0, 1], tales que {% — :c’ >4, para k =0,...,n. Entonces 5% (% — x)2 > 1,
luego
Z n $k(1 _x)nfk < i Z E o 2 n LUk(l - x)nfk
k - 62 n k
|£—z|>5, 0<k<n |£—z|>5, 0<k<n
< izn: k -z S (n (1 —z)nk = LG:(k — nx)? " a1 —2)"*
- 42 n k §2n2 k ’
k=0 k=0
Ahora bien,
Z(k: — nx)? (Z) 28(1 — )" % = n?B, (2% 2) — 22n’B,(z;2) + 2n’B,(1;2) = nz(1 — z),
k=0
de donde

1< o(M\ & e nz(l—ux) 1
— — = <
§2n? kzo(k nz) (k:)x (1-2) 82n2 T 46%n’

pues z(1 — z) < 1 para todo z € [0, 1].

Por otro lado,

1 = Z (Z) 2¥(1 —z)"*, de donde

f@) = Y f(w)(Z)xk(l—x)"_k, luego

J(@) = Balf;2) = no [f(a:)—f(k)} (Z)xk(l—:c)”k
- Y - (B)]()era-o

|£—2|>5, 0<k<n

D )@

|£—z|<5, 0<k<n
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Por hipétesis, f es acotada en [0, 1], entonces existe M > 0 tal que |f(z)| < M, para todo z € [0, 1],
luego si o, B € [0, 1] tenemos que |f(a) — f(B)] < 2M. Si z es un punto de continuidad de f, dado € > 0,

existe 91 > 0 tal que |f(z) — f(y)| < €, siempre que |x — y| < d1. Por lo que

so-sal = X Jr@-s ()| (})ea-or
|£—2|<61, 0<k<n
vox s (5)| () o
|£—2|>61, 0<k<n
< € Z (Z) 281 —z)" k4 2Mm Z <Z> (1 —z)nk
b _z|<d1, 0<k<n £ _g|>61, 0<k<n
n\ k nk , _2M
< e > (k:)x =2+ e

|E—2|<61, 0<k<n

eki:o <Z> (1 —z)F 4+ 2n](\<541)2 .

Luego, para n suficientemente grande |f(z) — B, (f;x)| < 2e.

Supongamos que f € C([0,1]); entonces f es uniformemente continua en [0, 1], por lo que dado € > 0,
existe d2 > 0 tal que |f(z) — f(y)| < €, siempre que |z —y| < d2, luego la cadena de desigualdades anterior
es cierta independientemente del punto x considerado. Por lo tanto la convergencia es uniforme.

|

Observe que si f € C([a,b]), haciendo el cambio de variable y = 7=, trasladamos el problema al
intervalo [0, 1] y podemos trabajar con los polinomios de Bernstein B, (f;y).

El teorema de Bernstein no sélo prueba el resultado de Weierstrass, sino que ademas entrega una
expresion explicita para los polinomios aproximantes.

También es interesante destacar que las ideas en la prueba de Bernstein son muy similares a las usadas

con aproximaciones de la identidad.

1.2 Extensiones y ramificaciones del teorema de Weierstrass.

Simultdneamente con el estudio de la aproximacién por polinomios algebraicos también fue investi-
gada la aproximacién por polinomios trigonométricos -comenzando con las series de Fourier-. El problema
puede ser planteado més generalmente: Dada {f;}; una sucesién en un espacio normado X, ;bajo qué

condiciones {f;}; es fundamental en X7, es decir, jcudndo es cierto que para cualquier g € X y todo
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e > 0, se pueden encontrar n y una sucesién de escalares {c¢;}; tales que

n

g-— Zcifi

i=1

<e€?

Esta pregunta ocupé a muchos matematicos durante el siglo pasado. Quizés el ejemplo mas viejo y
més simple se propuso, aproximadamente, en 1912 por Bernstein: Dada {);}°, una sucesién de nimeros

A3

positivos distintos. ;Cudndo las funciones 1, 2", 232, 2% ... son fundamentales en C([0, 1])? La respuesta

fue conjeturada por el mismo Bernstein y estd dada en el siguiente teorema.

TEOREMA 1.2.1 (Miintz, 1914).

A3

Sea {\i}2, una sucesion de nimeros positivos distintos. Las funciones 1, M M2 g . son fundamen-

tales en C([0,1]), si y sélo si, Y 1oy /\% = 0.

Este teorema por algin tiempo fue llamado el teorema de Miintz-Szasz, pues Szasz publicé una
prueba independiente del mismo en 1916. Aparentemente, Bernstein resolvié parte del problema. De
hecho, tomando \; = i se recupera el teorema de Weierstrass para [0, 1].

La combinacién de la Teoria de Espacios Duales y el Anélisis Complejo es muy usual en el estudio
de sucesiones fundamentales. Otra aplicacion de estas técnicas es la dada para resolver el problema de
Wiener sobre sucesiones fundamentales trasladadas, que data de la década de los treinta del siglo pasado
y esta relacionado con los problemas de espacios invariantes. Este problema ha generado casi tanta

investigacién como el teorema de Miintz. El siguiente teorema es una versiéon del problema de Wiener.

TEOREMA 1.2.2 (Wiener, 1933, aprozimadamente).

Sea f € L*(R). Para toda g € L*(R) y todo € > 0 existen {c;};,{\j}; C R, tales que

9@) =S eif@—N)|  <e
j=1

L*(R)
si y solo si, la transformada de Fourier de f no tiene ceros reales, es decir,
o0 .
/ e " f(t)dt £ 0, Vo € R,
—00
Enunciaremos dos teoremas mas sobre sucesiones fundamentales, publicados también en la década
de los 30 del siglo pasado y que aparecen en la edicién rusa del libro de Achieser [2], y también en la

traduccién de este libro al aleméan, pero no en la traduccién al inglés.
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TEOREMA 1.2.3 (Achieser-Krein. Susesiones fundamentales de funciones racionales con polos simples).
Sid{a;}32, C C\ [-1,1], es tal que aj # ax, Vj # k, entonces la sucesion {ﬁ}]"il es fundamental en

Lp([_]-a 1])7 (1 <p< OO) yen C([_17 1]); st Y solo st,

o0
(1— ak—\/ai—lb = 00,
k=1

donde la rama de la funcion f(z) = \/z que se estd considerando es la usual, es decir, \/z > 0 para

z € (0,00).

TEOREMA 1.2.4 (Paley-Wiener, 1934. Series trigonométricas no armdnicas).
Si{o;}32, CC,estal que oj # ox, ¥V j#kelS(o5)| <5, j=1; entonces la sucesion {efgmfimj}?‘;l

es fundamental en L*(R), si y sdlo si,

5 cos(S(23)

coth(R(o))

g OO,
Jj=1

donde R(z), (z) denotan las partes real e imaginaria de un nimero z € C respectivamente.

Existen otros tres problemas de aproximacion clasicos que han tenido una sustancial influencia sobre

el andlisis en el siglo pasado, a saber,

1. El problema de aproximacién polinomial de Bernstein sobre toda la recta real (entre 1912 y la

década de los 50).

2. La clausura de los polinomios en familias de funciones definidas sobre conjuntos compactos K C C
(entre 1885 y la década de los 50). Cabe mencionar también en este inciso los teoremas de Kakutani-
Stone sobre la clausura de un reticulado de funciones a valores reales y el teorema de Stone-

Weierstrass sobre la clausura de un dlgebra de funciones continuas a valores complejos (ver [28]).
3. El problema extremal de Szeg6 (entre 1920 y la década de los 40).

Con respecto al primero de los problemas, se debe tratar para polinomios no acotados en +oo. Si

consideramos un peso w : R — [0, 1] y definimos

Cy = {f :R — R, continuas con lim (fw)(x) = 0} ,

|z|—o0
con la norma

[fllcw = lfwllzee @)
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Bernstein se pregunté ;cuando es cierto que para toda f € C, y todo € > 0, existe un polinomio p,

tal que
[(f =p)wllreom) <e€? (1.4)

La condiciéon de que fw se anule en +o0o es necesaria para que el problema tenga sentido: nos
gustarfa que [[pwl|ze(®)<oo; VP € P, y en particular que [[z"w||peo@) < 00, Vn > 0. Esta condicién
hace que necesariamente lim|,|_,, z"w(z) = 0, luego utilizando (1.4) tendriamos que || fw||pe®) < €, de
donde fw se anula en +o0.

Entre otros que contribuyeron a la solucién de este problema, estén el propio Bernstein (1912, 1924),
T. S. Hall (1939, 1950), Dzrbasjan (1947) y Videnskii (1953). En el caso que w es continuo la solucién fue
dada por el matemdtico norteamericano H. Pollard (1953); otras soluciones fueron dadas por Achieser
(1954), Mergelyan (1956) y Lennart Carleson (1951).

Las técnicas utilizadas en la solucién del problema de Bernstein incluyen Teoria de Dualidad, otros
problemas de aproximacion, Teoria de funciones enteras, funciones analiticas sobre el semiplano superior
y mucho trabajo duro.

Para el problema de aproximacion polinomial sobre subconjuntos compactos del plano complejo, la
situacion es la siguiente:

Dado K un conjunto compacto del plano complejo, definimos
A(K) :={f: K — C, continuas en K y analiticas en K°},
donde K° denota al interior de K y la norma esta dada por
LI = 111z ()
Si consideramos
P(K):= {f : K — C, tales que existen polinomios {py, }, con 7}13;0 If = pullzee () = 0} ,

la pregunta de interés es jcuidndo P(K) = A(K)?

Quizés a este problema nunca se le asigné un nombre, pero en el espiritu deberia llevar el de Runge
(1885) cuyas contribuciones fundamentales al area, todavia aparecen los cursos de anélisis complejo.
Entre otros contribuyentes, mencionamos a J. L. Walsh (1926), Hartogs-Rosenthal (1931), Lavrentiev
(1936) y Keldysh (1945).
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TEOREMA 1.2.5 (Mergelyan).

Dado K C C compacto, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

2. C\ K es conero.

Con respecto al problema extremal de Szegd, éste puede expresarse como sigue: Considerados una
medida finita de Borel, no negativa p sobre la circunferencia unitaria I1:= {z € C: |z| =1} y p > 0. El

problema extremal de Szego consiste en encontrar

1 1 P
i p . ; ; — = i E ’ ]
Op(p) : 1nf{2 / |P(2)|” du(z) : P es un polinomio con P(0) 1} inf 5 / ‘1 Cj% ‘ du(z)

{e;} =
Como para cualquier polinomio P(z) de grado < n con P(0) =1,
" 1
Q(z) =2"P | =
z
es un polinomio ménico de grado n, y |Q(z)| = |P(z)|, siempre que |z| = 1, tenemos que

5,(1) = inf{;ﬂ/n Q)P dpu(2) : Q es ménico }

Este problema, aparentemente inofensivo, ha tenido méas impacto que el problema de Bernstein o
el teorema de Mergelyan. Su solucion y las técnicas desarrolladas alrededor de él han tenido una gran

influencia en la Teoria de Espacios Hardy y también sobre la Teoria de Funciones en el siglo XX.

TEOREMA 1.2.6 (Szegd, 1921).
Sea 11 una medida absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesque sobre la circunferencia

unitaria 11, con du(z) = w(e)df. Entonces

s = (- | " gl ).

Szeg6 demuestra primero el resultado cuando w es un polinomio trigonométrico positivo y luego usa
esta aproximacion para extender el resultado al caso w continuo, y al caso general (ver [40]). La extensién
a medidas generales vino aproximadamente veinte anos después, por Kolmogorov (1941) para p = 2, y

por Krein (1945) para p > 0.



EL TEOREMA DE APROXIMACION DE WEIERSTRASS 12

TEOREMA 1.2.7 (Kolmogorov-Krein).
Sea p una medida de Borel no negativa sobre la circunferencia unitaria Il, tal que du(z) = w(z)d0 + dus(z),

2 = e Entonces
1 27 )
Sp() = exp (/ log(w(ew))d9> :
27T 0

COROLARIO 1.2.1 (Kolmogorov-Krein).
Dados p > 0, y p una medida de Borel no negativa sobre la circunferencia unitaria 11, las siguientes

afirmaciones son equivalentes:
1. Los polinomios son densos en LP(u).

2. f log(w(e'?))dfd = —oc0

Por tanto, los polinomios son densos en LP(11) sélo en casos realmente excepcionales. En la Teorfa de

Polinomios Ortogonales, la condicion

/27T log(w(e?))df > —o0
0

es conocida como la condicién de Szego.

Finalmente, con respecto a algunos de los trabajos maés recientes que siguen esta misma linea de
investigacién podemos mencionar [37], en donde obtienen cuatro resultados que entregan condiciones
necesarias y suficientes para que el espacio de las funciones infinitamente diferenciables con soporte
compacto sobre la recta real C2°(R) sea denso en el espacio de Sobolev con peso WH*P(I, ), 1 < p < o0,

con la norma N
P
”f”v[/kp IN :Z/’f(])’ d:uja
=0

donde p = (po, - - -, 1) es una medida vectorial de Borel en R, p-admissible, e I es un intervalo compacto.
Con esta hipétesis sobre I, C2°(R) es denso, si y sélo si, C*°(R) é P son densos.

En [35], se aborda el caso p = oo para pesos acotados bastantes generales, sobre un intervalo compacto

En este trabajo se ha pretendido seguir el espiritu de Weiestrass, Bernstein,..., Dado que no siempre
se puede garantizar la posibilidad de aproximacién polinomial, de manera natural surge la propuesta de
considerar problemas de aproximacién por funciones continuas, de clase C* o de clase C™°. Ademaés se
obtienen mejoras con respecto a los resultados de [35] y se trabaja tanto con la norma L*>(w) ([30]) como

con aproximacién simultdnea ([31] y [32]).
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1.3 Otros datos sobre la vida de Weierstrass.

Karl Weierstrass nace en Prusia dentro de una familia no muy adinerada, pero muy culta. Su padre
Wilhelm era un importante agente de impuestos, trabajo que lo obligaba a tralasdarse continuamente de
ciudad en ciudad con toda su familia. A finales de 1829, el padre de Weierstrass consiguié un trabajo
estable en Paderborn. Karl, por consiguiente pudo entrar en el Gimnasio Catdlico donde aprenderia
Matematica, demostrando gran capacidad para la misma. Seguidamente, terminados sus estudios en
1834, decide dedicarse completamente a la Matematica, aunque el deseo de su padre era que se dedicara
a las finanzas.

A principios de 1839 en la academia de Miinster sigue las lecciones de Christoph Gudermann en
funciones elipticas las cuales usé al ano siguiente con el propédsito de lograr la autorizacién para la
ensefianza. Después de 11 anos enseniando en la escuela primaria, en el Gimnasio Catdlico y en el Colegio
Deutsche Krone y de Braunsberg, fue golpeado por una enfermedad nerviosa que lo debilité, arriesgando
sus estudios y su trabajo.

Durante muchos afios trabajo en el anonimato; no obstante, en 1856 publicé su teoria de la inversién
de la integral hipereliptica en el Journal fr die reine und angewandte Mathematik; el trabajo fue titulado
“Theorie der Abelschen Funktionen” (Teoria de las Funciones Abelianas), el cual estaba basado en los
trabajos del matematico noruego Niels Henrik Abel (1802-1829). Este trabajo le asegur6 un puesto en La
Escuela Regia Politécnica de Berlin (un instituto técnico). En el mismo afio fue profesor de la también
prestigiosa Universidad de Berlin. Cabe mencionar que esta investigacion de Weierstrass, que también se
apoyaba en la del matemético aleman Carl Gustav Jacobi (1804-1851), ayudé a situar el Célculo sobre
una base légica sélida.

En 1861 sus condiciones fisicas empeoraron, pero esto no le impidié desarrollar su trabajo y crear
en el mismo ano un seminario de matematicos en Berlin. Su ciclo de lecciones incluyé la introduccién
a la teorfa de funciones elipticas, el célculo de variaciones (también estuvo interesado en el trabajo del
matemaético francés Joseph-Luis Langrange (1736-1813), Miscellanea Taurinensia) y sus teorfas en Analisis
Matematico, disponiendo los cimientos para aritmetizar el Andlisis Matematico a través de rigurosos
desarrollos del sistema de nimeros reales. A causa de conflictos internos en el ambiente matematico de
la época , tuvo ciertos altercados con Leopold Kronecker, con respecto a esta tendencia de aritmetizar el
Anélisis. (En aquellos momentos Leopold Kronecker y su colega aleman Julius Dedekind se encontraban
desarrollando la teoria abstracta de los cuerpos y su aplicacién a la Teoria de Numeros, es decir, su

aplicacién a la Aritmética. J. Dedekind encontré una definicién adecuada para los nimeros reales, a
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partir de los racionales, y Weierstrass y Georg Cantor (1845-1918) también dieron otras definiciones casi
al mismo tiempo).

Weierstrass fue asaltado por el miedo de no completar su estudio de las funciones abelianas y ver
llegar asi el fracaso de todo su trabajo, ya que las ideas fundamentales y la explicacién de sus métodos
no habian sido publicados. Ya en 1887 se encontraba profundamente seguro de la edicién de sus trabajos
después de su muerte. A pesar de su esfuerzo, la publicacién estaba incompleta; no obstante, la polémica
efectuada por L. Kronecker se desvanecid, debido a la desaparicion prematura de este gran adversario
matematico.

Weierstrass -también conocido como el padre del Analisis Moderno-, fue miembro de muchas academias
y en 1892 se le confirié la medalla Helmoltz de la Academia en Berlin y la Medalla Copey de la Real
Sociedad. Ya para ese entonces llevaba algin tiempo imposibilitado de caminar, y por consiguiente usaba
una silla las ruedas... Una complicacion pulmonar, le causé la muerte el 19 de Febrero de 1897.

La siguiente lista denota los sucesivos directores de tesis desde Weierstrass hasta la actualidad.

Weierstrass-Schwarz-Fejér-Polya-Edrei-Shea-Baernstein-Fernandez-Rodriguez-Quintana.



Capitulo 2

El teorema de aproximacion de

Welierstrass con pesos.

2.1 Preliminares.

Como ya mencionamos en el capitulo anterior, si I es cualquier intervalo compacto, el teorema
de aproximacién de Weierstrass establece que C(I) es el mayor conjunto de funciones que pueden ser
aproximadas por polinomios en norma L°(I), si identificamos, como de costumbre, las funciones que
coinciden en casi todo punto.

Nuestro objetivo en este capitulo es estudiar el problema de aproximacién polinémica de funciones

con la norma L (w) definida por

[f [l o0 () := esssuplf ()|w(x), (2.1)

donde w es un peso, es decir, una funcién medible no-negativa, y adoptaremos la convencion 0 - co = 0.
Observe que (2.1) no es la definicién usual de la norma L en el contexto de teoria de la medida, aunque
es la definicién correcta al trabajar con pesos (ver por ejemplo, [4] y [9]).

Este problema también fue estudiado en [35], para el caso de pesos acotados. En este capitulo
obtendremos varias mejoras de los resultados de [35], y ademds manejaremos pesos mucho més generales
no necesariamente acotados. Si w no es acotado, entonces no es cierto en general que los polinomios
pertenezcan a L (w). Por tanto, es natural plantear el problema de aproximacién por funciones en C(R)
6 C*°(R).

Una herramienta importante que nos permite mejorar los resultados de [35] es un lema (Lema 2.2.8

15
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en la seccién 2.2), que se refiere a la regularidad de funciones cerca de los “peores” puntos de w (en este
lema nosotros estudiamos todos estos puntos simultaneamente).

Otra idea importante es usar lemas de cubrimiento similares a los acostumbrados en Anélisis Arménico
(seccién 2.3).

La seccién 2.2 muestra las definiciones que seran necesarias a lo largo del capitulo asi como el resultado
de aproximacién mds importante de este capitulo (ver proposicién 2.2.1 y teorema 2.2.1). La seccién
2.3, esta dedicada al estudio de lemas de cubrimiento del tipo Besicovitch-Vitali; sin embargo, nuestra
situacién difiere del caso usual, pues el conjunto que cubrimos es posiblemente no acotado y los intervalos
que lo cubren no estan centrados en puntos del mismo. Este lema junto con los lemas 2.2.4, 2.2.5, 2.2.6,
2.2.7 y 2.2.8, son las herramientas para la demostracién de la proposicién 2.2.1 y el teorema 2.2.1. Todos

los resultados presentados en este capitulo aparecen en [30].

2.2 Aproximacién en L*(w).
Comenzaremos esta seccién con algunas definiciones.

DEFINICION 2.2.1 Un peso w es una funcion medible w : R — [0,00]. Si w estd definido solamente en

un subconjunto A de R, tomaremos w :=0 en R\ A.

DEFINICION 2.2.2 Dados un conjunto medible A C R y un peso w, definimos el espacio L (A, w) como

el espacio de todas las clases de equivalencia de funciones medibles f : A — R, con respecto a la norma
[l 2o (aw) = esssup,eq | f ()| w(z). (2.2)

Los principales resultados de esta seccion pueden aplicarse a las funciones f a valores complejos, descom-
poniendo a f en sus partes real e imaginaria. En lo que sigue, si no especificamos al conjunto A, es
porque estamos asumiendo A = R; andlogamente, si no hacemos explicito el peso w, es porque estamos
asumiendo w = 1.

Dado A un subconjunto medible de R; siempre consideraremos el espacio L'(A) con respecto a la

restriccion de la medida de Lebesgue en A.

DEFINICION 2.2.3 Dado A un subconjunto medible de R, diremos que dos funciones u,v son comparables
sobre el conjunto A si existen constantes positivas ci,ca tales que civ(z) < u(z) < cov(x) para casi todo
x € A.

Utilizaremos el simbolo u < v para denotar un par de funciones comparables u y v sobre A.
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Como las medidas y las normas son funciones sobre conjuntos medibles y subconjuntos de espacios
vectoriales, respectivamente, podemos hablar de medidas comparables y de normas comparables. Observe

que los espacios L>(A,w) y L*(A,v) coinciden y tienen normas comparables siempre que w < v.
DEFINICION 2.2.4 Dado un conjunto medible A, definimos la clausura esencial de A, como el conjunto
essclA:={r eR: |[AN(x—-6,z+6)] >0, Vi >0},

donde |E| denota la medida de Lebesgue del conjunto E.

DEFINICION 2.2.5 Si A es un conjunto medible, f es una funcion a valores reales definida sobre A y
a € essclA, diremos que esslimgcg o f(x) =1 € R si dado € > 0 existe 6 > 0 tal que |f(z) — 1] < €
para casi todo punto x € AN (a —d,a+ J). De manera similar podemos definir esslimye g 4o f(x) = 00
y esslimgea paf(x) = —00.

Definimos el limite superior esencial y el limite inferior esencial en A, respectivamente, como

esslimsup,ey oo f(2) = (isgg €SS SUDge An(a—5,a+6) ] (T) 5
essliminfycq oo f(x) = ?;up essinf, e an(a—s,a+s)f(T) -
>0

OBSERVACION 2.2.1

1. El limite superior (o inferior) esencial de una funcion f no se altera si modificamos la funcion en

un conjunto de medida de Lebesgue nula.
2. Es bien conocido que
esslimsup,e 4 ;o f (%) > essliminfyeq oo f(7),
esslimgen, o af(x) =1 siysdlosi esslimsup,cy ,of(7) =essliminfiea o of(z) =1.

3. Imponemos la condicion de que a € essclA para obtener la unicidad del limite esencial.

Si a ¢ essclA, entonces cualquier nimero real es un limite esencial de cualquier funcion.

DEFINICION 2.2.6 Dado un peso w, el soporte de w, denotado por supp w es el complemento del mayor

conjunto abierto G C R en el cual w se anula casi siempre.

Es claro que

1. supp w =esscl{x € R: w(z) > 0}.
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2. L*®°(w) = L*>(supp w,w).

3. Ya que esscl(esscld) = essclA y supp w = esscl{x € R : w(z) > 0}, entonces supp w =

ess cl(supp w).

Este hecho nos permite establecer la siguiente definicién.

DEFINICION 2.2.7 Dado un peso w diremos que a € supp w es una singularidad de w (o un punto
singular para w) si

ess lim inf esupp w, z—aw(z) = 0.

Diremos que una singularidad a de w es de
i) tipo 1 si esslim, . w(z) =0,
it) tipo 2 si 0 < esslimsup,_,,w(x) < oo,
i11) tipo 3 si esslimsup,_,,w(x) = oco.

Denotaremos por S y S; (1 = 1,2,3) al conjunto de las singularidades de w y al conjunto de las singu-
laridades de w de tipo i.

Diremos que a € S;r (respectivamente a € S; ) si a verifica la propiedad de la definicion de S;
cuando tomamos limite cuando x — a* (respectivamente x — a~ ). Definimos ST := Sf‘ U S;' U S;' Y

ST:=57US; US;.
OBSERVACION 2.2.2
1. Los conjuntos S y S3 son conjuntos cerrados de suppw.

2. La definicion anterior de punto singular es mucho mds restrictiva que la dada en [35]. Por consi-
guiente, el conjunto de puntos singulares es mds pequenio que el dado en [35] (recordemos que con
nuestra definicion se tiene S C supp w, mientras que esta condicion no se verifica si consideramos
la definicion de punto singular de [35]): por ejemplo, si consideramos que un conjunto de Cantor
C C [0,1] de longitud positiva y tomamos w como la funcion caracteristica de C, obtenemos que
S = 0; sin embargo, con la definicion de [35], el conjunto de puntos singulares es R. Este hecho es

crucial, ya que los puntos singulares hacen nuestro trabajo mds dificil.
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DEFINICION 2.2.8 Dado un peso w definimos los puntos requlares por la derecha y regulares por la

izquierda de w, repectivamente, como
R" :={a € suppw : esslim inf esupp w, z—atw(T) > 0} y
R™ :={a € suppw : esslim inf,esupp w, wv—a-w(T) > 0}.
OBSERVACION 2.2.3 Note que RT U S USy USy =suppw=R"US; US, US;.

DEFINICION 2.2.9 Dados un peso w y € > 0, definimos los conjuntos A := {x € supp w : w(z) > €} y

A¢ = supp w \ A..
Ahora presentamos algunos resultados demostrados en [35] que serdn ttiles en nuestro trabajo.

LEMA 2.2.1 ([35], Lema 2.4).

Si A es un conjunto medible, tenemos que
1. essclA es un conjunto cerrado contenido en A.
2. |A\ essclA| = 0.

3. Si f es una funcion medible en AUessclA, a € essclA y esslim ooq el »af (T) existe, entonces

esslimyca 4o f () también existe y
esslimze, a—af (%) = esslim, cogqcla ool (@) -
4. Si|Al >0y f es una funcion continua en R tenemos que

[ fllzoecay = sup |f(x)].

zeess cla

LEMA 2.2.2 (/95], Lema 2.2).
Consideremos un peso w y a € Sy. Entonces, cualquier funcion f en la clausura de C(R) N L*(w) con

la norma L*>°(w) satisface

€SS limxesupp w,x_,af(x)w(x) =0.

OBSERVACION 2.2.4 Un resultado similar es cierto si a € Sf' 6acsS].
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LEMA 2.2.3 ([35], Lema 2.6).
Consideremos un peso w y a € S. Entonces, cualquier funcion f en la clausura de C(R) N L*>®(w) con la

norma L% (w) satisface

ing (ess lim sup,c gc z—alf(2)] w(g:)) =0.
€> €

LEMA 2.2.4 ([35], Lema 2.7).

Consideremos un peso w y a € S1. Si

inf (esslimsupge ag ol () w(2) ) =0,

entonces ess limgesupp we—af(@)w(z) = 0.
OBSERVACION 2.2.5 Un resultado similar es cierto si a € Sf‘ 6acs].

Los lemas 2.2.2, 2.2.3 y 2.2.4 estdn demostrados en [35] con z en algin intervalo, en vez de x € supp w.
Sin embargo, las pruebas en cada caso siguen siendo validas.

Ahora demostraremos algunos lemas técnicos.

LEMA 2.2.5 Consideremos un peso w y a € suppw. Si essimsup,cquppw,z—a(z) = 1 € (0,00],

entonces para cualquier funcion f en la clausura de C(R) N L™ (w) con la norma L™ (w), tenemos que
esslimyea, z—af(x) = f(a), para todo 0 <e<I.

Ademds, f € NesoCl(essclA); en particular, f es continua por la derecha en cada punto de Rt y continua

por la izquierda en cada punto de R™.

OBSERVACION 2.2.6 Note que las funciones en L™ (w) estdn definidas en supp w; por lo tanto, la con-
tinuidad es referida a este conjunto. Recordemos que identificamos las funciones que coinciden en casi

todo punto.

Demostracion.

Para cualquier § > 0 tenemos

€8S SUPesupp wn(a—s,a+e)W(T) =1 >0,

y entonces

{z € supp wN (a —d,a+0) : w(z) > e} >0,
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para todo § > 0y 0 < e < [. Esto implica que a pertenece a essclA., para cualquier 0 < e < [.

Sige C(R)NL®(w),0 <e<lyd>0, tenemos que

ellgll Lo (acnfa—s,a+8) < 19l o (Acn[a—5,a45],w) -

Como esscl(Ac N [a — d,a + J]) es un conjunto compacto y g € C(R), del lema 2.2.1, parte 4 obtenemos
€ s Cl(ffi%a_&aw]) l9(2)| < {19l Lo (Acnfa—s,a45],w) -

Consecuentemente, si {g,} C C(R) N L*(w) converge a f in L*°(w), entonces {gn} converge a f uni-

formemente en esscl(AcNa—d,a+6]) y f € Clesscl(Ac N [a — J,a + §])) para cualquier § > 0. Por lo

tanto, f € C(essclA.) para todo € > 0. De este hecho y de la parte 3 del lema 2.2.1, obtenemos que,

para 0 < € < [, existe

esslimgea,, oo f(2) = esslim _ogqc1a oo/ () = lim f(x) = f(a).
' zeess ClA., z—a

Si y € RT, entonces existen €, > 0 con ess inf,esupp wn(yy+6)W(T) > €, y en consecuencia
supp w N [y,y + d] C essclA.. De este hecho y de que f € C(essclA.) se obtiene que f es continua por la
derecha en y. Si y € R™, un argumento similar nos permite concluir que f es continua por la izquierda
en y.

DEFINICION 2.2.10 Diremos que una funcion g preserva la continuidad de f si g es continua por la
derecha en cada punto que f sea continua por la derecha, y g es continua por la izquierda en cada punto

que [ sea continua por la izquierda.
Es claro que si g preseva la continuidad de f, entonces g es continua en todo punto donde f lo sea.

LEMA 2.2.6 Consideremos un peso w. Supongamos que a € Sfr ya € (a,00) \ S. Entonces para cualquier

n >0 fijado y f € C(supp w\ S) N L>®(w) con

H;g (ess lim Supa:EAg,z—»aJr ‘f(x)‘ ’LU(.’L') ) = 07

existe b € (a,a + 1)\ S y una funcion g € L*(w) N C([a,b]), que preseva la continuidad de f, tal que
g=[ ensuwpp w\[a,0), [|f = gllrewy <n (v If = gllrrsupp w) <0 si f € L' (supp w)). Ademds, si f
no es continua por la izquierda en a, g puede ser elegida con la condicion adicional g(a) =0 6 g(a) = A

para cualquier A € R fijado.
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OBSERVACION 2.2.7 Un resultado similar también es cierto sia € S ya € (—o0,a)\ S.

Demostracion.

Como a € (a,00) \ Sy (a,00)\ S es un conjunto abierto, existen intervalos [y}, y,] C (a,a+1/n)\ S,
para cada n. Asumamos primero que podemos elegir [y}l, yn] C supp w, para cualquier n. Eligiendo v,
més pequefio si es necesario, podemos asumir que existe €, > 0 con [y}, yn+€,] C supp wN((a, a+1/n)\S),
para cualquier n; de este hecho y de la tltima afirmacién del lema 2.2.5 obtenemos que f € C([yL, yn+e€xn]).

Asumiremos que f(y,) > 0. Consideremos la cdpsula convexa C' del conjunto
{(z,y) eR*: z €[y, yn] ey > f(x)}. Ya que f € C([y}, yn]), tenemos que
00\ ({z =yl y> fluh)yU{z = yn,y > f(yn)}) es el grafico de una funcién convexa H,, € C([y},yn])
con Hy,(yl) = f(yl) y Hu(yn) = f(yn). Entonces, podemos encontrar una funcién h, € C([a,y,]) con
|hal < |f|y sgnhy = sgn f si by # 0 en [y, Ynl, ha(yn) = f(yn) ¥y hn = 0 en [a,y,]: Si H,(t) = 0 para
algiin t € [y}, y,), podemos elegir h,, = 0 en [a,t] y h, = H, en [t,y,]; si H, > 0 en [y}, y,], podemos
elegir h, = 0 en [a, s] (con s € [y, yn)), hn = Hy en [t,y,] (con t € (s,y,)), ¥ by una recta en [s, ¢.

Si f(yn) < 0, podemos construir h,, de manera similar. Si f(y,) = 0, podemos tomar h,, = 0.

Si no podemos encontrar [y, y,] C supp w, para cualquier n, entonces existen intervalos
(Yn, 2n) C (a,a+1/n)\ supp w, para cada n, pues (a,a+ 1/n)\ supp w es un conjunto abierto. Ademads,
podemos elegir y,, € supp w para cualquier n, ya que a € Sfr . Definimos h,, := 0 en [a, yy], y la funcién

fn como

hop(x siz€la
fn(l') — n( )7 . [ aynL
f(z), si x € supp w \ [a, yn] .
Recordemos que f,, es continua en [a,y,] y preseva la continuidad de f, salvo posiblemente en = = a.

Note que |fn| < |f| y sgn fn, =sgn f si f, #0, en [a, y,] Nsupp w. Por lo tanto,
If = fallpeo @) = IIf = Fallzoe (aynlw) < Nl Loe ((asyn]iw) »
y esta expresién tiende a cero cuando n — oo, pues esslim,cgupp w, 2—a+ f(2) w(z) = 0, como consecuen-
cia de la observacién 2.2.5. Si f € L!(supp w), tenemos que
Hf - anLl(supp w) — Hf - anLl([a,yn]msupp w) < HfHLl([a,yn]msupp w) s

y esta expresién tiende a cero cuando n — oo. Note que f,(a) = 0; es sencillo modificar f,, en un
pequernio entorno a la derecha de a para obtener f,(a) = A, para A € R fijado, pues a € Sf“ . Tomamos
A = esslimgesupp we—a-J (z) si este limite existe; entonces f, preserva la continuidad de f. Este hecho

finaliza la prueba del lema.
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LEMA 2.2.7 Consideremos un peso w. Asumamos que a € S; ya € (a,00)\S. Fijemosn > 0y

f e C(suppw \ S) N L®(w) tales que
(a) infeso <ess Hmsup,e ge, g—at | f ()] w(x)) =0,
(b) esslimyec g, 40t f(x) = f(a), para todo € > 0 suficientemente pequeno.

Entonces, existen b € (a,a + 1)\ S y una funcion g € L*°(w) N C([a,b]), preservando la continuidad de

focong=f ensuppw\ (a,b), |f = gllzoew) <n (y |1f = gllLrsuppw) <1 si f € L (suppw)).
OBSERVACION 2.2.8 Un resultado similar es cierto sia € S, ya € (—o0,a)\ S.

Demostracion.

Para cada ntimero natural n, elegimos €, > 0 con lim,, ,oc €, =0y

. 1
ess thUPxeAgn,mHaﬂf(l'ﬂ w(z) < -

Consideremos ahora 0 < §, < 1 con lim, o0 6, =0y

1

€ss SUPxe(a,a—s-(Sn)mAgn ‘f(.%')‘ w(x) < n (23>

Podemos tomar d,, con la propiedad adicional |f(z) — f(a)] < 1/n en c.t.p. x € (a,a + d,) N A,

Como a € (a,00) \ Sy (a,00) \ S es un conjunto abierto, existen intervalos [y}, y,] C (a,a + 8,)\ S,
para cada n. Primero supondremos que podemos elegir [y}, v,] C supp w, para todo n. Eligiendo y,, més
pequeiio si es necesario, podemos asumir que existen £, > 0 con [y}, y, +&,] C suppwn ((a,a+6,)\ 9),
para todo n; de este hecho y de la tiltima afirmacién del lema 2.2.5 obtenemos f € C([y}, yn + €n]).

Asumamos que f(y,) > f(a). Consideremos la cépsula convexa C del conjunto {(z,y) € R? : = €
[Wnsyn] € y > f(z)}. Como f € C(lyp,ynl), tenemos que IC\ ({z = yp,y > f(yp)} U{z = yn,y >
f(yn)}) es el grafico de una funcién convexa H, € C([yL,y,]) con H,(yt) = f(yl) v Hu(yn) = f(yn)-
Entonces, como en la demostracién del lema 2.2.6, podemos encontrar una funcién h, € C([a,yn]) con
|hn — f(a)| < |f = f(a)| y sen(hy, — f(a)) = sen(f — f(a)) si hn # f(a) en [y, ynl, halyn) = f(yn) ¥
hn = f(a) en [a, y,].

Si f(yn) < f(a), podemos construir h,, de manera similar. Si f(y,) = f(a), podemos tomar h,, = f(a).

Si no podemos encontrar [y}, y,] C suppw, para cualquier n, entonces existen intervalos
(Yn, zn) C (a,a+1/n) \ supp w, para cada n, pues (a,a+ 1/n) \ supp w es un conjunto abierto. Ademads,

podemos elegir y, € suppw para todo n, pues a € S;". Definimos h, := f(a) en [a, yn].
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Definamos ahora la funcién f,, como

fol) = hn(z), st x€la,yn],

f(z), sizesuppw) |a,yn].

Recordemos que f,, es continua en [a,y,] y preserva la continuidad de f.

Observe que |fo— f(@)] < |f = £(a)] y sen(fa— £(a)) = sgu(f — F(@)) si fu £ £(@), en [o, ya] Nsuppw
Recordemos que |f(z) — f(a)] < 1/n en c.t.p. = € [a,yn] N A,,. Por lo que

2
1f = fall L= (lagninac, w) < 21 = f@)llzoe (ayninac, w) < - Wl ow((ayn)) - (2.4)

Observe también que [|wl|ze0(
a€ Sy.

De la desigualdad (2.3) se obtiene

[a,yn]) estd uniformemente acotado para para n suficientemente grande, pues
rJIn

2
1 = Fall oo (ayninag, wy < 201f = fl@)l e (lagainag, w) < 21 F 2o (ayninag, w) + 2 f(@)len < —+2]f(a)len.

De esta desigualdad y de (2.4) se obtiene

2 2
1F = Fall i gty < = + 217 @len + = [0llzoaga -

Si f € L'(suppw), también tenemos

Hf - fn”Ll(suppw) = ”f - anLl([a,yn]msuppw) < 2”f - f(a)”Ll([a,yn]ﬁsuppw) :

Lo que finaliza la prueba.

LEMA 2.2.8 Consideremos un peso w, y subconjuntos TT C ST\ Sfr yT— C S\ S;. Tomemos

f € L>®(w) tal que para cualquier a € T,

(al) infeso (essimsupgepe 5o+ | f(2)|w(2)) =0,

(b1) esslimye g, 4ot f(x) = f(a) = 0, para todo € > 0 suficientemente pequeno,
y para todo a € T,

(a2) infesq (esslimsup,e ge oo | f(2)|w(z)) =0,

(b2) esslimyec g 4q-f(x) = f(a) =0, para todo € > 0 suficientemente pequenio.



EL TEOREMA DE APROXIMACION DE WEIERSTRASS CON PESOS 25

Entonces, para cada n > 0, existe una funcion g € L (w) que preserva la continuidad de f, es
continua por la derecha en cualquier punto de TT y es continua por la izquierda en cualquier punto de
7=, con |f = gllecwy <m0 (v |If = 9llrsuppw) < 1 si f € L(suppw) y [TTUT™| =0). Ademds,
tenemos g = f=0en TTUT.

OBSERVACION 2.2.9

1. Si f € L®(w), esslimye g, 40t f(x) = f(a) para todo € > 0 suficientemente pequerio, y a € ST,
entonces esslimsup, _,,+w(z) = 00 yesslimyey, ;o q+ f(x) = 0. Un resultado similar es cierto para

acS;.

2. FEste resultado permite manejar simultdneamente cada punto de S;r U S5, en oposicion a los lemas

2.2.6 y 2.2.7, los cuales sélo permiten tratar con un punto de Sfr US| y un punto de S; us, .

Demostracion.
El corazon de esta prueba es modificar f de una manera secuencial; en cada paso obtendremos una
funcién méas pequena cerca de los puntos en S; usSs.

Fijemos n > 0. De las condiciones (al) y (b1) se tiene que para cualquier a € Tt existen 6:{,17 5 >0,

a,l
tales que

|f(2)|w(z) <n/2, enctp. x€la,a+d]NAS
’ Ea,l
|f(z)] <n/2, enctp. x€ [a,a+6j71]ﬂAe+l,

y \f(a+5:’1)] <n/2.

De manera similar, para cualquier a € T, existen €

a,l’

041 > 0, tales que

|f(@)|w(z) <n/2, enctp. z€la—§,,aNA"

a,l

|f(z)]<n/2, enctp. z€ [a—étl*’ha]mAe;l7
y [fla—d.1)l <n/2.

SiTy = {(Ua€T+ [a,a + 5;1]) U (UaeT— la—0d,1, a])} Nsupp w, y T := supp w \ 11, definimos

max {min {f(x),n/2},—n/2} , s xe€T,
f(z), si xelf.

gi(x) =

De la definicién de (5;{71,5;’ 1, se deduce que g; preserva la continuidad de f: Asumamos que f es
continua por la derecha en z; si existe € > 0 con [x,x 4+ ¢) Nsupp w C T1 6 [x,x 4+ ¢€) Nsupp w C Tf, el

resultado es claro; si existe € > 0 con (x,z +¢€) Nsupp w C T y = € T3, entonces |f(x)| <n/2y g1 = f
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en [z,z+¢€)Nsupp w (si x =a+ 5@ 1, entonces |f(z)| < n/2; si x = a, entonces f(x) = 0); si no, existe
una sucesién decreciente {x,} que converge a = con |f(z,)| < 1/2, lo que implica que |f(z)| < n/2y, por
lo tanto, g1(z) = f(x); por otro lado, si g1(y) = f(y), entonces |g1(y) — g1 ()| = |f(y) — f(@)| y por otro
lado, existe € > 0 con |g1(y) — g1(2)| < |f(y) — f(x)| para y € [z,x + €) Nsupp w si g1(y) # f(y). De
estos hechos tenemos que |g1(y) — g1(z)| < |f(y) — f(z)| para y € [z,x + €) Nsupp w. Si f es continua
por la izquierda en z, el argumento es similar.

También tenemos que |g1]| < |f| ¥ sgngi = sgn f. Estos hechos implican que

”f_ngLoo(w) maX{ sup Hf ngLoo ([a, a+6+ }w)’ Sup H.f ngLoo( 1,a],w)}

acT+

= max {Sup Hf ngL’x’ (za+5+1]ﬂA5 ’w)7 Sup ”fingLOQ([a—(s_va]ﬂAci ’w)}
a€T+ a€T— @ a1

a,l

< max {sup HfHLoo aa+5+1]mAc Jw)e Sub ”f”LOO([af(S(;l,a]ﬂAc_ ,w)’}
acT+ al acT— ’ €a,1

< n/2.

Definimos g, de manera inductiva. De las condiciones (al) y (b1) se tiene que para cualquier a € T+

existen 0 < €+ < e 0< 5“‘ < §F tales que

an—17 an—17

|f(@)|w(z) <n/2", enctp. z€la,a+d,|NAS |

,n

[f(@)] <n/2", enctp. z€la,a+df,]NAzs

y [fla+67,)1 <n/2".

De las condiciones (a2) y (b2) se tiene que para cualquier a € T~ existen 0 < €,,, < €, 1,

0<d,, <
5

wn_1, tales que

F@)w(@) < /2", enctp. zela—iy,,anAc

F@)]<n/2", enctp. wela—daNA_

y [f(a=dan) <n/2%
Si Ty := { (User+[a,a+ 67 ,.]) U (Uger—-la— 6, ,,,a]) } Nsupp w, y T := supp w \ Ty, definimos

max {min {g,—1(z),n/2"},—n/2"}, si zeT,,
gn—1(x), st xzeTf.

gn(x) =

De la definicién de 6an, Oan» se deduce que g, preserva la continuidad de g,—1 y, en particular, de f.

También tenemos que |gn| < |gn—1| < |f| v sgn g, = sgngn,—1 = sgn f. Estos hechos implican

lgn = gn-1llroew) = maX{Sup l9n = gn=1llpoe a0t 5801000 S 190 = gn=1llpoe a-sz 010 >}
acT+ eT—
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acTt+ n acT— €a,n

nlnac,
a

acT+ ’ n

a,n

: max{ SUD lgn—1ll o 004 w)7 S [l9n=1ll oo faszp ainac_ ,w>’}
acl — €

< n/2".

Observe que [|gn — gn—1|l L~ (supp w) < 1/2", pues T, C Tp—1.
Como {|gn(z)|}n es decreciente en n, y sgn g, = sgn f, tenemos que g, (z) converge a algin g(x) para

cualquier x € supp w. Si m < n, obtenemos que

lgn = gmll Loy < /2% - 4+0/2" <n/2™, Nlgn— gmll Lo suppw) < /2" 4+ +0/27T < /2™

Por lo tanto {g,,} es una sucesién de Cauchy en L>(w) y L*(supp w); luego {gn} converge a g tanto en
L*°(w) como en L (supp w).

Entonces ||f — gllpee(w) < Dopeq1/2" = 1y g preserva la continuidad de f. Sia € T+, dado
cualquier € > 0, podemos elegir n con 7/2" < ¢; entonces |g(z)| < |gn(z)| < n/2" < € para cualquier
x € la,a+ 5;71] N supp w. En particular, g(a) = 0, y por lo tanto g es continua por la derecha en a. Por
un argumento similar g = 0 y g es continua por la izquierda en cualquier punto de 7'~.

Si f € L'(supp w), entonces existe § > 0 tal que / 5 |f| <n para cualquier conjunto medible
E Csupp w con |E| < 4. Si |TTUT~| =0, podemos elegir Oats 5;1 con la propiedad adicional |T7| < 4.

Entonces || f — g/l supp w) < 1fllorem) <n-

DEFINICION 2.2.11 Un peso w se dice admisible si a € (a,00)\ S para cualquier a € S U Sy, y

a € (—oo,a) \ S para cualquier a € S] U S5 .

Para caracterizar las funciones que pueden ser aproximadas en L (w) por funciones continuas nuestros
argumentos requieren que w sea admisible. Esta hipdtesis es muy débil; en efecto, es dificil encontrar
un peso no admisible. Para que un peso sea no admisible debe existir un intervalo totalmente contenido
en S. En particular, cualquier peso con |S| = 0 (por ejemplo, de variacién total finita) es admisible.
Cualquier peso que coincida casi siempre con una funcién inferiormente semi-continua es admisible; en
particular, si existen intervalos abiertos disjuntos dos a dos {I,,} con w € C(I,,) y [supp w \ UpI,| = 0,
entonces w es admisible. Ahora, daremos un ejemplo de Miguel A. Jiménez de un peso no admisible;

reproducimos este ejemplo con su permiso.

EJEMPLO 2.2.1

) m{ D llgn = gntll e asat i, s S0 19n = 01l im o alnite )

}
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1. Construiremos un peso acotado w sobre [0, 1], cuyo soporte sea todo un intervalo, con limite inferior
esencial 0 en todo punto de su intervalo de definicion y que no sea 0 casi siempre. Este ejemplo es

facilmente extendido a la recta real como una funcion 1- periddica.

Ezpresamos el conjunto de los nimeros racionales contenidos en (0,1) como una sucesion {ry},
k=1,2,.... Definimos Yy, = (rp — 1/2"TF+1 4 1/27001) 0(0,1), n=1,2,... y

Zp = Upey Yin. Entonces {Zp}n es una sucesion de conjuntos abiertos en (0,1), cuya longitud
decrece a cero. Definimos X,, := (0,1) \ Z,,. Entonces {X,}n es una sucesion de conjuntos relati-
vamente cerrados en (0,1) cuya longitud crece a 1. Tomemos g, como la funcion caracteristica del
conjunto Xn, y fn =30, g;/3°.

Las propiedades siguientes pueden verificarse sin inconvenientes: {fn}n es una sucesién creciente
de funciones positivas que convergen uniformemente a una funcién w sobre (0,1). La funcion w
es un peso acotado por ) 1/n2. El soporte de f, es el conjunto X,, y como las longitudes de X,
crecen a 1, el soporte de f es (0,1). Para todo n y todo x € (0,1), el limite inferior esencial de
fn enx es 0. Como w — f, < 1/n? uniformemente, el peso w tiene esta misma propiedad en x.

Finalmente ni fp, ni w son 0 casi siempre.

También tenemos un ejemplo no constructivo.

2. Es conocido que eziste un conjunto de Borel E con 0 < |[ENI| < |I| para todo intervalo I (ver por
ejemplo, [39], capitulo 2). Es facil chequear que el peso w definido como la funcion caracteristica

de E es no admisible, pues supp w =5 = R.

Observe que este concepto de peso admisible es diferente del dado en [3], [33], [34], [35], [36], [37] ¥
[38].

PROPOSICION 2.2.1 Si w es un peso admisible, entonces la clausura de C(R) N L>®(w) en L>®(w) es

( feL>®w): f es continua por la derecha en cualquier punto de R™,

es continua por la izquierda en cualquier punto de R™,

para cada a € ST, infesg (ess Hmsupge ae goat | f (@) w(2) ) =0 vy,
sia¢ Sy, esslimyey o o+ f(z) = f(a), para cualquier e > 0
suficientemente pequeno,

para cada a € S~, inf.g (ess m supge ae oo |f ()| w(@) > =0y,

sia @ Sy, esslimyeq, 40 f(x) = f(a), para cualquier e >0

suficientemente pequeno.
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Siw € LS (R), entonces la claususra de C*°(R) N L™ (w) en L>®(w) es también H. Ademds, si supp w
es compacto y w € L*°(R), entonces la clausura de los polinomios también es H.
Ademds, si f € HN LY(supp w), S§ USy US;y USy es numerable y |S| = 0, entonces f puede ser

aprozimada por funciones en C(R) con la norma || - || poc(w) + || - |21 (supp w)-

Demostracién.

De los lemas 2.2.5 y 2.2.4 se deduce que H contiene a C(R) N L (w). Para ver que H esta contenido
en C(R) N L= (w), fijemos f € H and € > 0.

Los lemas 2.2.6, 2.2.7 y 2.2.8 son las claves para obtener una funcién continua que aproxime a f; sélo
necesitamos combinarlos de una manera precisa y en un orden apropiado. Otro importante ingrediente
para la demostracién es un lema de cubrimiento (teorema 2.3.1), que serd probado en la siguiente seccion,
para hacer esta prueba mas clara.

Si aplicamos el lema 2.2.8 con T := S; y T~ := 55, obtenemos una funcién g; € L*>(w) que preseva
la continuidad de f, es continua por la derecha en todo punto de S;r y es continua por la izquierda en
todo punto de Sy, con ||f — g1llreew) < €/3 (v If — g1llisupp w) < €/3 si f € L'(supp w), ya que
IS5 U S5 | =|S] = 0). Recordemos que g;(a) = 0 para todo a € S U S5 .

Como w es admisible, de los lemas 2.2.6 y 2.2.7 se tiene que para cada a € S5 N (Sfr U S;r) existen
by € (a,a+1)\ S y una funcién g, € L>®(w)NC([a,b,]), preservando la continuidad de g1, con g, = g1 en
supp w \ (@, ba), (|91 — gall oo (w) < €/3. Definimos en este caso U, := (a, b,). Sin pérdida de generalidad
podemos asumir que no existen puntos de Ss en Uy, pues esslimsup,_,,+w(z) < oo implica que w estéd
esencialmente acotado en un entorno abierto a la derecha de a.

De manera similar, para cada a € S5 N (S] U Sy ) existen b, € (a —1,a) \ S y una funcién
9a € L (w)NC([ba, a]), preservando la continuidad de g1, con g, = g1 en supp w\ (ba, @), [|g91—gall Loo () <
€/3. Definimos en este caso U, := (by, a) y también tenemos S3 N U, = 0.

Definimos A := (S5 N (S USy))U (ST N(S; US;)). Como tenemos Sz N (UgeaUy) = 0, deducimos
que cualquier U, interseca a lo sumo otro entorno U, (en este caso, uno de ellos es un entorno a la derecha
y el otro un entorno a la izquierda). Entonces, sin pérdida de generalidad podemos asumir que {U, }qca
son disjuntos dos a dos (si esto no es asi, podemos tomar entornos mas pequenios). Este hecho implica
que A es un conjunto numerable, y podemos escribir A = U,a,. Los lemas 2.2.6 y 2.2.7 garantizan que

podemos elegir ga, con [[g1 = ga, || L1 (supp w) < 27"€/3 81 f € L (supp w).
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Definimos la funcién g como

ga(z), si x €U, paraalgin a € A,
gg(l’) =
gi1(x), en otro caso.

Tenemos que || f — g2l zoow) < 2¢/3 (v |[f — g2ll1(supp w) < 2¢/3 si f € L' (supp w)).

Es inmediato que g9 es continua en supp w excepto quizas en los puntos del conjunto
B = ((S{ USH)\ S3)U((S; USy)\ Sy). Los lemas 2.2.6 y 2.2.7 garantizan que para cada a € B
existen 0 < ri(a),r2(a) < 1 y una funcién g, tal que, si definimos U, := (a — r1(a),a + r2(a)), entonces
ga € L>®(w) N C(U,), g, preserva la continuidad de ga, g4 = g2 en supp w \ U,, vy ||g2 — Gall oo (w) < €/6
(sia € BNR™, tomamos g, = g2 en (a —ri(a),a), es decir, g2 permanece sin cambios del lado izquierdo
de los puntos regulares por la izquierda; si a € BN RT, tomamos g, = g2 en (a,a+r2(a))). Observe que,
como en la construccién de g2, podemos asumir que no existen puntos de Sz en (a — r1(a),a + r2(a)).

Ahora, probaremos que 71(a) y r2(a) pueden ser elegidos tal que 20/21 < ri(a)/rz2(a) < 21/20: Esto
es obvio si r1(a) = r2(a). Entonces, sin pérdida de generalidad podemos asumir que ri(a) < ra(a); si
a+ri(a) ¢ S, usando los lemas 2.2.6 y 2.2.7, podemos obtener otra aproximacién h, de g2 en el intervalo
(a—ri(a),a+71(a)); sia+ri(a) €S, entonces a+ri(a) ¢ S US;, y existe un punto a +r3(a) ¢ S tan
cercano a a + r1(a) como queramos, pues w es admisible; entonces podemos obtener otra aproximacion
he de g2 en el intervalo (a — r1(a),a + r3(a)).

Ya que {U, }qep €s un cubrimiento por abiertos de B, el teorema 2.3.1 de la préxima seccién garantiza
que existe una sucesién {a,} C B tal que B C U,U,,,, cada Uy, interseca a lo sumo dos U,,,’s, y ningin
U,, esta contenido en otro U,,,. Consecuentemente, la interseccién de dos intervalos no corta a ningin
otro intervalo, es decir, U,, N Uag; N (Ui, jUay,) = 0.

Definimos [a,, 8] := U, Supongamos que Uy, N Ua; # 0, con a; < aj; entonces U, ﬂUaj = [aj, Bi

y laj, Bi] N Uy, = 0 para cualquier k # 4, j. Definimos las funciones

_ Bi—x T —
= T ga) 4 G (e

Observe que gq;,q; € C([oy, Bi]) v satisface ga;.a; () = 9a, (), Gasa;(Bi) = 9a; (Bi), ¥

gaj,ai(l‘) ‘= Ya;,a; (x) :

Bi —x T — Q,
19a;.a: =921l L= (jay 8] ) < 5 —a (9a: (x) — ga()) ol = (90, (2) = 92(2))
E J Lo (ley,8i] w) ¢ J Lo (loy,Bi] w)
Si definimos la funcién g3 como
g2(x), si & € supp w \ UpU,,,
g(.’L’) = gai(fE% si x € Uaiy x ¢ Um#anma

Jasa; (), si x €Uy NU,,,

< £
3
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entonces gs es una funcién continua en supp w, ||g2 — 93HL°°(w) <e/3y|f— gSHLOO(w) <e.

Si f € L'(supp w) y B es numerable, también podemos obtener ||go — 93l 1 supp w) < €/3 (de la
misma manera podemos obtener una aproximacién L! para gs), y entonces || f — g3| Li(supp w) < €

Es facil elegir una funcién g € L (w) N C(R) con g = g3 en supp w. Definimos g := g3 en supp w;
entonces g € C'(supp w). Ya que supp w es un conjunto cerrado, el complemento de supp w es una unién
numerable de intervalos abiertos disjuntos dos a dos R\ supp w = Uy (an, Br). Si (am, B,) esta acotado,
entonces oy, 8, € supp w, y definimos g en este intervalo como la funcién cuyo grafico es el segmento
de recta que une a los puntos (ay, g3(an)) vy (Bn, 93(Bn)); si (am, Bn) = (—o0, B,,) para algin n, entonces
Brn € supp w, y definimos g := g3(8,) en este intervalo; si (apn,3,) = (an,00) para algin n, entonces
oy, € supp w, y definimos ¢ := g3(ay,) en este intervalo. Es claro que esta funcién es continua en R.

Si supp w es compacto y w € L*(R), la clausura de los polinomios es también H, como una conse-
cuencia del teorema de aproximacion de Weierstrass.

Siw e LY (R), dividimos R en los intervalos R = Upez[2n — 1,2n + 2]. Para cada € > 0, existe

loc

gn € C°([2n — 1,2n + 2]) (de hecho, podemos tomar g, como un polinomio) con
1f = gnll oo (2n—1,2n+2],w) < 2-Inl=2¢,

Consideremos una particién de la unidad {¢,} que satisfaga: > ., ¢n = 1 en R, ¢nljn 2041 = 1,
0<¢p<1lyo, € CX((2n—1,2n+2)). Observe que gn¢, € C°(R); por lo tanto la funcién g := >, gnén

pertenece a C*°(R) (pues la suma es localmente finita) y satisface

Hf - gHLOO(w) = '|fz¢n - Zgn(lsn < Z H(f - gn)(anLoo(w) < 22_|n|—25 < €.

Lo (w)

Podemos reformular la proposicién 2.2.1 como sigue:

TEOREMA 2.2.1 Sean w un peso admisible y

feL>®w): f es continua por la derecha en cualquier punto de R,
es continua por la izquierda en cualquier punto de R~

para cada a € ST, esslim,_,,+|f(z) — f(a)|w(xz) =0,

para cada a € S~, esslim,_,,-|f(x) — f(a)|w(z) =0

Vs
Entonces:

(a) La clausura de C(R) N L>°(w) en L*°(w) es Hy.

(b) Siw € LS (R) entonces la clausura de C*°(R) N L>®(w) en L>®(w) es también Hy.

loc
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(c) Sisupp w es compacto y w € L>®(R) entonces la clausura de los polinomios es Hy.

(d) Si f € HiNL!(supp w), S{USyUSTUS, es numerable y |S| = 0, entonces f puede ser aprozimada

por funciones en C(R) con la norma || - || peo(w)y + || - |1 (supp w)-
OBSERVACION 2.2.10

1. Este resultado mejora el teorema 2.1 de [35], pues removemos la hipdtesis de que w € L>°. Ademds
el conjunto de los puntos singulares es mds pequenio que el que aparece en [35], ya que S C supp w
(ver la observacion tras la definicion 2.2.7). Finalmente, la hipdtesis |S| = 0 en [35] es reemplazada

por la condicion mucho mds débil de que w sea admisible.

2. Fijados xy,...,xm € R(w), la prueba de este teorema permite obtener funciones aproximantes a f
que coinciden con f en algun entorno abierto de {x1,...,Tm}.
Demostracién.

S6lo necesitamos mostrar la equivalencia de las condiciones (a) y (b) que siguen:

(a) para cada a € ST,

(a.1) infeso (esslimsupxe PR f(:c)|w(:z)) =0,

(a.2) sia ¢ ST, esslimgea, , o+ f(x) = f(a), para e > 0 suficientemente pequeiio,
(b) para cada a € S¥, esslimycsupp w, z—at | f(2) — f(a)|w(z) = 0.

(Es inmediato que (b) es equivalente a esslim,_,+|f(z) — f(a)|w(z) = 0 para cada a € ST, pues
w(z) =0 en c.t.p. = ¢ supp w.)

La equivalencia de (a) y (b) cuando a € S~ es similar.

Es claro que (b) implica (a). De la hipdtesis (a.1) se obtiene que para cada n > 0, existen €, > 0
con || f|| oo ([a,a+0nAc,w) < 1/3 ¥ |f(a)le < n/3. Por la hipdtesis (a.2) podemos elegir § con la condicién

adicional || f — f(a)| Lo ((a,a4-6)n4c,w) < 1/3. Esta desigualdad implica

”f - f(a)HLOO([a,a—&-E],w) < ||f||L°°([a,a+6}ﬁAg,w) + |f(a)| €+ Hf - f(a)HLOO([a,a—i-cS]ﬂAe,w) <n.

|
La prueba de la parte (a) del teorema anterior sélo usa la admisibilidad de w para construir una
sucesién {fn}n C C(R) N L*™®(w) que converge a f € Hp en norma L>(w). Consecuentemente, la

siguiente afirmacién también es cierta.
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COROLARIO 2.2.1 Para cualquier peso w, la clausura de C(R) N L (w) en L>®(w) estd contenida en H

El teorema 2.2.1 también tiene la siguiente consecuencia directa.

COROLARIO 2.2.2 Consideremos a; < -+ < a, y un peso admisible w en [aq, ay,|. Entonces, f pertenece
a la clausura de C (Jo, o)) N L2 ([, o], w) en L[, o], w) siy sdlo si f pertenece a la clausura

de C ([aom, m1]) N L ([, 1], w) en L ([, @mt1], w) para todo 1 < m < n.

Ahora trataremos el problema de aproximacién por polinomios y funciones diferenciables.

DEFINICION 2.2.12 Dado un peso w con soporte compacto, un polinomio p € L*>(w) se dice polinomio
minimal para w si cualquier polinomio en L*°(w) es un maltiplo de p. Un polinomio minimal para w

se dice el polinomio minimal para w (y lo denotaremos por py,) si €l es 0 o es madnico.

Es claro que siempre existe un polinomio minimal para w (aunque sea 0): es suficiente considerar un
polinomio en L>®(w) de grado minimo. Los polinomios minimales para w son tnicos salvo multiplicacién
por un factor constante; este hecho siempre permite definir p,,.

Observemos que p,, = 0 si y s6lo si el inico polinomio en L (w) es 0.

TEOREMA 2.2.2 (Consideremos un peso w con soporte compacto. Si py, = 0, entonces la clausura del
espacio de los polinomios en L>(w) es {0}. Si py, no es idénticamente 0, la clausura del espacio de los
polinomios en L™ (w) es el conjunto de funciones f tales que f/py, estd en la clausura del espacio de los

polinomios en L™ (|py|w).

OBSERVACION 2.2.11 El peso |py|w estd acotado (ya que p, € L™ (w)) y tiene soporte compacto. En-
tonces -por el teorema 2.2.1- conocemos cudl es la clausura del espacio de los polinomios en L™ (|py|w)

(observe que |py|w es admisible si w es admisible).

Demostracion.

La primera afirmacion es clara, porque p,, = 0 si y s6lo si el inico polinomio en L (w) es 0.

Probaremos la segunda afirmacién. Primero, asumamos que f/p,, estd en la clausura del espacio de los
polinomios en L (|p,|w). Elegimos una sucesion de polinomios {g,} con ||f/pw — qullLo(jpujw) < 1/7-
Tenemos que ||f — puwanllrew) = [If/Pw — @ullLoo(pojw) < 1/n. Consecuentemente, f pertenece a la

clausura del espacio de los plinomios en L% (w).
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Asumamos ahora que f/p, no estd en la clausura del espacio de los polinomios en L*(|py|w). En-
tonces existe una constante ¢ > 0 tal que ||f/pw — pl|Loo(|p,|w) = ¢ Para todo polinomio p y, por con-
siguiente, ||f — puwplle@w) = IIf/Pw — PllLec(jpujw) = ¢ para todo polinomio p. Como todo polinomio
q € L>®(w) puede escribirse como g = p,,p para algun polinomio p, tenemos que f no puede ser aproxi-

mada por polinomios en L™ (w).

DEFINICION 2.2.13 Dado un peso w, definimos el conjunto

T:={a€R: esslimsup,_,,w(x) = oo} C supp w.
Observe que T es un conjunto cerrado.

DEFINICION 2.2.14 Dado un peso w, una funcion f, € C*°(R)NL (w) se dice funcién minimal para

w si toda funcion f € C°(R) N L (w) puede escribirse como f = fy, g, con g € C*(R).

Es inmediato que las funciones minimales para w son unicas salvo multiplicacién por una funcién en
C*°(R) sin ceros, y que una funcién minimal f,, verifica f,,(x) =0siy sélosi z € T.

Observe que R\ T es un conjunto abierto no vacio, ya que el caso w = oo estd excluido; entonces
existe alguna funcién en C*°(R) N L*(w). Consecuentemente, no es posible que f,, sea idénticamente
cero.

La misma prueba del teorema 2.2.2, usando una funcién minimal en vez de el polinomio minimal, nos

permite obtener el siguiente resultado

TEOREMA 2.2.3 Consideremos un peso w tal que existe una funcion minimal f,, para w. Entonces la
clausura de C*°(R) en L>®(w) es el conjunto de funciones f tales que f/fu, estd en la clausura de C*°(R)

en L(| fu|w).

OBSERVACION 2.2.12 El peso | fu|w es localmente acotado (pues fu, € L7S.(w)). Entonces conocemos por

el teorema 2.2.1, cudl es la clausura de C*°(R) en L*®(|fw|w), si|fw|w es admisible.

Para hacer uso del teorema 2.2.3 necesitamos una funcién minimal para w. Enfrentemos el problema

de construir tal funcién minimal.

DEFINICION 2.2.15 Dado un peso w, una funcion f,, se dice funcién minimal local para wena € T
st fu € C®((a—e,a+¢€)) NL®((a —€,a+€),w) para algin € > 0, y cualquier funcidn

felC®(a—ea+e))NL>®((a—e€,a+¢€),w) puede ser escrita como f = fu, g, con g € C((a—¢€,a+¢)).
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Es claro que f,, es una funcién minimal local para w en «a si y sélo si existe € > 0 tal que f,, es una

funcién minimal para w X (4—¢,a+¢), donde xp denota la funcién caracteristica del conjunto B.

ProprosicioN 2.2.2 Consideremos un peso w. Si T es discreto y para todo punto a € T existe una
funcion minimal local fy,q para w en a, entonces existe una funcion minimal f,, para w con fu, = fuwa

en un entorno de a, para todo a € T.

Demostracion.

Como T es cerrado y discreto, no existen puntos de acumulacién de T'; entonces T' = {ay }nen, con
A igual a Z, ZT, o un conjunto finito, y {an}nea es una sucesién monétona. Consideremos €9 > 0, la
constante que aparece en la definicién de funcién minimal local para f,, 4. Existen 0 < €, < €) tales que
{(an—€n, an+e€n) }nen son disjuntos dos a dos. Consideremos ¢, € C°((ap —€n, an+€,)) con 0 < ¢, < 1
Y ¢n =1in (an — €,/2,a, + €,/2); definimos también ¢ =1 -3 _\ ép.

Mostraremos ahora que f, = ¢+ >, cp @nfuw,a, €5 una funcién minimal para w. Observe primero
que fu = fuw,a, €0 (an—€n/2, an+€,/2); entonces, f,, € C°(R)NLES (w), pues w, fu, € LS (R\Upea(an—
€n/2,an + €,/2)).

Consideremos f € C*°(R)NL>(w). Sélo necesitamos mostrar que f/fu, = /(¢ + D, cp Onfuwa.) € CO(R).
Esta funcién es suave en todo punto de R\ 7', pues se expresa como el cociente de dos funciones suaves
con denominador no nulo. Observe que f/fu = f/fwa, en (an — €,/2,an + €,/2); consecuentemente,

f/fw es suuave en ay, ya que fy q, es una funcién minimal local para w en ay,.

DEFINICION 2.2.16 Dado un peso w, diremos que a € T tiene orden n € Z™T si

ess limg—.q, zesupp ww(x)|T — a|" ! = 0o y esslimsup,_,w(z)|x — a|® < co. Diremos que a € T tiene

orden finito si a tiene orden n para algin n € ZT.

PROPOSICION 2.2.3 Consideremos un peso w y a € T con orden n. Entonces (x — a)" es una funcion

minimal local para w en a.

Demostracion.

Primero, observemos que la condicién esslimsup,_,,w(x)|z — a|™ < co implica que existe € > 0 con
(x—a)" € L>®((a —€,a+¢€),w).

S6lo necesitamos mostrar que para cualquier funcién f € C*°((a — e,a+€)) N L®((a — €,a + €),w),

se tiene f(z)/(x —a)” € C®((a —€,a + ¢€)).
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Ya que esslimsup,_,|f(z)|w(z) < 0o y esslimy—.q, zesuppww(z)|z — a|*~ = oo, tenemos que
esslimg 4, zesupp wf(7)/(x — a)" 1 =0.
Como f € C®((a —€,a+¢€)), tenemos que para todo m > 0 existe

i F@) =S (P @)@ — /K f ()
ra (x —a)™ 1)

Entonces f(a) = f'(a) = --- = f(* 1V (a) = 0, y tenemos que f(z)/(z —a)" € C®((a — €,a + €)).
[
Observe que el teorema 2.2.3 (respectivamente el teorema 2.2.2) junto con las proposiciones 2.2.2 y
2.2.3 describen la clausura de las funciones suaves (respectivamente polinomios) en L>(w), si todo punto
de T tiene orden finito (en este caso tenemos que T es discreto).
De nuestros resultados se obtiene que para muchos pesos no acotados la clausura de C*°(R) en L*(w)

no coincide con la clausura de C(R) en L (w).

PROPOSICION 2.2.4 Consideremos un peso w tal que w € LS ([a —€,a) U (a,a+¢€]) y 1/w es comparable
con el mddulo de una funcion minimal local para w en a. Entonces la clausura de C*°(R) en L*>(w) no

es igual a la clausura de C(R) en L™ (w).

OBSERVACION 2.2.13 Siw es comparable con |x —a|™™ en un entorno de a, para alginn € ", entonces
1/w es comparable con el mdédulo de una funcion minimal local para w en a (por la proposicion 2.2.3,

podemos tomar (z — a)™ como esta funcidon minimal).

Demostracion.

Sin pérdida de generalidad podemos asumir que 1/w = |fy,| en (a —€,a +€), donde f,, es una funcién
minimal local para w en a, y que f,, € C*([a — €,a + €]). Elegimos una funcién ¢ € C°((a —€,a + ¢€))
con o =1en (a—¢€/2,a+¢€/2).

Veremos que la funcion
1

r—a

f(@) == fu(z)p(x)sin

estd en la clausura de C(R) en L*°(w) y no estd en la clausura de C*°(R) en L*°(w). Puesto que
suppf C (a — €,a + €), podemos asumir que w = 0 en R\ [a — €,a + €]. Por consiguiente el peso w no
tiene puntos singulares, ya que 1/w = |fy| en (a —€,;a+€) y fi, € C®([a —€,a + €]).

Es claro que f estd en la clausura de C'(R) en L*°(w), pues f € C(R) N L*°(w): recordemos que
T = {a}, porque w € L ([a — €,a) U (a,a + €]).

loc
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La funcién f/f, no pertenece a la clausura de C*°(R) en L*°(1), ya que no es una funcién continua

en a. Entonces del teorema 2.2.3 se obtiene que f no estd en la clausura de C*°(R) en L™ (w).

2.3 Lemas de cubrimiento.

El siguiente resultado es un lema tipo Besicovitch-Vitali; esta clase de lema juega un rol importante
en Andlisis Arménico (ver por ejemplo, [15]). La prueba del lema 2.3.1 sigue las ideas clasicas de las
demostraciones de este tipo de lemas (ver por ejemplo [15], capitulo 3.2). Sin embargo, nuestra situacién
difiere de la situacién estdndar en que nosotros cubrimos un conjunto posiblemente no acotado B por
intervalos no centrados en los puntos de B; por esta razén incluimos los detalles de la prueba. El lema

2.3.1 es la herramienta principal en la demostracién del teorema 2.3.1.

LEMA 2.3.1 Sean B un subconjunto de R y M un numero positivo. Para cada a € B consideremos un
intervalo abierto U, := (a — ri(a),a + r2(a)), con 0 < ri(a),re(a) < M y 20/21 < ri(a)/re(a) < 21/20.
Entonces, podemos elegir una sucesion {a,} C B tal que B C UyU,, , y {an} puede ser distribuida en
42 sucesiones {an, },{any}, ..., {any,} tal que para cada j fijo tenemos que los miembros de {Uanj} son

disjuntos dos a dos.

OBSERVACION 2.3.1 La prueba del lema permite obtener una constante mayor que 21/20, pero en la

prueba de la proposicion 2.2.1 sélo necesitamos una constante mayor que 1.

Demostracioén.

Asumamos que el lema es cierto para conjuntos acotados B, con 14 sucesiones (en vez de 42). Si B
no estd acotado, podemos considerar los conjuntos acotados By, := BN [2kM, (2k + 2) M], para cualquier
entero k. Aplicando el lema a cada By, obtenemos 14 sucesiones para cada k; como 0 < r1(a),r2(a) < M,
un intervalo correspondiente con k sélo puede intersecarse con los intervalos correspondientes con k — 1,
k 'y k+ 1. Por lo tanto, el lema es cierto con 3 - 14 = 42 sucesiones. Luego, sin pérdida de generalidad,
podemos asumir que B estd acotado.

Para cada a € B, definimos r(a) := min{ry(a),r2(a)}. Elegimos la sucesién {a,} C B de la siguiente
manera: aj con r(ai) > 3 sup {r(a) : a € B}; elegidos ay, ..., ay, consideremos a1 con
r(ant1) > 2 sup {r(a) : a € B\ Uy, U---UU,, }.

De esta manera obtenemos una sucesién {a,} C B. Si esta sucesién es finita, entonces B C U,U,,, .

Si esta sucesion es infinita, entonces lim, o, r(a,) = 0: Buscando una contradiccién, supondremos
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que r(a,) > a > 0 para todo n. Definimos m := 21/20. Observe que los intervalos en la sucesién
{(an —ri(an)/(3m), an + r2(an)/(3m))},, son disjuntos dos a dos: si x € U,,, N U, entonces

x € (an —r(an)/3,an +r(ay)/3) N (ar —r(ar)/3,ar +1r(ar)/3), ya que ri(a,)/m < r(ay). Sin pérdida de
generalidad podemos asumir que a,, < ag; por lo tanto, x —a,, < r(a,)/3y ar—x < r(ax)/3, y deducimos
que ap — an < 1(an)/3 + r(ag)/3; si estamos en el caso k < n, también tenemos r(ax) > 3r(a,)/4 y
r(ag) < ag — an, pues ap, ¢ U,,, y concluimos que r(a;) < ap — ap < 7(an)/3 + r(ar)/3; por tanto,
r(ag) < r(ay)/2, lo cual es una contradiccién. El caso k > n es andlogo. Por lo tanto, lim,, . 7(a,) = 0.
Si a = a, para algin n, tenemos directamente a € U,U,,. Si a € B\ {a,}n, entonces existe n con
r(an+1) < 3r(a)/4, y esto implica que a € Uy, U --- UU,, . Por consiguiente, B C U,U,,.

Para probar la segunda conclusiéon del lema, fijamos U,, y preguntamos cudntos Uy, ’s, con k < n,
intersecan a U,,. Tales U,,’s pueden ser clasificados en dos tipos: aquellos que verifican
lan, — ak| < 3mr(ay,) (tipo 1), y aquellos que verifican la desigualdad contraria (tipo 2). Recordemos que
r(ag) > 3r(ay)/4 para todo k < n.

Asumiremos que es cierto el siguiente resultado.

Afirmacién. Existe a lo sumo un k < n con Uy, NU,, # 0, |an — ax| > 3mr(an) y ax < ay. Lo
anterior tambén es cierto si cambiamos ai < a, por ar > a.

Asumiendo que esta exigencia es cierta por el momento, completamos la demostracion. Definimos
ahora Vi, := (ax — 3r(an), ar + 3r(ay)) si k es de tipo 1, y Vi == (a} — 1r(an),af + 3r(an)) si k es de
tipo 2, donde aj, es el punto entre ay, y a, a distancia 3mr(a,) de ay,.

Tenemos que los conjuntos Vj’s son disjuntos dos a dos: si k1 y k2 son de tipo 1, esto es una
consecuencia de que |ag, — ag,| > min{r(ax,),r(ar,)} > 2r(ay); si k1 y ko son de tipo 2, esto es una
consecuencia directa de nuestra exigencia; si k1 es de tipo 1 y ks es de tipo 2, de la afirmacién que
imponemos se deduce que |ay, — aj, | > smr(an) > 37(an), lo que implica que Var, ¥ Vay, son disjuntos.

Ahora bien, todo Vj, est4 contenido en un intervalo centrado en ay, con radio (3m+ 1)r(ay). Como el
radio de cualquier Vi es %r(an), existen a lo sumo 12m + 1 tales indices k’s; en efecto, existen a lo sumo
13 k’s con Ug, NU,, # 0y k <n, pues 12m + 1 < 14.

Por lo tanto, {ay,} puede ser distribuida en 14 sucesiones {an, }, {an,},. .., {an,, } tales que para cada
j fijado, los conjuntos {Uanj }n; son disjuntos dos a dos.

Demostracién de la afirmacién. Buscando una contradiccién, supongamos que existen ki, ko < n
con Uq, MU, # 0, an — ay; > Smr(an) (for i =1,2) y ag, < ag, < ap. Como a, — ag, > 2mr(a,) por

hipétesis, ax, ¢ Us,,; si k1 < kg, también tenemos que ay, ¢ Uqy, pOT la eleccién de ay, y, consecuente-
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mente, Uy, NUq, = 0, lo cual es una contradiccién. Si k1 > k2, tenemos que r(ag,) > 3r(ag,) > %r(an);

si denotamos por z la distancia entre a, y Us,,, También tenemos mr(ag,) +x > an — ag, > %mr(an),

es decir,

21 21

%r(a;@) +x> gr(an). (2.5)
Para encontrar una contradiccion es suficiente ver que

3 21

5r(ak2) +x > %r(an), (2.6)

pues esta desigualdad implica que sucesivamente (observe que % =2— %m)

4
2r(ag,) +x > gmr(akz) + mr(ay,),

2r(ag,) + = > mr(ag,) + mr(ay),
an —ag, > mr(ag,) +mr(ay),

Uay,, N U, = 0.

Observe que r(ag,) > +r(a,) es equivalente a 2r(ag,) + 2ir(ay) > Zir(an); si z > 52r(ay), esto implica

(2.6).

Six < 5Tr(ay), (2.5) garantiza que 247 (ax,) + 3r(an) > Zr(an).

Esta desigualdad implica que r(ax,) > 3tr(an) > Ir(an), lo que garantiza (2.6).

El siguiente teorema mejora el lema anterior.

TEOREMA 2.3.1 Sean B un subconjunto de R y M un nimero positivo. Para cada a € B consideramos
un intervalo abierto U, := (a—ri(a),a+7r2(a)), con 0 < ri(a),r2(a) < M y20/21 < ri(a)/r2(a) < 21/20.
Entonces, se puede elegir una sucesion {a,} C B tal que B C U,U,, , cada Uy, interseca a lo sumo dos

Ua,,’s, y ningun U,, estd contenido en otro U,,, .

Demostracion.

Denotaremos por {ay, }, una sucesion de elementos de B arbitraria con las propiedades de la afirmacién
del lema 2.3.1. Como {ay, },, es numerable, podemos asumir que ningin U, esta contenido en otro U,,,,;
si no es asi, removemos de la sucesién (de manera secuencial) aquellos elementos cuyos entornos estén
contenidos en otro U,,, .

Consideremos lo puntos en {ay,}, tales que U,, interseca a U,,. Observe que a lo sumo existen

83 = 14-2(42—1) puntos en {ay, },, (incluyendo aq) con tal propiedad, porque ningin U, estd contenido en
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otro U,,, y por el lema 2.3.1. Denotamos por {au,,...,an, } a estos puntos (r < 83). Entonces podemos
elegir a lo sumo tres nj,, nj,, nj, C {n1,...,n}, con Uy, U---UU,, = Uanj1 UUaan UUOlnj3 , y tales que
para cualquier permutacién {u,v,w} de {1,2,3}, Uanju no esta contenida en Uanjv U Uanjw. Denotamos
por {a}} la subsucesién obtenida removiendo de {a,} los elementos {au,, - .., an, }\ {an,, Uan, Uan, }.
Es claro que U,Ua,, = UnU,1 y que los puntos en Uy, estdn a lo sumo en dos intervalos de {U,1 } (aunque
a1 no pertenezca a {al}).

Denotamos por k el mayor de los enteros con ap € {al} y k > 1. EI dltimo proceso puede ser
repetido, con aj en vez de a1, y {al} en vez de {a,}, obteniendo asi una subsucesiéon {a2} tal que
UnUa,, = UnU,z2 y los puntos en Uy, U Uy, estén a lo sumo en dos intervalos de {Ua%}.

Iterando este proceso, obtenemos subsucesiones {al} D {a2} D {a3} D ---. Denotamos por {a,} la
intersecciones de tales subsucesiones. Tenemos que U,U,, = UnU,, v los puntos de este conjunto estéan
a lo sumo en dos intervalos de {U,, }. Ademds, ningin U,, estd contenido en otro U,,, . Por lo tanto,

cada U,,, interseca a lo sumo dos U,,,’s.

am



Capitulo 3

El teorema de Welerstrass con derivadas

de primer orden.

3.1 Preliminares.

En este capitulo nos dedicaremos al estudio de un problema de aproximacion similar al del capitulo
precedente, sélo que aproximaremos simultdneamente una funcién y su derivada. Caracterizaremos el
conjunto de funciones que pueden ser aproximadas por funciones de clase C! en W1 (wg,w;), donde
los pesos wp, w; no estdn ni necesariamente acotados ni necesariamente relacionados entre si. Esta
caracterizacién dependerd del valor L(a) := esslimsup,_,,|z — a|wo(z) en cualquier punto singular a de
wi.

Dependiendo de este valor (L(a) = 0, 0 < L(a) < 0o, L(a) = c0), los teoremas 3.2.2, 3.2.3 y 3.2.4
describen, respectivamente, el conjunto de las funciones que pueden ser aproximadas por funciones de
clase C! en W1°(I wq, w1), cuando w; tiene un sélo punto singular. Ademés, algunas de las condiciones
que aparecen en las caracterizaciones no son del todo obvias, nuestros métodos de prueba son
constructivos. El resultado principal de este capitulo es el teorema 3.2.6, el cual da una caracteri-
zacién para el conjunto de las funciones que pueden ser aproximadas por funciones de clase C' en
W1oo(I,wg, wy), cuando w; tiene infinitas singularidades (atin para intervalos no acotados), combinando
los resultados de los teoremas 3.2.2; 3.2.3 y 3.2.4. También usaremos estos resultados para estudiar el
problema de aproximacién por funciones de clase C*° (ver teorema 3.2.8).

Finalmente, un juego diferente de ideas nos permite caracterizar el conjunto de las funciones que

pueden ser aproximadas por polinomios (ver teorema 3.2.9). Todo el estudio hecho en este capitulo

41
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aparece en [31].

3.2 Aproximacién en Wh>(wy, wy).

Empezaremos esta seccién con la definicién de los espacios de Sobolev W1 (wq,w1); para ello
seguiremos las ideas de [21]. Observemos que la derivada distribucional de una funcién f en un dominio
Q) es una funcién integrable sobre cualquier subconjunto compacto de €, es decir, f' € LI (Q). Si

loc

1€ L*(2,w1), una condicién suficiente para obtener la inclusién
L(Q,w01) C Lioe (),

es que el reciproco del peso wy sea integrable sobre cualquier subconjunto compacto de 2, es decir, 1/w; €

Ll

15 (§2) (ver por ejemplo, las pruebas de los teoremas 3.2.6 y 3.2.8 de este capitulo). Consecuentemente,

f € AC,.(R2), es decir, f es absolutamente continua sobre cualquier intervalo compacto contenido en €.

DEFINICION 3.2.1 Dados dos pesos wy y we, denotaremos por Q) el mayor conjunto (el cual es una union

1
loc

de intervalos) que satisface 1/wy € Li (). Siempre requeriremos que suppwy = €.
Definimos el espacio de Sobolev con peso Wh*°(wg,w1), como el conjunto de todas las (clases de
equivalencia de) funciones f € L (wg) N ACjo(Q), tales que su derivada débil f en Q pertenece a

Loo(wl)

Con esta definicién, el espacio de Sobolev con peso W1 (wg, w;) es un espacio de Banach (ver [21],
seccién 3). En general, esto no es cierto sin nuestras hipétesis (ver algunos ejemplos en [21]).
Para controlar la norma Sobolev de una funcién, usando su derivada, necesitamos la siguiente versién

(ver una prueba en [33], lema 3.2) de la desigualdad de Muckenhoupt (ver [27], [26], p. 44).

LEMA 3.2.1 Consideremos dos pesos wy, wi en [a, B] y a € [a, B]. Entonces existe una constante positiva
c tal que
< cllgll o (o, 8),01)

\ [ sty
a Loo([avﬁ]vw())

para cualquier funcidn medible g en [o, (], si y sélo si

< oQ.

[

OBSERVACION 3.2.1 El resultado también es vdlido cuando a = —oc0 y/o 3 = oo.

€8S SUP, < < 40 (x)
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Ahora mostraremos las herramientas m&s importantes utilizadas para el desarrollo de la prueba del

resultado principal de este capitulo (teorema 3.2.6).

LEMA 3.2.2 Consideremos 09 > 0, A € R y u € C([a — dp,a)). Para cada 0 < § < oo, existe

v € C(la — dg,al]) con:
1. v(z) =u(z) siz ¢ (a—d,a).
2. v(z) —u(a)] < 2lu(z) — u(a)| para cualquier x € [a — do,a).
3. Eziste n > 0 con v(z) = u(a) si x € [a —n,al.
Ademds, si definimos U(x) := ff—ﬁo uyVix):= ff—ﬁo v, también tenemos que:

i) V(a) =U(a—) y |V(z) = U(a—)| < |U(z) — U(a—)| + 2|u(a)||z — a| para cualquier x € [a — do, a),

siempre que exista U(a—) := lim U(x).
r—a

i) V(a) =X y [V(z) = A < |[U(x) = A| + 2|u(a)||x — a| para cualquier x € [a — &9, a), si lim U(x)
no existe.

OBSERVACION 3.2.2
1. El valor de u(a) no estd necesariamente relacionado con los valores de u en [a — dp,a).

2. Un resultado similar es cierto para u € C((a,a + dg)).

Demostracién.

Nuestro objetivo es construir una funcién V', que aproxime a U, que coincida con U cuando estamos
lejos del punto a y que tenga grafico igual a una recta r cerca del punto a. Para hacer esto, realizaremos
dos cambios en u: vy tendra una primitiva que interseque a r y vy suavizarda de forma diferenciable la
conexion con 7.

Podemos asumir que a = 0. Sélo consideraremos el caso u(0) > 0; el caso u(0) < 0 es andlogo y el
caso u(0) = 0 es mas sencillo.

(1) Asumamos que existe U(0—) := lim U(x).
z—0~
(1) Consideremos primero el caso U(x) > r(z) := U(0—) 4+ u(0)z, para cualquier punto en algin

intervalo (—d’,0), con ¢’ < §. Si u(x) = u(0) para cualquier x en un entorno abierto izquierdo



EL TEOREMA DE WEIERSTRASS CON DERIVADAS DE PRIMER ORDEN 44

(1.1)

de 0, es suficiente tomar v := u. Si no es asi, es posible elegir 0 < do < §; < min{d, d’} y una

funcién v1 € C([—dp,0)) con

vi(z) =u(x), sizé¢ (=o1,—
vi(z) <wu(x), size (-0, —52),
lvi(x) —u(0)] < 2lu(z) —u(0)], para cualquier z;
entonces Vi (z) < U(z), para cualquier z, si Vq(z) := [* 5 V1-

Como h%l* Vi(z) < U(0—), entonces existe un valor minimo —d3 € (—d1,0) con Vi(—d3) = r(—93);

esto implica que V{(—d3) = v1(—d3) < u(0) = r'(=d3), ya que Vi(=d1) = Ur(=61) > r(=d1).
Si v1(—d3) < u(0), elegimos 0 < € < § —d3 y 0 < €3 < 63/2 con vy(z) < u(0) para
x € [—03 — €1, —03 + €2]. Consideremos una funcién ve € C([—03 — €1, —d3 + €2]) con

v1 < vy < u(0), va(—03 — €1) = v1(—I3 — €1),

va(—d3+€2) =u(0), ¥y f:(;ig,q (vg — 1) = :5ig+62 (w(0) — v2) < u(0)ds/2.

Definimos
v1(z), siz < —d3 — ey,
v(x) == ¢ wa(z), sixz€[—d3— €1, —03+ €],
u(0), si x > —03 + €2.

Entonces v € C([—8,0]) v [v(z) — u(0)] < |v1(z) — u(0)] < 2|u(z) — u(0)| para cualquier z.
SiV () := [, v, observemos que V(x) = Vi(z) = U(), siempre que z < 61, y V(z) = Vi(x)
si x € [-61, —03 — e1]. Es inmediato que r(z) < Vi(z) < U(z) si « € [~6;, —83); consecuente-
mente

w(0)z < Vi(z) — U(0-) < U(z) — U(0—),
[Vi(z) = U(0-)| < max{|U(z) = U(0-)], |u(0)z[} < [U(z) —U(0-)[+ |u(0)z] si x € [-01, —d3].

Estas desigualdades también son ciertas si z € [—dg, —d3]. Por lo tanto,
|V(z)=U(0-)| = [Vi(z)=U(0-)| < |U(x) =U(0—)|+|u(0)x|, siempre que z € [—dy, —I3—€3].

Consideremos = € [—d3 — €1, —d3]; si tal x satisface V() < U(0—), tenemos que
V() — U(0-)| < [Vi(@) — U(0-)| < |U(x) — U(0-)| + [u(0)a], pues Vi(x) < V(z). Por otro
lado, si x satisface V() > U(0—), entonces

—03 T
ﬂwnzwm3z/ @rWQZ/ (03— 01) = V(z) — Va(),

—d3—e€1 —d03—€1
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V(z)—=U(0—) < Vi(x) —U(0—) —u(0)x < U(x) —U(0—) —u(0)z < |U(x) —U(0—)| + |u(0)x],

de donde, en cualquiera de los casos, se tiene |V (z) — U(0-)| < |U(x) — U(0—)| + |u(0)x]|, si
S [—53 — €1, —53}.

Si z € [—03, —03 + €2], entonces V(x) > Vi(x); estd claro que

03
—u(0)z > u(0)(d3 — €3) > u(O)(;3 > /_5 ) (v2 —v1) = V(=03) = Vi(=63) = V(=03) — r(—03)

= V(l’) - 7’(.%'),
si x € [-d3,—03 + €2], (ya que v2 < u(0)), y por tanto V(x) — U(0—) < 0; también se tiene

—u(0)z

Y

—d03+e€2 T
/_ RCUEHE / (w(0) — v3) = r(z) — r(~d5) — Vi(z) + V(~b3)

—53
> r(x) —r(=03) = V(z) + Vi(=d3) = r(x) = V(2),

si x € [—03,—d3 + €], y por tanto V(z) — U(0—) > r(z) — U(0—) + u(0)x = 2u(0)z en este

intervalo; se deduce que |V (z) — U(0—)| < 2|u(0)x| si x € [—J3, —d3 + €2].

Six € [—d3+€2,0), entonces V(x) = r(x), pues V'(z) = v(x) = u(0) = r/(z) en este intervalo,

y

53+€2

T(*(;g + 62) — V(*ég + 62) = - 1)2) + 7“(*53) — V(*(Sg)

03
3+62

/,
= / —vg) — (V(—6d3) — V1(—63))
/,

03
53+€2 —d3
—’1}2)—/ (’1)2—1]1):0.

03 —d3—e1

Por lo tanto V(z) — U(0—) = u(0)x y |V(x) — U(0-)| = |u(0)x| si z € [—d3 + €2,0).
(1.2) Siwi(—d3) = u(0), definimos
o(z) = { vi(z) si z< —03 ' (3.1)
u(0) si x> —03
Podemos argumentar como en el caso v1(—d3) < u(0).
(2) Si U(x) < r(z) := U(0—) 4+ u(0)z, para todo punto en un entorno abierto izquierdo de 0,
podemos usar una construccién similar de v (tomando ahora vy > u).

(3) Si U(zy) = r(zy), para una sucesién z, /" 0, es posible usar una construccién similar de v

(tomando v = u y —d3 = x,, para algtin n suficientemente grande).
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(ii) Supongamos ahora que lim U(z) no existe; entonces u ¢ L ([—do, 0]).
z—0"

(1) Consideremos primero el caso U(x) > r(z) := A + u(0)z, para cualquier punto en un entorno

abierto izquierdo de 0. La funcién wug := u(0) — |u — u(0)| verifica |ug — w(0)| = |u — u(0)| y
xX

lim ug = —oo. Es posible elegir 0 < §y < §; < § y una funcién v; € C([—dp,0]) con

z—07 J 5,

vi(z) = u(z) si x < =61, vi(z) = wo(x) si & > —da, y |vi(x) — u(0)| < 2|v(z) — u(0)| para
todo z. Si Vi(x) := fféo v1, ya que h%l, Vi(x) = —o0, se tiene que existe un minimo valor
—03 € (—51,0) con Vl(—53) = T(—53).

Ahora podemos elegir las funciones vy y v como en el caso (i), y hacer los mismos cédlculos.

(2) Si U(x) < r(z) := XA+ u(0)x, para cualquier punto en un entorno abierto izquierdo de 0,

podemos repetir el argumento con u; := u(0) + |u — u(0)| en vez de uy.

(3) Si U(zy) = r(x,), para una sucesiéon x,, /" 0, es posible usar una construccién similar de v

(tomando v; = u y —d3 = x,, para algin n suficientemente grande).
|

LEMA 3.2.3 Consideremos dos pesos wg, wi en [a — 0o, a] tales que a € Sy (wo) y existe una funcion
F e C(la—do,a)) con0 < F < w% Yy faa—ao F = 0o. Entonces para cada f € W™ (wg, w1 )NCL([a— o, a]),
cada 0, > 0 y cada s € R, existe g € C*([a — b9, a]) con ||f — gllwr.oo (wow) < € g(x) = f(x) siempre

que x & (a — d,a], ¢ = f' en algin entorno abierto de a, y g(a) = s.

OBSERVACION 3.2.3

1. Un resultado similar es cierto si f € W5H*(wg,w1) N C([a,a + do)).

1

2. Aungue en este lema solo permitamos el caso particular a € Sy (wo) y faa_(so @y = 09, esto no supone

una restriccion, ya que solamente necesitamos aplicar este lema para la demostracion del teorema

3.2.1.

Demostracion.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que s > f(0); el caso s < f(0) es andlogo y el caso
s = f(0) es sencillo (es suficiente tomar g = f). También sin pérdida de generalidad, podemos asumir
que a = 0. Como a € Sy, tenemos que esslim, ,q-wp(x) = 0; entonces existe 0 < d; < § con

(s = f(0)wo(z) < §, c.t.p. x € (—61,0) y [f(z) — f(0)] < 1 para todo = € (—61,0).
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Ya que F € C(]—01,0)), F >0y f_o(h F = oo, podemos encontrar una funcién J € C.([—d1,0)) con
0<J< 6% y fisl J = s— f(0). Definiendo h(z) := fisl Jy g:= f+h, tenemos que 0 < h(z) < s— f(0).
Es claro que g(z) = f(z) siz ¢ (—0,0], ¢’ = f’ en algin entorno abierto de 0, y g(0) = s. Por tanto, s6lo

necesitamos chequear que [|A|y1,00 (4o,uw,) < € ¥ esto es consecuencia de

A
I

1Pl o) = esssupgel—y,0)(2)wo(x) < esssup,e|—g, 0(s = £(0))wo(z) <

wl o

N ™

ess SuP,e(_g, o) F(2)wi(z) <

N

1P Lo quy) = esssupgep s, 0 (2)wi(x) <

La siguiente definicion tiene sentido por el lema 2.2.5 del capitulo 2.

L5 (wn)

DEFINICION 3.2.2 Dado un peso wy, para cada f tal que f' € C(R) N L>®(w;) Y definimos
ug(a) = esslimy_.q o, (@)>yf () para cualquier n > 0 suficientemente pequeno si a ¢ S1(wi), y

uf(a) =0 sia € Si(wr).
Recordemos que uy(a) es finito también por el lema 2.2.5 del capitulo 2.

DEFINICION 3.2.3 Consideremos un peso wy tal que S(w1)N[a—0d,a+0] = {a} para algin §. Diremos que
wy es dominado en a si cuando [ <1/w; = oo eziste una funcion F_ € C([a—6,a)) con 0 < F_ < 1/w;
y [ s F_ =00, y si cuando faa+6 1/wy = oo existe una funcion Fy € C((a,a+9d]) con 0 < Fy < 1/w;y y

faa+6 F+ = OQO.
OBSERVACION 3.2.4

1. Cualquier peso wy con 1/wy € L*([a — 6,a+6]) es dominado en a. Si existen un par de sucesiones
Ty creciente convergiendo a a ey, decreciente convergiendo a a, con

/w1 € C((xn, Tn+1)) N C((Yn+1,Yn)) para cualquier n, entonces wy es dominado en a.
2. La condicion de “ser dominado” es muy débil; de hecho, no conocemos pesos que no la satisfagan,
aunque tenemos argumentos no constructivos que garantizan la existencia de un peso no dominado.
3.2.1 Aproximacién por funciones de clase C'.

TEOREMA 3.2.1 Consideremos dos pesos wg, wy en [a, (], tales que S(w1) = {a}. Sia € («a, ), asumire-

mos que wy es dominado en a. Entonces cualquier funcion en

o rewt o) f e C®NINwo) ™, f e C®N LNy ",
1: esslim,_q|f(z) — f(a)|wo(xz) =0, esslim,_,ur(a)(x — a)wo(x) =0 )
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puede ser aprozvimada por funciones en C*(R) N W% (wg, wq) en la norma W1 (wg, w1). Ademds, si f
satisface esslim, | f'(z) —ug(a)|wi(z) = 0, entonces podemos aprozimarla por funciones de clase C*(R)

las cuales son polinomios de grado menor o igual a 1 en un entorno de a.

OBSERVACION 3.2.5

L (w1)

K

1. La hipdtesis esslim,_.quy(a)(x — a)wo(z) = 0 para toda funcion f con f' € C(R) N L (wy)

es consecuencia de cualquiera de las siguientes condiciones:

(a) esslimz_q(x — a)wo(x) =0,

(b) a ¢ So(wr), es decir, esslim, qwi(x) = 0 J esslimsup,_,,wi(x) = oo (en ambos casos,
ur(a) =0).
2. Cualquiera de las siguientes condiciones garantiza esslimg_..|f(x) — f(a)|wo(z) = 0 para toda

funcion f € C(R)N LOO(wO)LOC(wO):

(a) a € ST(wy) NS~ (wp), es decir, essliminf,_,,+wo(z) = essliminf,_,,-wo(z) =0,
(b) a € ST(wy) ywo € L>®([a — €, a]), para algin € > 0,
(c) a €S (wy) ywy € L>®([a,a+ €]), para algin € > 0,

(d) wo € L*>®([a — €,a + €]), para algin ¢ > 0.

3. Cualquiera de las siguientes condiciones garantiza esslimg_q|f'(x) — us(a)|lwi(z) = 0 para toda

funcion f con f' € C(R)N L‘X’(wl)Loo(wl):

(a) a € ST(w1)N S~ (wy), es decir, essliminf,_,,+w;(z) = essliminf,_,,—wq(z) =0,
(b) a € ST (w1) ywy € L>®([a — €,a]), para algin e > 0,
(c) a € S~ (wy) yw € L™®([a,a+ €]), para algin € > 0,

(d) a=a 6a=p (ya que a € S(wy)).
4. No hay absolutamente ninguna restriccion sobre los puntos singulares de wy.

Demostracion.
El corazén de la prueba es usar el lema 3.2.2 en la aproximacion sobre [a, a] y al “vesién derecha” del
mismo lema en la aproximacién sobre [a, 3]. Si estas dos aproximaciones no se pueden pegar de manera

continua, debemos usar el lema 3.2.3 para obtener una funcién continua. Sin pérdida de generalidad
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podemos asumir que a € («,3), ya que los casos a = o'y a = [ son més sencillos (en estos casos no
necesitamos usar el lema 3.2.3 y consecuentemente no necesitamos la hipétesis de que w; sea dominado
en a).

Sia € S~ (w)NR*(w1), entonces cualquier f € Hy pertenece a C!([a, 3]), y sélo necesitamos aplicar el
lema 3.2.2; si @ € S*(w;) N R~ (wy), entonces cualquier f € Hy pertenece a C'([a, a]), y sélo necesitamos
aplicar la “vesion derecha” del lema 3.2.2; entonces, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
a € ST(w1)NS~(wy), ya que los otros casos son més sencillos. En el caso a € ST (w1) NS~ (w), cualquier
funcién f € H; satisface esslimg—.q|f'(2) — uf(a)|wi(z) = 0 (ver teorema 2.2.1).

Consideremos cualquier f € Hy y € > 0. Definimos u := f" en [a, 5] \ {a} y u(a) := us(a). Ya que

f € Hy, es posible elegir 6 > 0 con

(=20 e

, Au(a)|lr — all oo (ja—s,a+6)w0) <

[« e

s A= fla)ll Lo (ja-s.a+6)w0) <

(=20 e

3If" = u(a) | oo (fa—s,a+],un) <
También requeriremos para § que

[f(z) = fla=)| < [f(x) = f(a)], para z€la—d,a) siexiste fla—)# f(a),y  (3.2)
|f() = fla+)] < |f(z) = f(a)], para x€(a,a+0] siexiste f(at)# f(a). (3.3)
Definimos U(z) := f(z) — f(o) = [Z [ siz € [a,a), y U(z) := f(z) — f(B) = f;f’ si z € (a,f].

Consideremos la funcién v € C([a, a]) en el lema 3.2.2 tal que v(z) = u(z) si x ¢ (a — 9, a),

lv(z) —u(a)| < 2|u(x) — u(a)| para todo x € [, a),

fla—) — f(a), siexiste f(a—),

f(a) = f(a), en otro caso,

Via) =

y [V(z)=V(a)| < |U(z) -V (a)|+2lu(a)||z — a| para cualquier z € o, a), si V(x) := [ v. Consideremos
también la funcién © € C([a, f]) en la “version derecha” del lema 3.2.2 tal que o(x) = u(x) siz ¢ (a,a+9),

|0(x) — u(a)| < 2Ju(z) — u(a)| para todo z € (a, 5],

-~ f(a+) - f(ﬂ)? si existe f(a+)7
Via) =
f(a) — f(B), en otro caso,

y [V(z) = V(a)| < |U(z) — V(a)| + 2|u(a)||z — a| para cualquier z € (a, 3], si V(z) := f; 0.

Sea gg la funcién dada por
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Observe que go € C([o, 8]\ {a}) v g4(a—) = g{(a+) = u(a). De hecho, g es un polinomio de grado a lo
sumo 1 en un entorno abierto izquierdo (respectivamente derecho) de a, ya que gj(z) = u(a) existe (por
el lema 3.2.2).

Esta funcién también satisface go(z) = f(z) siz ¢ (a —0,a+9), |g)(x) —u(a)| < 2|f'(z) — u(a)| para

cualquier z € [a, 8] \ {a}. De donde se deduce que gg verifica

1f = gollwreeqwowr) = IIf = goll oo wo) + I1f" = goll oo )

= max { 1U =Vl £oo (la=s,a]w0)> 1U — ‘7||Loo([a,a+5},wo)} + 11" = goll oo (fa—8,0+6],w1)

< U = V(@) L (fa—sagwo) + IV = V(@)oo (a—s,a100) + 1T = V(@) || 2 (0,046,000
HIV = V(@) oo (asatslwe) + 1 = w(@) | 2o ((asb,a46],01) F 1190 — (@) | 120 (jab,0-45],01)
< 2||U = V(@) oo (ams.alwo) T 2|w(@)[[|z = all oo ams.alwo) + 21U = V(@) oo ((asat)w0)
+2lu(a)||z — all oo (ja,a+8],w0) + 3 F" = w(@)ll oo (ja—s5,0+6]01)
< 2|f = f(@)llzee(a—s.a)wo) T+ 2lw(a)|llz — all oo (ja—s.a1w0) T 2I1f — F(A)]Loo ((asa+6)w0)
+2lu(a) ||z = all oo ((a,a+6)w0) + 31 f" = w(@)] Lo ((a—s,a-+8],u1)
< A f = f(a)ll Lo (ja—s,a+],w0) T 4lu(@) ||z = all oo (la—s.a6)w0) + 31" — w(@)]] Lo (ja—s,a-+8],u1)
PRI
6 6 6 2

donde hemos usado (3.2) y (3.3) en la tercera desigualdad. Para finalizar la prueba sélo necesitamos
construir una funcién g € C*([a, 3]) con ||g — gollwt.o0 (o, 8],w0,1) < €/2-

Recordemos que go(a—) = f(a—) siempre que f(a—) existay go(a—) = f(a) en otro caso, go(a+) = f(a+)
siempre que f(a+) exista 'y go(a+) = f(a) en otro caso. También tenemos que g{(a—) = gj(a+) = u(a).
Por lo tanto, go € C*([a, 3]) si y sélo si go(a—) = go(a+); en este caso es suficiente tomar g := go.

Ahora analizaremos las diferentes posibilidades:

(1) Sil/w; € LY([a, B]), entonces f € C([a, B]), pues f € W™ (wp, wy), y consecuentemente gy € C([a, 3]).

Por lo tanto podemos tomar g := gp.

(2) Asumamos ahora que 1/wy ¢ L'([a, B]). Observe que 1/w; € L}, ([, 8] \ {a}), ya que a es la tinica
singularidad de w;.
(2.1) Sino existe alguno de los valores f(a—) 6 f(a+), también tenemos que go € C([a, 5]).

(2.2) Asumamos que f(a—) existe y f(a+) no existe (el caso en el que f(a+) existe y f(a—) no
existe es similar). Si f(a—) = f(a), se deduce que gy € C([e, 3]). Si f(a—) # f(a), se deduce
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que a € Sy (wo) y 1/wr ¢ L' ([, a]): sia ¢ S] (wp), entonces el lema 2.2.5 y su observacién
implican que f(a) = esslim, ., u(z)>yf(¥) = f(a—), para cualquier n > 0 suficientemente
pequeiio, lo cual es una contradiccién; si 1/w; € L'(|a,a]), entonces f es continua por la
izquierda en a, lo cual es una contradicién. Consecuentemente podemos aplicar el lema 3.2.3
a g0l[a,q) Para obtener una funcién g € C([er, a]) con ||g — gollwr.oe (jaa]wo,uwn) < €/2

g'(a—) = gp(a—) = gp(a+), y g(a) = go(a+); si definimos g := go en (a, 5], esta g es la funcién
requerida.

Observe que los lemas 3.2.2 y 3.2.3 garantizan que g es un polinomio de grado a lo sumo 1 en

un entorno abierto de a, ya que ¢’ es constante en un entorno abierto de a.

(2.3) Finalmente, asumimos que f(a—)y f(a+) existen. Si f(a—) = f(a+), se deduce que go € C([a, 5]).

Si f(a—) # f(a+), consideramos el par de casos:

(2.3.1) Sia € Si(wp), sin pérdida de generalidad, podemos asumir que 1/wy ¢ L!([a, a]) (el caso
1/wy ¢ L'(|a, B]) es similar). Consecuentemente podemos aplicar el lema 3.2.3 como en
el caso (2.2).

(2.3.2) Si a ¢ Si(wp), sin pérdida de generalidad, podemos asumir que a ¢ S; (wp) (el caso
a ¢ Sy (wp) es similar). Entonces, el lema 2.2.5 y su observacién implican que
fla) = esslim,_qt yo(x)>yf(7) = f(a+). De donde a € Sy (wp), ya que si esto no es
asf, f(a) = esslim, ., yo(@)>nf(2) = f(a—) y por lo tanto f(a+) = f(a—), lo cual es
una contradiccién. También tenemos que 1/w; ¢ L([a, a]), ya que si esto no es asf, f es
continua por la izquierda en a, lo cual es una contradiccién. En consecuencia podemos

aplicar el lema 3.2.3 como en el caso (2.2).

Esto finaliza la prueba del teorema.

LEMA 3.2.4 Consideremos un peso wy con esslimsup,_,,wo(x) = 0o y esslimz_q|x — alwo(x) = 0. Si

[ € L%(wo) y | fll oo (ja—s,a+8]w0) = € > 0 para cualquier § > 0, entonces dist oo (yq) (f, CH(R) N L*>®(wp)) > c.

Demostracion.

Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que a = 0. Si g € C*(R) N L*>(wyp), entonces g(0) = 0,

g()

ya que esslimsup,_, wo(z) = 00, y consecuentemente lin%) = = ¢'(0). Luego
r— T

l9(2)]|
||

esslimy,_o|g(z)|wo(z) = <ess lim, .o > (esslim,_o|x|wo(z)) =g’ (0)] - 0=0.
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Por lo tanto, dado cualquier € > 0 existe § > 0 tal que ||g]| o0 ([—5,5],wo) < € Por lo que

1f = gllLocqwoy = I1f = gl oo ((=5.61,w0) = 1 f1l Lo ((=5,6],0) — 19l o0 ([=58,8),w0) = € — €,

para cualquier € > 0, y en consecuencia || f — g||po(wy) = ¢

TEOREMA 3.2.2 Consideremos dos pesos wg,wy en |a, (3], tales que S(w1) = {a} yesslim, 4|z — alwy(z) = 0.
Sia € (a,3), asumiremos que wy es dominado en a. Entonces la clausura de C*(R) N W1 (wg,w1) en

W (wo,wy) es

L rewt o) eC®N L=(w). " e CRNL®(w) Y,
’ esslimy_q|f(x) — f(a)|lwo(z) =0
f e Wh®(wo,wy) : f € CHa, B]\ {a}),esslimy_.|f(z) — f(a)|lwo(x) =0,
=Hs = si a€ ST, esslim, +|f (z) — up(a)wi(z) =0,

si ae ST, esslim, . |f(z) —ur(a)|wi(z) =0

Ademds, si wo,w; € L®(R), entonces la clausura del espacio de los polinomios en W1 (wq,wy) es

también Hy = Hs.
OBSERVACION 3.2.6

1. Bl método de aproximacion es constructivo.

2. Necesitamos en Hy y H3 que esslim,_.q|f(x) — f(a)|wo(xz) = 0, incluso aunque a ¢ S(wp).

Demostracion.

Si f estd en la clausura de C1(R) N W5 (wg, wy) en W1 (wg, w1), se sigue que f € WL (wq,w),

FeC® N L=y “ v i e CR A L®(wr)”

wl). Si esslim sup,,_,,wo(x) < 0o, podemos deducir
que esslimg,_q|f(x) — f(a)|lwo(x) = 0: veamos que esslim,_,,+|f(z) — f(a)|wo(z) = 0 (el limite lateral

izquierdo es similar); esto es una consecuencia del teorema 2.2.1 si a € ST (wyp), y si esto no es asi, f es
L2 (wo)

continua por la derecha en a, como consecuencia de que f € C(R) N L (wyp) y el teorema 2.2.1. Si
esslimsup,_,,wo(z) = 00, tenemos que f(a) = 0, y el lema 3.2.4 implica que no existe una constante ¢ > 0
con || f|| oo (ja—s,a+6],we) = € Para cualquier § > 0; por lo que obtenemos esslim;—.q|f(z) — f(a)|wo(z) =0

también en este caso. Entonces f € Ho.
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Es claro que Hs estd contenido en la clausura de C1(R) N W1 (wg, w1) en W (wg, wy), ya que
f € Hy: ug(a) es finito y contamos con la hipétesis de que esslim,_,|z — aJwo(x) = 0, en consecuencia
esslim,_quy(a)lx — alwo(r) = 0. Entonces es posible aplicar el teorema 3.2.1.

Para finalizar la prueba del teorema, es suficiente probar que Ho = Hjs, pero esta igualdad es conse-
cuencia directa del teorema 2.2.1 y del lema 2.2.5, ya que la clausura de C*([a, 3]) en Wh%°(wq, wy) esta

contenida en C([a, 8] \ {a}).
|

PROPOSICION 3.2.1 Consideremos dos pesos wo, w1 en [a, (3], con esslimsup,_, .|z — alwo(x) > 0 y
a € S(wl)
(a) Si f pertenece a la clausura de C*(R) N L>(wg) en L*(wy), entonces para cada n > 0 suficiente-
mente pequeno | := esslim,_, z—ajwy(x)>nf(T)/(x — a) emiste.
También tenemos que lim g (a) = I, para cualquier sucuesion {g,} C C1(R)NL>®(wq) que converija
n—oo

a f en L*>®(wy).

(b) Si f pertenece a la clausura de C1(R) N W™ (wg,wy) en Wh(wg,w1) y a ¢ S1(w1), entonces

uf(a) =1. Ademds, si f'(a) existe, entonces us(a) = f'(a).

(c) Si f' pertenece a la clausura de C(R) N L>®(w1) en L™ (w1) y a ¢ S1(w1), entonces
us(a) = lim hy(a), si {hp} C C(R) N L®(wi) converge a " en L™ (wr).

Demostracion.

Fijado 0 < n < esslimsup,_,,|z — alwp(z). Buscando una contradiccién, supondremos que

f(z) . f(z)

essliminf, ., |2—ajwo(a)>n i < cg =essimsup, ., 2—awo(x)>n e

Si g es cualquier funcién en C1(R) N L% (wyp), se sigue que g(a) = 0 (porque ess limsup,_, ,wo(x) = 00) y

e
r—a

— C
> 1 max {|e1 — ¢'(a)], [c2 — ¢'(a)|]} > “2-a.
Lo ({|a—alwo(x)>n})

1f = 9ll oo wo)y =

Esto es una contradiccién con el hecho de que f pertenezca a la clausura de C(R) N L™ (wp) en L (wp).

Elijamos g, € C*(R) N L*®(wo) con || f — gnll 1o (wy) < 1/n. Por lo tanto

'f gn ()

1
LI < | () — gn(@)lwo(e) < 1F — gl <

en c.t.p. z con |x — alwy(z) > n. De aqui se sigue que n |l — g}, (a)| < 1/n, para todo n, ya que g,(a) =0

(porque esslimsup,_,,wo(z) = 00). Por tanto, [ es finito y lim g},(a) = I.
n—oo
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Asumiremos ahora que f pertenece a la claususra de CH(R) N W1 (wg,w1) en W (wp,wy) y
a ¢ Si(w1). Observe que por el lema 2.2.5 us(a) := esslim, ., y, (2)>,f () existe, para cada >0
suficientemente pequeno, pues a ¢ S1(w;). Tenemos que existe g, € CL(R) N WL (wp, w;) con

1f = gnllw. (wp,wi) < 1/n. Por tanto,

)

S|

n1f' (@) = gn(@)] < [f' (@) = gn(@) w1 (@) < 1" = gnlle () <

en c.t.p.  con wi(x) > 7. Consecuentemente, n|us(a) — g;(a)| < 1/n, para todo n, y deducimos que
l = T}Ln;o gn(a) = us(a). (El mismo argumento permite deducir que nan;o hn(a) = uys(a) para cualquier
sucesion {h,} C C(R) N L (w1) que converja a f’ en L°°(wy). Esto prueba (c)).

Ahora asumiremos que existe f’(a). Entonces f’'(a) =1y consecuentemente f’(a) =1=uys(a).

PROPOSICION 3.2.2 Consideremos dos pesos wo, w1 en [a, 3], con esslimsup,_ .|z — alwo(x) = o0 y

a € S(wy). Si f pertenece a la claususra de C1(R)NW1L (wg, wy) en W (wo,w1), entonces ug(a) = 0.

Demostracion.

Sélo necesitamos considerar el caso a € S(wy) \ Si(w1), ya que us(a) =0 si a € Si(w;1) (recordemos
la definicién 3.2.6).

Si tomamos g, € CH(R) N W (wg, w1) con || f = gnllwr.oe (wp,wy) < 1/7, entonces los incisos (a) y (b)
de la proposicién 3.2.1 implican que nlg]go g (a) =ug(a).

Ya que esslimsup,_,,|z — a|wy(x) = oo, para cada m

gn ()

1
m < gn(@)lwo(2) < llgnll oo o) < fllzoe o) +

en c.t.p. x con |z —alwo(x) > m. Entonces m|g,(a)| < ||f|lzoc(wy)+1/n para cualquier m, pues gn(a) = 0.
Consecuentemente, g/,(a) =0y us(a) = 0.

DEFINICION 3.2.4 Consideremos un peso wg en [a, 3], con esslimsup,_,,|x — alwo(x) >0 y a € S(wy),
y una funcién f en la clausura de C1(R) N L>®(wg) en L™ (wg). Definimos la derivada de f en a a
través de {|z — alwo(z) > n} como I(f,a) := esslim,_., |z—ajuwo(z)>nf (2)/(x — a), para todo

0 < n <esslimsup,_,,|z — alwy(z).
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TEOREMA 3.2.3 Consideremos dos pesos wg,w; en [a, (], tales que S(wi) = {a} y
0 < esslimz_q4|x — alwo(x) < 00. Sia € (o, ), asumiremos que wi es dominado en a. Entonces la

clausura de C1(R) N WL (wq, wy) en W (wg,w1) es

fe Wb (wo,wy) : f € CR) NL®(wo) ", f'e CR)NL®(wr) ",

Hy = existe (f,a) yesslimgo|f(z)—I(f,a)(x — a)|wo(x) =0,

ysi a¢ Si(wi), entonces us(a)=1(f,a)

OBSERVACION 3.2.7 La condicion “si a ¢ Si(wi), entonces us(a) = l(f,a)” muestra que debe ezistir
interaccion entre f, wo y wi, para poder aprorimar f por funciones suaves (compare con el teorema 3.2.2).
El ejemplo que colocaremos después de la demostracion de este teorema muestra que esta condicion es

independiente de las otras hipdtesis impuestas en la definicion de Hy.

Demostracion.
Si f estd en la clausura de C*(R) N W% (wp, wy) en W™ (wp, wy), veremos que pertenece a Hy. Es

L<><>(wo)7 ¥ fl c C(R) mLoo(wl)Loo(wl)

inmediato que f € C(R) N L*>(wp) . La proposicién 3.2.1 implica
que si a ¢ Si(wy), entonces us(a) = I(f,a). Elegimos una sucesién {g,} € C1(R) N W1 (wp, w;) que

converja a f en W1 (wg,w1). Por la proposicién 3.2.1 se deduce que

I(f,a) = esslimy_q |z—ajuwo(@)>nf(2)/(z —a) = nlg]go gr(a),

para n > 0 suficientemente pequeno.

Fijemos € > 0. Es inmediato que

TE g0

— =0
. [e—aluwo(x) = 0,

€S8 limx—m, |ac—a|wo(ac)2n’f(x)_l(f7 CL) ($—a)|w0(x) = €ss hmx—m, lz—alwo(xz)>n

ya que esslimsup,_,,|x — alwp(x) < co; entonces existe d; > 0 con

”f(l‘) - l(f? a)(.% - a)||L°°([a—51,a+61]ﬂ{|x—a\wo(az)2n},wo) <e€.

Ahora, es suficiente probar que | f(z) — I(f,a)(z — @)l Lo ([a—5,a+6)"{|e—alwo(x)<n}awe) < € Para algin
0 < < d1. La proposicién 3.2.1 nos permite elegir n con || f — gnll Lo (we) < €/2 ¥ |gn(a) —=I(f,a)|n < €/2;
por tanto, existe 0 < § < §; con |gn(z)/(z — a) — I(f,a)|n < €/2 para cualquier 0 < |z —a| < 4.

Consecuentemente

gn () —U(f,a)

r—a

[gn () — I(f, a)(x — @) oo ([a=5,a+5]n{|z—alwo (x)<n},wo)

L ([a—d,a+d8]N{|z—alwo(x)<n},|z—alwo)
€

5

IN
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También tenemos que ||f — gnl| oo (wy) < €/2; por lo tanto
1f(z) = I(f,a)(z — )|l Lo (la—s.ar8)n{le—alwo(z)<n}we) < € ¥ If(x) = Uf,a)(z — a)llLoc(ja—b.at8]uw0) < €
Entonces f € Hy.

Fijemos ahora f € Hy. La hipétesis esslim sup,_,,|x — aJwy(z) < oo implica que existe dp > 0 tal que
x—a € L*®([a — 20¢, a + 2Jp], wp); también requerimos w; € L*([a — 209, a + 20p)), si
esslimsup,_,,wi(z) < co. Fijemos El problema se reduce a mostrar que

esslimg_q|f(z) — f(a)|wo(z) = 0, para ello se estudia la naturaleza de a con respecto a wy:

a € S(wo),
a ¢ S(wo)

2. esslimsup,_,,wo(z) = 00 — f(a) = 0.

1. esslimsup,_,,wo(z) < 0o —

¢ € CX([a—20p,a+2d]) con 0 <p<1ye¢p=1en [a—dy,a+ J]. Veremos que I(f,a)(z — a)p(x) €
C(la — 230, a + 260]) N WL (wg,w1): esta funcién pertenece a L% (wyp); su derivada estd en L™ (w1) si
esslimsup,_,,wi(z) < oo; siestonoesasi, a ¢ Si(w),y sesigue que l(f,a) = 0: si {h,} C C(R)NL>®(w)
converge a f’ en L>(w;), el inciso (¢) de la proposicién 3.2.1 implica que uf(a) = ’nlLIIOlO hn(a); el hecho
esslimsup,_,,wi(z) = oo implica hy,(a) =0, y tenemos 0 = uy¢(a) = I(f,a), pues f € Hy.

Consideremos la funcién g(x) := f(z) — I(f,a)(x — a)¢(z). Ya que I(f,a)(z — a)p(x) es una funcién
suave en W1 (wg,w1), es suficiente mostrar que g puede aproximarse por funciones de clase C' en
WL (wp,wq). Tenemos que f(a) = g(a) = 0 pues esslimsup,_,,wo(r) = oo; entonces
esslimg_q|g(x) — g(a)|wo(x) = 0, ya que f € Hy. Observe que ug(a) =0 si a € Si(w); sia ¢ Si(wi), se
sigue que ug(a) = esslim,_,q ), (@)>nf () —I(f,a) = 0. Entonces el teorema 3.2.1 implica que g puede
ser aproximada por funciones de clase C! en W1 (wyg, w1 ).

EJEMPLO 3.2.1 Exzisten pesos wi, wa y una funcion f tales que a ¢ S1(w1), us(a) # I(f,a), y verifican
las otras hipdtesis en la definicion de Hy.

Consideremos la funcion f(x) = x?sen(1/x) y los pesos en [0,1],

1

: 1 1
'U}l(ib') _ ’ 51T E (27rn+1/(n+1)’ 271'n71/n:| ’

8|~

wo(z) = )

; 1 1
n’ 51T € (27rn—1/n’ 27r(n—1)+1/n} :

FEs claro quea =0, a ¢ S1(w1), f € C([0,1]), f' € C((0,1]), I(f,0) = f/(0) =0 y esslim,_of(z)wo(z) = 0.

Un cdlculo directo muestra que uy(0) = —1 y esslimy_o|f'(z) + 1|wi(x) = 0 (entonces f' pertenece a la

clausura de C(R) N L>®(wy) en L>®(w1)).
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Como consecuencia del teorema 3.2.3 tenemos

COROLARIO 3.2.1 Consideremos dos pesos wo, w1 en |a, 3], tales que S(w1) = {a} y wy comparable

con —L [ en un entorno abierto de a. Si a € (a,3), suponagamos también que wy es dominado en a.

lz—a

Entonces la clausura de C1(R) N W5H*° (wg,wy) en W™ (wg,w;) es

deos L T e o) F e CRINI®w) ™, e SR AT,
existe f'(a) ysi a¢ Si(wi), entonces uyr(a)= f'(a)
Demostracion.
Como wqy es comparable con u—ia', es inmediato que I(f,a) = 1! (a), de donde se deduce que

esslim,_,|f(z) — f'(a)(z — a)|wo(z) = 0, ya que f es derivable en a.
[
La introduccién de la siguiente condicién serd esencial en la caracterizacion de las funciones f que
pueden ser aproximadas por funciones suaves en W1 (wg, w1) en el caso del teorema 3.2.4.

Dada una funcién f € W5 (wg, wy), para cada n € N existe ¢, € C1(R) N WL (wp, wy) tal que
1
esslimsup,_q|f(2) — én(z)|wo(z) < —. (3.4)

TEOREMA 3.2.4 Consideremos dos pesos wo, w; en [a, (], tales que S(wy) = {a} yesslimsup,_,,|x — alwp(z) = cc.
Sia € (a, B), asumiremos que wy es dominado en a. Entonces la clausura de C*(R) N W% (wg, wq) en

W (wo, wy) es

f e Wh(wo,wy) : f € CR) N L=(wo)” ™, f'e CRINL®(wy) Y,

H5 =
[ satisface la condicion (3.4) y wus(a) =0

OBSERVACION 3.2.8
1. Aungque (3.4) no es una condicion tan limpia como las que aparecen en Hs o en Hy, ella simplifica

notablemente el problema de aproximacion, pues no hace referencia ni a f' ni a wy, por lo que no

necesitamos aprorimar simultdineamente a f y a f'.

2. La condicion (3.4) muestra la interaccion que debe haber entre f, wg y wy para poder aprorimar

por funciones suaves (note que ¢, € CH(R) N WL (wp, wy)).

Lo (w L (w1)

3. Si f(a) € WH*(wg,w) para cualquier f € C(R) N Lo (wyp) °) con e C(R)N L>*(wy)
(en particular, si wy € L*([a, B])), entonces la condicion (3.4) puede ser removida, pues
esslimy_q|f(z)—f(a)|wo(x) = 0, si estamos en alguna de las siguientes situaciones (ver observacion

2 del teorema 3.2.1):
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(a) a € ST(wp) NS~ (wp), es decir, essliminf,_,,+wo(z) = essliminf,_,,—wo(z) = 0.
(b) a € ST(wy) ywy € L>®([a — €,a]), para algin e > 0.

(¢) a € S~ (wy) ywy € L>®([a,a+ ¢€]), para algin e > 0.

(d) wo € L*>®([a — €,a + €]), para algin € > 0.

Por lo tanto, en esta situacion el enunciado del teorema 3.2.4 resulta mucho mds agradable, al

eliminarse la condicion (3.4).

Demostracion.
Es inmediato que si f pertenece a la clausura de C1(R) N W1 (wg, w1) en W1 (wy,w1), entonces

feCR)N Loo(wo)Loo(wo) yf e C(R)n Loo(wl)Loo(wl). De la proposicién 3.2.2 se deduce que u¢(a) = 0.

Probaremos que f satisface la condicién (3.4): Buscando una contradiccién, supondremos que f no
satisface la condicién (3.4); entonces existe una constante positiva ¢ tal que
esslimsup,_,|f(z) — é(x)|wo(z) > ¢ para cualquier ¢ € CH(R) N WL (wp,w1). Esto significa que
1f = &l Lo (la—6,a+8].wo) = € Para cualquier § > 0. Por tanto, ||f — ¢[[zocwe) = [[f = &llLeo(a—s,at8),w0) = €
para cualquier ¢ € C1(R)NW1°°(wg, w1), lo que proporciona la contradicién esperada. Entonces f € Hs.
Veremos ahora que Hj est4 contenido en la clausura de C1(R)NW 1 (wg, w1 ) en W1 (wg, wy). Dado
fo € Hs y € > 0 podemos elegir ¢ € C1(R) N W (wp,w;) tal que la funcién definida por f := fo — ¢
satisfaga esslimsup,_,,|f(7)| wo(x) < €/24. Entonces existe § > 0 con 4||f — f(a)| Lo ([a—5,a+8),wo) < €/6-
Como uys(a) = 0, aplicando el argumento de la prueba del teorema 3.2.1 es posible encontrar
g € CHR) N W (wo,wi) con ||f = gllwico(uew) < € Por lo tanto, si go := g + ¢, se sigue que
[.fo = gollw.0 (wo,wy) < €
|
El siguiente resultado nos permite reducir el problema de aproximacién global en W1 (I, wq, wy) por

funciones suaves a un problema de aproximacién local.

TEOREMA 3.2.5 (/35], Teorema 5.2). Consideremos un par de sucesiones estrictamente crecientes de
nimeros reales {auy Yne, {Bntnes (donde J es un conjunto de indices finito, Z, 7" 6 7~ ) con ani1 < Bn
para cualquier n. Dados dos pesos wg y wy definidos en el intervalo I := Upej(am, Bn). Supongamos que
para cada n, existe un intervalo I, C |[any1,0n] con wy € L¥(1,) e fln wg > 0. Entonces f puede ser
aprozimada por funciones de C*(I) en W1 (I, wg,w1), si y solo si, puede ser aprozimada por funciones
de CY([an, Bn]) en WE([an, Bal, wo, w1) para cada n. El resultado también es cierto si reemplazamos

C! por C*® en ambos casos.
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De hecho, el teorema 5.2 en [35] tiene un enunciado més general, valido en el caso de aproximacién
simultanea de una funcién y sus k primeras derivadas, pero esta versién es la més apropiada en nuestra
situacion. La prueba de este teorema es constructiva y la idea principal es natural: es suficiente considerar
aproximantes {f,} en [an,,] v “pegarlos” con una aproximacién de la identidad apropiada. En el
capitulo siguiente utilizaremos esta idea para trabajar con el problema de aproximacién simultanea para

derivadas de orden superior a 1.

DEFINICION 3.2.5 Dos pesos wg, w1 son conjuntamente admisibles sobre el intervalo I, si existen un
p ) ] ,

par de sucesiones de nimeros reales estrictamente crecientes {am tnes, {fn}tnes (donde J es un subcon-

Junto finito, Z, " 6 Z~ ) con ant1 < Bn para cualquier n e I := Uylay, Ba], y se verifican las siguientes

condiciones:
(a) Para cadan existe un intervalo I, C [ant1, Bn] con w1 € L%(Iy) e [; wo > 0.
(b) Existe una particion Jy, Jy de J, tal que

(b1) sin € Jy, entonces wy € L>([om, Bn]) v 1/w1 € LY ([am, Ba)),
(b2) sin € Ja, entonces S(wi) N [, Bn] = {an} y w1 es dominado en ay,.
Ahora estableceremos el resultado principal de este capitulo. Observe que no consideramos ninguna

hipétesis sobre las singularidades de wg, que los pesos wy y w1 apenas estdan relacionados entre si y que

el intervalo I no requiere ser acotado.

TEOREMA 3.2.6 Consideremos dos pesos wo, w1 en [a, 3], los cuales son conjuntamente admisibles sobre

un intervalo I. Entonces la clausura de C*(I) N WL (wo,w;) en W (wg,wq) es

°°(w1)

([ Fewi(uwy,w): f e CO N L=(w)" ™, pedDnL=w) ™,
para cada {a,} = S(wi) N [an,By] con n € Jy tenemos
st esslimy_.g, | — aplwo(x) =0, entonces
esslimy_q, | f(2) — f(an)|wo(xz) =0,
H:= st 0 < esslimg_q, |T — ap)|wo(x) < 0o, entonces existe I(f,an) y
esslimg.q, [f(2) — U(f, an)(z — an)lwo(z) =0,
y si an & S1(wy), entonces ug(an) =1(f,an),

si esslimsup, ., |2 — a,|wo(x) = oo, entonces

[ satisface la condicion (3.4) y ug(an) =0
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OBSERVACION 3.2.9 FEste teorema tiene un amplio rango de aplicacion. Consideremos en particular el
caso de los pesos Jacobi: wo(z) = (1 + 2)*1(1 — 2)%2, wi(z) = (1 + )" (1 — x)"2, en [-1,1]. El teorema
3.2.6 describe la clausura de C1([—1,1]) N W ([=1,1], wo, w;1) en WH([—1,1],wp, w1) para cualquier
valor posible de los exponentes; sity < 0 (respectivamente to < 0), entonces —1 (respectivamente 1) es
un punto reqular de wi.

El teorema 38.2.6 también describe la clausura de las funciones de clase C* cuando los pesos tienen mu-

chos puntos singulares, como wo(x) = |z—a1[*'|z—az|® - - |z—am|[*™, wi(z) = |z — by|" |z — ba|t2 - - |z — by|!".

Lo anterior también es cierto si cambiamos cada potencia |x — a|? por cualquier funcidn con una sin-
gularidad en «, e incluso si consideramos pesos definidos en algin intervalo I tal que S(wi) no tenga

puntos de acumulacion en el interior de I.

Demostracion.
Primero impondremos que si wp, w; son pesos sobre algtin intervalo A (no necesariamente compacto),

con wg € L®(A) y 1/wy € L'(A), entonces

1,00 wo.w o w
C(A) ﬂWl’oo(Awo,wl)W (o) _ {f € Whe (A, wo, wr) : f € C(A) ﬂLOO(A,wl)L “ 1)} .

Asumiendo que esto es cierto de momento, el teorema 3.2.6 es una consecuencia directa de los teoremas

3.2.2,3.2.3,3.24y 3.2.5.

)L°° (Awi)

Ahora, demostraremos la imposicién anterior. Si f' € C(A) N L>®(A,w; , consideramos una
sucesién {g,} C C(A) N L®(A,w;) que converja a f’ en L°°(A,w). Observe que f € Wh™ (A, wg,w1) y
1/wy € LY(A) implican que f es una funcién absolutamente continua sobre A. Elijamos a € A. Entonces

las funciones G, (x) := f(a) + ff gn son de clase C! y satisfacen

(@) — Gulz)] = / (f — gn)
< 1 =gl =1 = galieany | —
A wn A W1

Entonces, ||f — Gullzoe(awe) < I1f = gnlloe(a,wn) lwoll oo (ayll1/will L1 a), que era lo que querfamos de-
mostrar.

3.2.2 Aproximacién por funciones de clase ' y polinomios.

También estamos interesados en aproximacion por funciones mas regulares, tales como funciones
de clase C"° o polinomios. Con algunas condiciones adicionales podemos usar el teorema 3.2.1 para

encontrar aproximantes de clase C'.
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TEOREMA 3.2.7 Consideremos dos pesos wo, w; en [a, (], tales que S(wi) = {a} ywo, w1 € LS. (Jev, B] \ {a}).

loc

Sia € (a,B), asumiremos que wy es dominado en a. Entonces cualquier funcion en

feWhe(wg,uq) : f € C(R)N Lm(wo)Lw(wO), ffeC(R)N Lm(wl)Lw(wl),

Hg := esslimg_q|f(z) — f(a)lwo(x) =0, esslimy_quf(a)(x —a)wo(r) =0, ¢,

ess limg_q| f'(x) — us(a)|wi(xz) =0

puede ser aprozimada por funciones en C*°(R) N W12 (wg, w1 ).

OBSERVACION 3.2.10 En la observacion después del teorema 3.2.1 aparecen condiciones simples que

garantizan las propiedades que definen Hg.

Demostracion.

Consideremos f € Hg y € > 0. Por el teorema 3.2.1 existe go € C1(R) con || f — gollwr.oe (wowr) < €/2,
tal que go es un polinomio de grado a lo sumo 1 en [a — 20, a + 26] para algtin 6 > 0.

Elegimos una funcién par ¢ € C°([-1,1]) con ¢ > 0 e [¢ = 1. Para cada t > 0, definimos
or(x) ==t 1p(x/t) y gr 1= go * dr; estas funciones satisfacen ¢y € C°([—t,t]), ¢ >0y [ ¢ = 1.

Es bien conocido que g: € C*°(R), y que g; (respectivamente g;) converge uniformemente en [«, 3] a
go (respectivamente g(,) cuando ¢t — 0.

Observe que si h es un polinomio de grado a lo sumo 1, entonces hx ¢y = h, yaque 1x ¢y = [y =1y
z*¢y = x: es suficiente notar que (z*¢;)(0) = [ydi(y)dy =0y (z*¢) = 1x¢p, = 1. Consecuentemente,
gt = go en [a — d,a + d], para 0 < t < §, pues bajo estas hipétesis, la integral que define a g; sélo toma
en cuenta los valores de gy en los cuales es un polinomio de grado a lo sumo 1.

Como wg,w; € LS ([, 5] \ {a}), existe una constante M con wp,w; < M en [, 5]\ (a — d,a + 9).

loc

Por lo tanto

I

[NONNe

9t = gollw .00 (wo,wr) < 19t — Gollwt.o0 (ja, 8]\ (a—5,046)w0,1) < Mgt — ollw oo (o, 8\ (a—6,a-+6)) <

si t es suficientemente pequeno, pues g; y g; convergen uniformemente en [, 3] a go y g{, respectivamente.
Entonces || f — gtlw1.0 (wo,wy) < € si t es suficientemente pequefio.

DEFINICION 3.2.6 Diremos que un peso wi en |«, 3] es balanceado en a € [a, (], si es dominado en a

y se verifica alguna de las siguientes condiciones:

(a) a € ST(wy) NS~ (wy), es decir, essliminf,_, +wi(x) = essliminf,_,,—w(z) =0,
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(b) a € ST(w1) ywy € L>®([a — €,a]), para algin e > 0,
(c) a € S (w1) yws € L™®([a,a+ €]), para algin € > 0,
(d) a=ao0a=p.
Diremos que w; es fuertemente balanceado en a, si es balanceado en a y a € (a, 3).

Del teorema 3.2.7 y la tercera observacion del teorema 2.2.1, obtenemos el siguiente resultado.

COROLARIO 3.2.2 Consideremos dos pesos wgy, w1 en [a, (] tales que S(w1) = {a}, w1 es balanceado en
a, y wo, w1 € LS ([, 5]\ {a}). Entonces toda funcion de Hy puede ser aproximada por funciones en

C®(R) N W (wg,wy) con la norma W (w, wy).

Ahora introduciremos una condicién que juega el mismo papel que la condicién (3.4) en la aproxi-
macién por funciones de clase C*°:

Dada una funcién f € W5 (w, w;), para cada n € N existe ¢, € C*°(R) N W (wp, w1) tal que
. 1
esslimsup,, o|f() = dn(2)lwo(2) < . (3.5)

OBSERVACION 3.2.11 Veremos en las proposiciones 3.2.3 y 3.2.4 que la condicion (3.5) puede ser susti-

tuida en muchos casos por condiciones mds simples que sélo involucran a f (sin hacer referencia a ¢,).

Asumimos que wo, wy € LS ([o, 8] \ {a}), S(w1) = {a}, y w1 es balanceado en a € [a, §]. Del argu-
mento en la prueba del teorema 3.2.2 (usando el corolario 3.2.2) se obtiene que si ess lim, |z — a|wo(z) = 0,
entonces la clausura de C*°(R) N W1 (wg, wy) en WH*(wg, w;) es Hy = H3. De manera similar, si
0 < esslimsup,_,,|7 — aJwy(z) < oo, entonces la clausura de C*°(R) N W1 (wg, w1) en W (wg, wy) es
Hy. También tenemos que, si ess lim sup,_,,|z—a|wo(x) = oo, entonces la clausura de C*°(R) N W% (wg, wy)

en WhH*(wg,w;) es Hs, siempre que cambiemos (3.4) por (3.5).

DEFINICION 3.2.7 Dos pesos wg,w; son fuertemente conjuntamente admisibles sobre el intervalo

1, si verifican las condiciones en la definicion de conjuntamente admisible (definicion 3.2.5) reemplazando

(b2) por

(b2°) sin € Jo, entonces S(wi) N [an, Bn] = {an}, wo,w1 € LS ([om, Bn] \ {an}), ¥y w1 es fuertemente

balanceado en a,.
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TEOREMA 3.2.8 Consideremos dos pesos wo, w1 fuertemente conjuntamente admisibles sobre el intervalo

I. Entonces la clausura de C™®(I) N Wh* (wg,wy) en WH™ (wg,w;) es

¢ o0 (w < (wn )
f e Wy, wn) : f € O NL®(wo) ", fre Oy nE=(wn)” ™,

L0 (In, .
e C>(I,) N L®(I,wr) ( wl), para cualquier n € Jq,

para cada  {an} = S(wi) N o, Bn], con n € Jy, tenemos que

si esslimg_q, | — aplwo(z) =0, esslimy_q,|f(x) — f(an)|wo(z) =0,

H7 =
si 0 < esslimsup, ., |r — an|wo(z) < oo, FIU(f,an) y
esslimy_q, | f(z) — U(f, an)(x — an)|wo(x) =0,
ysi  ap ¢ Si(wy), entonces uyr(an)=1U(f,an),
si esslimsup, ., |v — alwo(x) = oo, f satisface (3.5) y uy(an) =0
Demostracion.

Sélo necesitamos seguir el argumento de la demostracion del teorema 3.2.6, reemplazando las funciones
L (In,w1)

en C o en C'! por funciones en C*°. Esta es la razén por la cual imponemos f/ € C(1,,) N L>®(I,,,w1)

para cualquier n € Jj.

En muchas situaciones podemos simplificar la condicién (3.5).

OBSERVACION 3.2.12 FEl teorema 2.2.3 y las proposiciones 2.2.2 y 2.2.3 caracterizan C'*° N Loo(w)Loo(w)

para una clase bastante general de pesos.

Aunque el enunciado de la siguiente proposiciéon puede parecer algo artificial, es exactamente lo que

necesitamos para probar la proposicién 3.2.4, que ofrece condiciones sencillas equivalentes a (3.5).

PROPOSICION 3.2.3 Consideremos un peso woy en [, 5] y un punto aislado a de S(wy), satisfaciendo

esslimsup,_,,|z — alwg(z) = 0o0. Asumamos que para alguna funcion s que verifica 0 < m < |s(z)| < M,
existe esslim, qp(x)s(x)wo(z) para cualquier ¢ € C®(R) N WL (wg,wy). Denotemos por D(wo,a) el
conjunto de valores que toman estos limites cuando consideramos cualquier ¢ € C*(R) N WL (wg, w1)
(D(wg,a) es {0} 6 R). Entonces (3.5) es equivalente a lo siguiente: para cualquier f € W1 (wq,wy) el

limite esslim, o f(z)s(x)wo(x) existe y pertenece a D(wg,a).

Una eleccién natural para s es s(z) := 1 6 s(x) := sgn(xz — a) (ver la prueba de la proposicién 3.2.4).

Demostracion.
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Fijemos f € W1 (wp,wy). Si el limite d := esslim, ., f(7)s(x)wo(z) existe y pertenece a D(wo, a),
tenemos (3.5) con ¢, := ¢, donde ¢ es una funcién con ess limy,_,,¢(z)s(z)wo(x) = d, ya que esslimy_q| f(z)—
o(z)|wo(z) < m~Ltesslimy_q|f(2)s(x)wo(x) — ¢(x)s(x)wo(x)| = 0. Si d ¢ D(wo,a), entonces D(wp,a) es
{0}, y consecuentemente d # 0; por tanto, esslimsup,_,,|f(x) — ¢(x)|wo(z) > |d|/M > 0, para cualquier
¢ € C®°(R) N W (wg,wr). Si el limite esslim, ., f(z)s(x)wo(x) no existe, por un argumento similar
podemos deducir que existe una constante ¢ = ¢(f, M) > 0 tal que

esslimsup,_,|f(z) — ¢(z)|wo(x) > ¢ > 0, para cualquier ¢ € C(R) N WL (wp, wy).

DEFINICION 3.2.8 Diremos que un peso w tiene crecimiento potencial en a, si
esslimsup,_,,|z — a|™wo(x) < 00, para algin nimero natural m. Si w tiene crecimiento potencial en
a, diremos que el grado de w en a es m, si m es el menor numero natural para el cual

esslimsup,_,,|z — a|"wo(x) < co.

PROPOSICION 3.2.4 Consideremos a € [a, 3] y un peso wq en [a, 3] con esslimsup,_,, |z — ajwy(z) = 0o

y crecimiento potencial en a. Denotemos por m el grado de w en a.
(1) Siesslimgy_.q|z — a|™wo(z) = 0, entonces (3.5) es equivalente a esslimg_q| f(z)|wo(z) = 0.

(2) Siesslimsup,_,,|z—a|™wo(z) > 0 yesslimsup,_,,|r—a|™ tw;(x) < oo, entonces podemos sustituir
(8.5) por la siguiente condicion: lny(f,a) 1= esslimg_q »_qjmuwg(@)=nf(2)/(x — a)™ existe para n

>
suficientemente pequeno, y esslimy_q|f () — I (f,a)(z — a)™|wo(x) =0

(3) Si wo(x) es comparable con |x — a|™™, para algin entero positivo m, entonces (3.5) es equivalente

a la existencia de esslimy_,,f(x)/(x —a)™.
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Demostracion.
(1) Fijemos f € W1 (wg,w1) con esslim, q|f(x)|wo(x) = 0; entonces (3.5) se verifica con ¢, := 0.

Para ver la otra implicacién, fijemos f € W1 (wy,w1) satisfaciendo (3.5). Consideremos

¢ € C®(R) N WL (wp,w;). La condicién esslimsup,_,,|z — a|™ wg(x) = oo implica que

d(a) = ¢'(a) = -+ = ¢ V(a) = 0; entonces d(z) ~ ¢™(a)/m!(x — a)™, y de la condicién

ess lim, |z —a|™wo(x) = 0 obtenemos ess lim,, ¢ (x)wo(z) = 0 para cualquier ¢ € C°°(R) N WL (wq, w).

Por tanto, esslimsup,_,,|f(z)|wo(x) = esslimsup,_,,|f(z) — ¢n(z)|wo(x) < 1/n para cualquier n.

(2) Fijemos f € WhH™(wg,w;) satisfaciendo (3.5). Un argumento similar al del inciso (a) de la
proposicién 3.2.1 implica que existe [,,(f,a) para 0 < n < esslimsup,_, |z — a|™wo(z), y que
¢$Zm)(a) /m! — I, (f,a) cuando n — oco. Para finalizar la prueba de esta implicacién, es suficiente
seguir el argumento en la demostracion de la primera parte del teorema 3.2.4, tomando la funcién
m(f,a)(x —a)™ en vez de I(f,a)(x — a).

Trataremos ahora con la otra implicaciéon. Consideremos f € W% (wg,w1) tal que I, (f,a) existe
para 7 suficientemente pequeno, y esslim,_q|f(x) — L (f,a)(x — a)™|wo(z) = 0. Para verificar
(3.5), es suficiente tomar como ¢, = ¢ la funcién I, (f,a)(z — a)™ multiplicada por una funcién

meseta apropiada (¢ pertenece a W% (wg,w;) por hipétesis).
(3) Es suficiente aplicar la proposicién 3.2.3 con s(z) := sgn(z — a)™

|

Finalizaremos este capitulo con un resultado de aproximacién polinomial. Este teorema puede ser
generalizado, como veremos en el préximo capitulo; sin embargo, resulta conveniente dar aqui la de-
mostracién, ya que en este caso menos sofisticado pueden apreciarse con mayor claridad las ideas que
subyacen en el método de prueba. Ademsds, la demostraciéon hace explicita la construccién de los aproxi-

mantes para m < 4.

TEOREMA 3.2.9 Consideremos dos pesos wo,w;i en [, (], tales que se verifica ff 1/wy < 0,

wo € LS ([a, B\ {a1,a2,...,am}) y wo(x) ‘fs 1/w1‘ < ¢ para casi todo x en algin entorno abierto de
J

a; para cualquier 1 < j < m. Si eziste algin polinomio no trivial en L*>(wy), entonces la clausura del

espacio de los polinomios en W1 (wg, wy) es
1,00 / Loo(w1)
ngz{feW’ (wo,w1):  f' € PN L%(w) }

donde P denota al conjunto de los polinomios.
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OBSERVACION 3.2.13 La hipdtesis wo € L7 ([ov, 8]\ {a1,a2,...,am}) no supone ninguna restriccion:
Si tenemos que esslimsup,_,,wo(x) = oo para una cantidad infinita de a € R, entonces 0 es el dnico

polinomio en L (wyp).

Demostracion.

Si f pertenece a la clausura del espacio de los polinomios en W1 (wg,w;), es inmediato que
f e Wh*(wo,w1) y f' pertenece a la clausura del espacio de los polinomios en L (wi). Entonces
f € Hg.

Consideremos ahora f € Hg y una sucesién de polinomios {p,}, la cual converge a f’ en norma
L>°(wy). Asumimos que a1 < ag < « -+ < .

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que esslim supxﬂajwo(:c) = oo para todo 1 < j < m,

ya que esslim supx_,ang(x) < oo para algin j, es suficiente remover de la lista {a1,a9,...,a,} a este
punto a;.
Primero, notemos que cualquier funcién g € W1 (wq,w;) satisface g(a1) = --- = g(am) = 0: la

condicion ff 1/wy < oo implica que g € AC([a, f]), y esslimsup, ., wo(z) = 00 y g € L>(wp) implican

que g(a;) = 0. Ya que g € AC([a, 3]), también tenemos que fa‘? g=-= fa“mmil g =0.
Usando {py}, construiremos una sucesién de polinomios {g, }, convergente a f’ en norma L (wy),
. .. a2z _ _ [am _
con la propiedad adicional de que fa1 n="-=J," an=0.
Consecuentemente, nos gustaria encontrar constantes cf', ¢y, ...,y _,, y polinomios ha, ..., hy,—1 (00
idénticamente nulos) tales que ¢, := p, — c{”pgﬂl - cgp?ulhg — = C%_lp,%jlhm,l € PN L>°(wy) satisfaga

aj+1 aj4+1 o [0, W [, " 41,
0= / In = / Pn — €] / Py, — €3 / P P2 — - — Cm—l/ Pig, Mm—1, (3.6)
a; a; a; a; aj;

j j j j j
para 1 < j < m, donde p,, es el polinomio minimal para w; (ver definicién 2.2.12); p,, es no trivial
por hipétesis. Probaremos ahora por induccién sobre m que podemos encontrar polinomios tales que el
determinante A,,, de la matriz de coeficientes de este sistema lineal sobre c}"” sea no nulo. El caso m = 2
es inmediato, ya que faaf pfvl =# 0. Si m = 3, sélo necesitamos mostrar que existe un polinomio hsy tal que

2 vk, [ e he

Az = ! \ #0,
as
fag pwl fag pwlh2

es decir, Az = f P2, f P2 ho . 5 p2 f p2 ho # 0. Definimos

. l’) f;;p%m ) si x€ [al)a2]7
us(z) = ) w2 '
pw1 (‘CC> fal pwl 9 S1 T &€ (ag, a3} s
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y As(F f Fug para cualquier F' € L?([ay,a3]). Note que A3 no es idéticamente cero en L?([a1, ag)).

Como los polinomios son densos en L?([a1, a3]), existe un polinomio hy con Az = Az(ha) # 0.
Asumamos que A,,_1 # 0, para algunos polinomios hs, ..., hy,—o. Del desarrollo de Laplace de A,,

por la tltima columna obtenemos que A,, = (—1)"A4; f pw1 me1+ -+ Am_1 f:;"ﬁlpilhm_l, con

Am—1 = A1 # 0. Entonces la funcién

(—l)mAlpfv1 (), si x€|a,ae],
Um(x) =
Am-1p, (z), i @ € (am-1,am],
no es idénticamente cero. Definimos el funcional no trivial A, (F) := faalm Fu,, para cualquier F' € L%([a1, an)).
Como los polinomios son densos en L?([a1, an,]), existe un polinomio h,,—1 con A, = Ay (hm—1) # 0.

Por lo tanto, podemos encontrar constantes ct,cy, ..., c] tales que ¢, verifique (3.6).

m—1

Observe que cada ¢ es una combinacién lineal (con constantes que no dependen de n, pues las
. a2 a
funciones py,, ho,...,hm—1 no dependen de n) de a Pno- ,fa;”_lpn (usando la regla de Cramer).

Como {py }, converge a f’ en norma L™ (wy) y ff 1/wy < 0o, también converge a f’ en norma L!([c, (]):

s s wy 51
/If’—pnIZ/ |f'—pn|§||f’—pnumwl>/ L
a a w1 o W1

Este hecho e f(jf fr=-=[." f'=0, implican f Dy - - ,faa;ilp (v consecuentemente c7') tiende 0
cuando n — oo. Esto implica que {¢, }, converge a f’ en norma L*> (wl).

Consideremos ahora los polinomios @, (x) := “ * qn. Note que Qp(x f gn para todo 1 < j < m,
pues f(Z_j“ gn = 0 para todo 1 < j < m; por tanto, Qn(a;) = 0 para todo 1 < j < m. Elegimos una
particion de [o, ] por m intervalos compactos I1,..., I, tales que a; pertenezca al interior de I; para

cada 1l < j<m.

Las hipétesis ff 1/wy < 00, wo € LS ([a, B] \ {a1,a2,...,am}), y wo(z)

az_ 1/w1‘ < ¢ para casi todo
J
x en algin entorno abierto de a; para todo 1 < j < m, implican wo(x) ’fagi 1/w1) <cienctp. z€lj

para todo 1 < j < m. Entonces del lema 3.2.1 y su observacién se tiene que
1]l oo (1 w0) < €210 (| oo (1 01)
para cualquier h € W (I, wg, w1) (ya que h(aj) = 0 para todo 1 < j < m), luego
1Rl w100 wown) < (€2 + D] oo ()

para cualquier h € W1°°(wq, wy). Por tanto, los polinomios {Q,, },, convergen a f en norma W1 (wg, w1),

pues {g,}n converge a f’ en norma L (w1). [
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OBSERVACION 3.2.14 Para algunos casos particulares de m es posible dar una expresion explicita de h;.
Si m = 3, podemos tomar ha(z) = x — az. Si m = 4, podemos tomar ha(z) = (v — a2)?(x — az) y

hs(z) = (x — a2)(x — a3)2.



Capitulo 4

El teorema de Welerstrass con derivadas

de orden k.

4.1 Preliminares.

Este capitulo cierra nuestro estudio del problema de aproximacién por polinomios, funciones de
clase C* o funciones de clase C™ en espacios de Sobolev con peso vectorial. Dado un peso vectorial
w = (wp, ..., wy) abordaremos el problema de aproximacién simutdnea con respecto a la norma Sobolev

definida por
k
£ weoey = 2079 o, (4.1)
=0 d

Note que W% (w) = L (w).

De (4.1) se deduce que nuestros resultados de aproximacién en W*°(w) deben estar basados en
resultados de aproximacion en L*°(w;), para 0 < j < k.

Los resultados fundamentales de este capitulo garantizan que una funcién f pertenece a la clausura
del espacio de los polinomios (o funciones suaves, respectivamente) con respecto a la norma (4.1), si y
s6lo si, fU) pertenece a la clausura de las funciones suaves en norma L*>(wj), para todo 0 < j < k. En
la seccion 4.2 aparecen las afirmaciones precisas de cada teorema.

También debemos mencionar que nuestros resultados son mas valiosos gracias al teorema 4.2.8 (ver
seccion 4.2.3), el cual permite tratar con pesos que pueden obtenerse “pegando” otros pesos mas simples.

El anslogo del teorema de Weierstrass con normas W*P(u) (con 1 < p < oo y p una medida vectorial)

puede ser encontrado en [34] y [37] sobre la recta real, y en [3] y [38] sobre curvas en el plano complejo.

69
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Cabe observar que todos los teoremas que aqui presentaremos pueden ser aplicados a funciones f a valores
complejos, descomponiendo f en sus partes real e imaginaria.

En la seccién 4.2 se encuentran los resultados de aproximacién en espacios de Sobolev con pesos
vectoriales de mas de dos componentes.

En 4.2.1 nos dedicamos a estudiar el problema de aproximacion polinomial extendiendo los resultados
del teorema 3.2.9 del capitulo precedente.

El problema de aproximacién por funciones suves es tratado principalmente en la seccién 4.2.2 (ver
teoremas 4.2.2, 4.2.3, 4.2.4 y 4.2.5).

Finalmente, en la seccién 4.2.3 mostramos algunos resultados complementarios, que aunque requieren
mas profundidad, nos permiten entregar otros dos resultados de aproximacién en el caso de funciones
suaves (ver teoremas 4.2.6 y 4.2.7).

Todos los resultados presentados en este capitulo aparecen en [32].

4.2 Aproximacién en W5 (wy, ..., wy).

Antes de ocuparnos de dar la definicién correcta de lo que serd el espacio de Sobolev con peso
vectorial Wk’oo(wo, ...,wg) para k > 1, extenderemos la definicién 2.2.3 al caso de funciones vectoriales

como sigue

DEFINICION 4.2.1 Dado un conjunto medible A, diremos que dos funciones vectoriales u y v son com-
parables si cada una de sus componentes es comparable.

También utilizaremos el simbolo u =< v para denotar a un par de funciones vectoriales comparables

sobre A.

Como las medidas y las normas son funciones sobre conjuntos medibles y subconjuntos de espacios

vectoriales, respectivamente, podemos hablar de medidas comparables y de normas comparables. Luego

Wk (wy, ..., wg) y WE(uvg,...,v) coinciden y tienen normas comparables siempre que (wp, . .., wy)
y (vo,...,vx) sean comparables.
Dado un peso vectorial w = (wy,...,wy) se puede pensar que la definicién natural de espacio de

Sobolev con peso es “funciones f cuyas j-ésimas derivadas débiles satisfagan || f(j)|| Leo(w;) < OO para

0 < j < k”; aunque de la teoria clasica de espacios LP sabemos que

L®(Q) C Lj,.(2),
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con la definiciéon anterior no podemos garantizar que
L>®(Qw;) C L,.(Q), para 1<j<k, (4.2)

(ver por ejemplo, [21] 6 [33]).

Nos gustaria conseguir -al igual que en el capitulo anterior- alguna condicién sobre los pesos compo-
nentes w; para obtener la inclusién (4.2) y asf tener que las derivadas distribucionales de f son localmente
integrables (lo cual es imprescindible para la definicién de derivada distribucional). Este hecho es el que
garantiza que el espacio de Sobolev con pesos es un espacio de Banach (ver por ejemplo, [21] 6 [33]).

Con estas ideas en mente, dado w = (wp,...,wy) un peso vectorial, denotaremos por 2;, para
0 < j < k, al mayor conjunto (el cual es una unién de intervalos) tal que 1/w; € L (Q;). Siempre
requeriremos que suppw; = ;, para 0 < j < k. Definimos el espacio de Sobolev Wk (w), como
el conjunto de todas las (clases de equivalencia de) funciones f definidas en suppwo U Qq U -+ U Qp,
tales que su (j — 1)-ésima derivada débil f (4=1) sea localmente absolutamente continua en €1, es decir,
fUD € AC1e(Q), para 0 < j < k, y fU9) pertenezca a L(w;), para 0 < j < k.

Con esta definicién, el espacio de Sobolev con peso Wk’oo(w) es un espacio de Banach (ver [21],
Seccién 3). En general, esto no es verdad sin nuestras hipétesis (vea algunos ejemplos en [21]).

Al igual que en el capitulo anterior utilizaremos el lema 3.2.1 para controlar la norma Sobolev de una

funcién, usando sus derivadas distribucionales.

4.2.1 Aproximacion por polinomios.

Comenzaremos con algunos lemas técnicos previos.

LEMA 4.2.1 Sean [a, 5] un intervalo, s un entero positivo, py una funcién en L*([a, B]) con po # 0 en

c.t.p. de o, B], y {gi};—, un subconjunto de funciones de L*([cv, B]) \ {0}, con la propiedad de que para

cada 1 <1i < s, la funcion g; es linealmente independiente de {g1,...,gi—1}.
Sean c', ..., c*, nimeros reales satisfaciendo el sistema de ecuaciones lineales en {c™} _;
s 8
Z cm/ pogihm =0, V1<i<s, (4.3)
m=1 o
Entonces existen polinomios hi,..., hs, tales que el determinante As de la matriz de coeficientes del
sistema lineal (4.3) sobre c', ... c* es no nulo.

OBSERVACION 4.2.1
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1. Dado que A # 0, ninguno de los polinomios hq, ..., hs puede ser idénticamente nulo.

2. Al hablar de independencia lineal consideramos las funciones como clases de equivalencia en L?, es
decir, una funcion es linealmente dependiente de otras si es igual a una combinacion lineal de esas

otras en casi todo punto.

Demostracién.

Demostraremos el lema por induccién. Veremos que para cada 1 < m < s, existe un polinomio Ay, 41
tal que, junto con los polinomios Ay, ..., h,, elegidos en los pasos anteriores, el menor A,,1; formado por
las m + 1 primeras filas y columnas de la matriz de coeficientes de (4.3), es no nulo.

Sim =1, como g1 € L*([a, B]) \ {0}, y po # 0 en c.t.p. de [, 3], el funcional A;(F) := faﬁFpogl
no es idénticamente nulo en L?([a, 8]) (A1 estd bien definido en L%([a, f]) ya que po € L>®([, B]) ¥
g1 € L*([a, B])); por tanto, como los polinomios son densos en L?([a, 3]), existe un polinomio h; con
Ai(h) = ffpoglhl # 0.

Si m = 2, necesitamos mostrar que existe un polinomio hy tal que

12 pogih1 [P pogihs

A= 8
[D pogah1 [ pogahe

# 0,
es decir,
B B
Ay = A12/ pogiha + A22/ pog2ha # 0,
(e} o

donde Ay = — [P pogahi v Ass = [ pogih1 # 0.

Definamos la funcién

ug(x) := A1apo(z)g1(x) + A2apo(x)g2(z), V€ [a,f],

que es distinta de 0 en un subconjunto de medida positiva de [o, 3], porque Agsg # 0, g2 es linealmente

independiente de g1, y pp # 0 en c.t.p. de [a, 3]. Podemos definir también

B
Ay (F) ;:/ Fuy, Y F € L*([a,p]),

ya que pg € L™ ([, 8]) ¥ gi € L*([cv, B]) implican uy € L?([a, 3]). Como Ag no es idénticamente nulo en

L?([a, B]) v los polinomios son densos en L?([a, 3]), existe un polinomio hg con Ag = Ag(ha) # 0.
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Supongamos que el resultado es cierto para m y demostrémoslo para m+ 1. En esta situacion se tiene

que
m+1

m+1 Z A; m+1/ Pogilm+1,
donde A; 41 (1 < ¢ < m+ 1) son los menores correspondientes al desarrollo de A,,41 por la dltima
columna (con su signo apropiado). Destaquemos que A1 1.m+1 7# 0, por hipétesis de induccién.
Ahora, procederemos a definir la funcién u,,+1 en el intervalo [«, (] y el funcional lineal A,,41 sobre
L?([c, B]) de manera andloga a los casos precedentes:

m+1
U1 (T Z Ai m1po(2)gi(x)

B
Ania(F)i= [ Fumi, ¥ F e (o).

La funcién w1 es distinta de 0 en un subconjunto de medida positiva de [, 5], pues Api1,mt1 # 0,
gm+1 es linealmente independiente de {g1,...,9m}, ¥ po # 0 en c.t.p. de [a, §]; entonces A,,+1 no es
idénticamente nulo en L% ([, 3]) y consecuentemente existe un polinomio hp, 11 tal que Ay, 1 = Apy1(hmy1) # 0.

|
LEMA 4.2.2 Sean a,b,u,...,u, € [, 8] y f € L'([o, B]). Se tiene que

/ab / / Fres) iy - divs diy — /:f(g”’ (b

+Zkr1 /Jr 1()f(x)xr—1d$+...+2k2(r)/o f(x)dx,

h

donde todas las sumas son finitas, k:fl(r) son niumeros reales, Ji(r) son subintervalos de [a, (], cuyos

extremos pertencen al conjunto {a,uy,...,u,}.

Demostracion.
Probaremos el resultado por induccién en r. Veamos que es cierto para r = 1. Cambiando el orden

de integracién se obtiene:

/ab/uflf(:cz)dxzdarl = /b/gc1 f(x2) dxs dxl—i—/b/af(g;z)d@dxl
= /fﬂﬂz/dxldx2+ a/f
= /f b—xz)dr+ ( —a/f
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Supongamos ahora que el lema es cierto para r y probémoslo para r + 1. Aplicando la hipétesis de

induccién a la funcién ff:j’f f(xy42) dxyio, obtenemos:

337‘+1
/ / / / f(@ri1) depypodreyr---drodry
Ur+41

zr+1 (b — )r
41
= / / f(@rq2) drria 0 dxr4q
U

r+1

1 -73'r+1

.

+ k / y / f(@ry2) dapqo 9CT+1 dxriq
Jp U

r+1

zr+1
+ -+ Z kh /JO /u $7‘+2 de+2 dryiy .

r+1
Tratemos separadamente cada sumando. En primer lugar,

Ir+1 (b -z )7"
+1
/ / xr—l—Q dx?"—i—Z T dmr—i—l
u .

r+1

x“fl b— xr b—x,11)"
= / / f(@ryo) dapyo ————— b= zr) +1) dz,41 +/ f(zry2) darso (MH) dz, 11
Ur41 .

)r+l

bz, b—

= / f(56r+2)/ (wdxrﬂdmwz+((rfl)! f(x)dx
7“+1 (b* a)r—i—l a

— / f(x r+ 1 dx + 7(7‘—#1)! - f(z)dx

Por otra parte, si JZ(T) =[A,B], con 0 < j <r —1, se tiene que

$T+1 ]
/ / f(wry2) drppox)  dreiy
JJ (r) Jurs1

Tr+1 . B A .
/ / f(l'r+2) dxyi2 -'L‘an_;_l dryi1 + / f(errZ) dryi2 :L'7]n+1 dryiq
Ur+1

B Bitl _ pi+1 A
/ f xr+2) / +1 dr,y1drr o + ————— f(l') dz
Tr4-2 j + 1 Ur41

Bitl / $J+1 Bj+1 _ AL A
f(z)dx — / fz L= -7 / f(z)da.
J+1 J+1 Urg1

Esto termina la prueba del lema, ya que 7 +1 < r.
|
Haciendo uso de los lemas anteriores y del lema 3.2.1, mostraremos en lo que sigue un resultado

analogo al teorema 3.2.9 del capitulo anterior para pesos vectoriales de méas de dos componentes.

TEOREMA 4.2.1 Consideremos un peso vectorial w = (wo, ..., wy) en [a, §] que satisface:

i) ff 1/wy < oo.
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(i1) w; € Lis (o, 5]\ {al,... ,afﬁj}), para todo 0 < j < k.

loc

(113) wj(x) f;‘% 1/(1 +wj+1)‘ < ¢, para c.t.p. en algin entorno de a{, para todo 1 < i < mj, 0 < j <

kE—2, ywg_1(x) ‘fﬁg_l 1/wg| < ¢, para c.t.p. en algin entorno de affl, para todo 1 < i < my_1.

Entonces la clausura del espacio de los polinomios en W™ (wy, ..., wy) es
Hy = {f S Wk,oo<,w0’ R ,wk) : f(k) ePn LOO<’U)]€)LOO(wk)} .
OBSERVACION 4.2.2

1. La hipdtesis (ii) no supone ninguna restriccion, pues si se tiene esslimsup,_,,w;(x) = oo (para
algin 0 < j < k) para una cantidad infinita de puntos a € R, entonces 0 es el inico polinomio en

L>®(w;), y es trivial encontrar la clausura de los polinomios en W*(wy, ..., wg).

2. Conviene destacar que la hipotesis (iii) es mucho mds débil que w;(x) < ¢, que aparece

fagi 1/wj+1

en el lema 3.2.1, ya que se permite, por ejemplo, que algunos wji1 sean iguales a 0.

3. Por supuesto, admitimos la posibilidad de que w; esté acotado para algin j, es decir, de que

{al,...,al,;} sea el conjunto vacio.

Demostracion.

Si 0 es el tinico polinomio en L™ (wy), el resultado es evidente (si f(*) = 0, entonces f es un polinomio).
Por tanto, podemos suponer sin pérdida de generalidad que existe algiin polinomio no trivial en L (wy).

Es inmediato que la clausura del espacio de los polinomios en Wk’oo(wo, ..., wg) estd contenida en
Hy.

Asi que nuestro problema se reduce a mostrar que toda funcién en Hg puede ser aproximada por
polinomios en norma W% (wy, ..., wy). Consideremos pues, f € Hg y {p, }» una sucesién de polinomios
que converja a f*) en norma L>°(wy). Construiremos a partir de la sucesién {p,}, una sucesién de
polinomios que converja a f en norma W (wy, ..., wy).

La idea clave para realizar tal construccién es encontrar, a partir de p,, un polinomio ¢, en M,
donde M es el espacio de los polinomios que admiten una primitiva de orden k en W5 (wy, ... wy). Si
[P fuese un espacio de Hilbert y M un subespacio cerrado, bastarfa con tomar como g, la proyeccién
ortogonal de p, sobre M. Como nuestras normas no provienen de un producto escalar, el problema es

mucho mas complicado; afortunadamente, gracias a los dos lemas anteriores encontraremos un conjunto
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finito de polinomios B en L*(wy), de forma que g, , pueda expresarse como combinacién lineal de p,, y
elementos de B.

Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que esslim SUP,_, 49 wj(x) = oo, para todos los indices
1 <i<mj,0<j <k, pues si esslim supx_wgwj(x) < o0, para algin ag , es suficiente removerlo de la
lista {a{ 11 <i<mj, 0<j <k} Deigual forma podemos suponer que dichos puntos estan ordenados,
es decir, que a{ << ainj, para todo 0 < j < k con m; > 2.

Como 1/wy, € L'([a, 8]), para toda funcién g € W, (wy, ..., wy) se tiene que

8 8w 81
[ 161 = [T < gy [ <o
@ @ k a Wk

de donde se deduce que g"*~1) € AC([o, 8]), y g € C*([ev, A]).

Por otro lado, ess limsupxﬁazwj(:c) = 00, para cualquier 1 <i<m;,0<j <k y gl e L>®(wj),
implican que g(j)(ag) = 0, para todo 1 < i < mj, 0 < j < k (tiene sentido hablar del valor de g\
en af ya que gU) es una funcién continua). Como consecuencia de las observaciones anteriores tenemos
que fa(j“ g+ = g(j)(af;l) — g(j)(ag) =0, paracada 1 <i <mj, 0 <j <k, conmj > 2y toda
g € Wh=(wy, ..., wg).

Si w; € L™([er, B]), para algin 0 < j < k, definimos @) := a. Primero, construiremos (a partir

de {pn}n) una sucesién de polinomios {gy, x}n que converja a %) en norma L (wy,), con la propiedad

adicional de que

i1
/j Inj+1 =0, V1<i<m;,0<j<k, (4.4)
a;

donde

. T
qn,j(z) == f(J)(ajl) + /j Inj+i, VO0<j<k.
a1
Maés adelante probaremos que la sucesién de polinomios {gy_;}, converge a @) en norma L>®(wj); la
propiedad (4.4) precisamente garantizard que gy ; esta en L>(w;). Esta serd la gran ventaja de g, , sobre
Pn-

Evidentemente, en (4.4) sélo tenemos en cuenta las ecuaciones correspondientes a los j con m; > 2.

Estas ecuaciones pueden escribirse en la forma

aZ+1 Tj+1 Tr—1
/j /j+1 /kl Gni (k) dg - dzjyadejer + Hj(f) =0, (4.5)
a; ay ay

donde H; es un operador lineal de la forma H;(f) = Zf;jl ol f0)(al), con o) nimeros reales que sélo
dependen de {a],a/, ,, aJlH, ak
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Ahora usaremos los lemas 4.2.1 y 4.2.2 para demostrar que es posible construir la sucesion {g, }x

verificando (4.4). Consideremos pg := pu,, €l polinomio minimal de L*(wy) (puw, no es idénticamente

cero, pues L>°(wy) contiene polinomios no triviales), los intervalos I := [a],a] 41] cuando m; > 2,y

5= Z?;& mj —k (si wj € L*=([e, 8]), definimos m; := 1, para que s sea el nimero total de intervalos

J

Il.j considerados). Como a1 < -+ < a{nj, para todo 0 < j < k con m; > 2, se tiene que los intervalos

I{, e If?;jfl, tienen interiores disjuntos, para todo 0 < j < k con m; > 2.

Definamos ahora funciones gg si mj > 2. El lema 4.2.2 asegura que

e T d dzod g G =
/ag /agﬂ'”/al;l (Th—g)  dTh—j - drz xl_/ag ==

+ Zkﬁ‘j‘Q(i,]‘)/ _ Ft)tF72dt + -
i ()
+RG) [ P,

para toda F' € L!([a, 3]), donde todas las sumas son finitas. Para cada 1 < i < mj, 0 < j < k, con

m; 2> 2, sea

. aj — )k—i-1
gzj'(t) = (Z—]zl_jtz 1;! Xlg(t)

+ Z k]lz_]_z(zaj) tk_j_l XJ”:*J'*Q(Z'J') (t) +oet Z kg(zvj)XJg(z,]) (t)
h h

Entonces se tiene para toda F' € L!([a, A]),

a3+1 X1 xk*j*l /8 ]
/aﬂf /a{“ e /(/fl F(xp—j)dry—j- - deodxy = /a Fqg]. (4.6)

Si sustituimos en esta igualdad F' por g, , obtenemos que (4.5) (y por lo tanto (4.4)) puede escribirse

de forma equivalente como

B A
| sl +H(5) =0 (@.)
o
Definamos las funciones {g1, ..., gs} como las funciones de la lista
k=1 k-1 k—1
{gl 792 7“'7gmk_1_1?"'7g%7g%7'"7971n1717g?7.gg7'"79977,071}7

en ese mismo orden.
Esta claro que estas funciones satisfacen las hipdtesis del lema 4.2.1: gz € L*(Ja, A]) \ {0}; ademss,

para cada par ig, jg, la funcién gzj»(? es linealmente independiente de

k-1 k-1 k—1 jo+1  jo+1 Jo+1 jo jo Jo
{gl 792 7"'7gmk_1_17"'7gl 792 7"'7gmj0+1—17gl 792 7"'791‘071}7
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ya que ggg esigual a x ;o por un polinomio de grado k—jo—1 més un numero finito de funciones indicadoras
ig .

por polinomios de grado estrictamente menor que k — jo — 1, g/ (con jo < j < k) es una combinacién

lineal finita de funciones indicatrices por polinomios de grado menor o igual que k — j — 1 < k — jo — 1,

y cualquier intervalo I7° con i # ig interseca con Iij;) a lo sumo en un punto.

El lema 4.2.1 implica entonces que existen polinomios A, ..., hs, tales que el determinante Ay de la
matriz de coeficientes del siguiente sistema lineal sobre ¢!, ..., ¢* es no nulo:
s B .
Zcm/ Puhmgl =0, V1<i<mj 0<j<Ek. (4.8)
m=1 @

Definamos ahora
=, — L Dy b1 — 2 Dy hoy — - — 5 Doy b
Qn,k = Dn Cp, Pwy, N1 Cp, Pwy, N2 e Cp, Pwy, s

con constantes ¢, ¢2 cs

oy Coy ...y o, de forma que se verifique (4.7): Estos coeficientes pueden elegirse como la

unica solucion del sistema de ecuaciones lineales
s 8 ) B . . '
ZC?[”/ Puy,hm g} =/ pgl + Hi(f), V1<i<m 0<j<k,
m=1 «a @

ya que tiene la misma matriz de coeficientes que el sistema (4.8). Por tanto, los g, 1 asi definidos verifican
(4.4).

Es destacable que nuestro argumento permite construir ¢, ; como combinacion lineal de py,, pw, 1, - . -, Pwy s,
de forma que la dependencia en n de g, sélo se manifiesta a través de p, y de los coeficientes de
Puwi 1y .., Puw,hs. Por tanto, las funciones py, b1, ..., puw,hs, juegan el mismo papel en nuestro espacio
normado que jugaria una base del espacio ortogonal a M en un espacio de Hilbert. Esta es la razéon de
fondo por la que ha merecido la pena el esfuerzo que nos ha costado garantizar su existencia.

En vista de (4i7), resulta natural definir los pesos vj := 1 +w; para 0 < j < k y vy := wy. Estos pesos

tienen la ventaja sobre los w; de verificar:
(i) fof} 1/vj < oo, para todo 0 < j < k.
(i13") vj(x) ‘fé 1/vj+1’ < ¢, para c.t.p. en algiin entorno de a,g, para todo 1 <i<m;, 0 <j <k.

Vamos a probar que los polinomios {gn o}, convergen a f en norma Wk’oo(vo, ..., V), lo cual implica
que convergen a f en norma W5 (wy, ..., wy).
Definamos E,, ; := U — qn,j Para todo 0 < 7 < k. Entonces

Bos(@) = 19@) ~ aus(@) = [ (90 aug) = [ Bage vO<i<h  @9)
a Cll

J
1
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J . N N J
Dado que f;i“ U = fOl(al, ) — fD(a]) =0, e faajm qn,j+1 = 0 por la definicién de g, i, se tiene que

a’
i+1
/j Enji1=0. (4.10)
a;

En particular se tiene que En’j(ag) =0, para todo 1 <1i <mj, 0 < j <k, yaque En,j(a{) =0.
Las igualdades (4.6), (4.9) y (4.10) permiten deducir ff Enkgf =0, paratodo 1 <i<m;, 0< 5 <k,
y entonces los coeficientes {cl,...,c5} también son la tnica solucién del sistema de ecuaciones lineales

S

5 B .
ZC?/ pwkhmng/(pn—f(k))gi, Vi<i<mg 0<j<k.

m=1

Como los términos independientes de este sistema verifican

3 ‘ B
_ (k)Y _ f(k) N
/Q(pn f )gz Pn— f HLOO(wk)/a we 0,

cuando n tiende a infinito, y la matriz de coeficientes es independiente de n, la regla de Kramer permite

n - <J"
o= I oy S 1192

(k) ‘

Lo ([a,]) ‘

] |- |

<]

deducir que lim,,_, c))' =0, para todo 1 < m < s. Por consiguiente,

< Hf(k) — Dn

) _ ‘
”En,kHLoo(wk) Hf QTL,k Loo(wk

Lo (wy,

yt D 1 IPwy | ooy — 05 (4.11)
m=1

cuando n tiende a infinito. Por tanto, {g,x}» converge a f*) en L>(v;). Veamos ahora que {g,o}n
converge a f en W5 (vg, ..., v).

Probemos ahora que

| En,;j

Lo (v;) < Cj HEn,j+1‘|Loo(Uj+1) ) VO<j<k.

Esta desigualdad y (4.11) dan que {gy 0}n converge a f en W*°(vg, ..., vy), concluyendo la demostracién
del teorema.

Asumamos en primer lugar que w; ¢ L*([a,f]). Elijamos una particién de [o, 3] mediante m;
intervalos compactos HY e ,H%L ;» tales que ag sélo pertenece a H 1] , para 1 < i < mj. Las hip6tesis (i),
(1) y (4ii") garantizan que v;(z)] faxz 1/vjp1| < cjl enc.t. r € Hl.j, para todo 1 <i < m.

Siw; € L*™([a, f]), definimos H{ = [, f] (recordemos que a{ := «). Lahipétesis (') y w; € L= ([e, 0])
también garantizan que v;(x)| f;}l 1/vjp1| < c} enc.t. x € Hf

Por tanto, independientemente de si w; estd acotado o no, el lema 3.2.1 implica que

HEMJ’HLoo(HZJ’Uj) < chEmj-l-lHLoo(Hg’ij)a
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ya que E, j(al) = 0 para todo 1 < i < m;. Entonces

| B,

ro(y) < G 1 Bnjrill oo,y VOST <Kk

Esto termina la prueba.

|
4.2.2 Aproximacion por funciones suaves.
Comenzaremos con dos definiciones.
DEFINICION 4.2.2 Diremos que un peso vectorialw = (wo, . .., wy) en [a,b] es de tipo 1 si1/wy, € L'([a,b])
Y wo, ..., wk—1 € L>®([a,b]).
DEFINICION 4.2.3 Diremos que un peso vectorial w = (wy, . ..,wy) en [a,b] es de tipo 2 si existen nimeros

reales a < a1 < as < az < aq < b tales que
1. 1wy € LY([a1,a4]), y wo, ..., wr_1 € L*=([a,b]),
2. sia < ay, entonces wj es comparable con un peso no decreciente y finito en [a, as], para 0 < j <k,

3. siay < b, entonces w; es comparable con un peso no creciente y finito en [as,b], para 0 < j < k.

Observe que los pesos de tipo 1 también son de tipo 2.
En los teoremas siguientes mostraremos resultados que describen la clausura de las funciones suaves

en espacios de Sobolev con pesos de tipo 1 y 2 en intervalos compactos.

TEOREMA 4.2.2 Consideremos un peso vectorial w = (wo,...,wy) de tipo 1 en un intervalo compacto
I = [a,b]. Entonces la clausura de P N W*®(I w), C®(R) N Wk>(I,w) y C*(R) N Wk>(I,w) en

Wk(I,w) es, respectivamente,

Hio = {feWr=(Lw): fO ePAL(Tw) "™},
Hy = {fewrS(rw): /O e R n I Lw) ")
Hy = {feWt=(Iu): /¥ e Chn =L ug" "}

OBSERVACION 4.2.3
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1. Observe que el teorema 4.2.2 caracteriza la clausura de C*(R) "W, (I w), C®(R) N Wk°(T w)
y PAWEX(I,w) en WE(I,w), en términos del problema similar de aprovimacion en L>=(I,wy,).
FEste problema estd completamente solucionado para la clausura de C(R)NL*® (I, wy) y PNL* (1, wy)
por los teoremas 2.2.1 y 2.2.2 del capitulo 2. El teorema 2.2.3 del capitulo 2 también caracteriza la

clausura de C*(R) N L>°(1,wy), para muchos pesos wy,.

2. Siwy, € L®(I), entonces la clausura de C*(R), P y C®(R) es la misma. Esto es un consecuencia
de la prueba de Bernstein para el teorema de Weierstrass (ver por ejemplo [8], p.113), dado que los

polinomios de Bernstein convergen uniformemente hasta la k-ésima derivada para cualquier funcion

en CK(I).
Demostracion.
. Wk (I w) . .
Primero probaremos que Hiy = C*(R) N Wkoo (T, w) . La inclusién
Wk (I w)
Ck(R) N Whee(I,w) C Hyo

es inmediata. Consideremos ahora una funcién f € Hjo, y veamos que puede ser aproximada por
funciones en C*(R) N W (I, w) con la norma de W (I, w).

Dada g € C(R) una funcién que aproxima a f*) en norma L>°(I,w;). Consideremos la funcién

T — t)k‘fl

h(m)::' 79 (a) i +/$g(t)((k_1)!dt.

Tenemos que

F9(2) — b () :/m (f(k)(t)—g(t)> Mdt, para j=0,...,k— 1.

(k—37—1)!
De donde
| ' . o — t|k—i-1
9 () — h(])(x)‘ < /a FE ) — g(t) ¢ _Z! _31)! dt
wk(t)

F® @) - g(t)

b
§C1/
a

para j =0,...,k — 1, pues 1/wy, € L*(I).

dt < er||1/wrll g Hf(k) B gH

wi(t) Loo(Lwy)

Consecuentemente,

1f = Pllwk.oo (1) < c2 Hf(k) - QH con h € CF(R).

Lo (Tawy)
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En los otros casos la prueba es similar. Observe que la naturaleza de la funcién h depende de la
eleccién de la funcién g, es decir, si g € C°(R) (respectivamente, g € P) aproxima a f en L*(I,wy),
entonces h € C*°(R) (respectivamente, h € P).

|

Cortar y pegar funciones es un método muy tutil para descomponer funciones en otras mas simples.
Para hacer esto las particiones de la unidad se vuelven herramientas naturales. Los siguientes resultados
garantizan que este instrumento técnico preserva el espacio de Sobolev. Establecer este resultado de
manera independiente y abstracta nos permitird simplificar las pruebas de los teoremas 4.2.3, 4.2.4 y

4.2.6.

PROPOSICION 4.2.1 Consideremos un peso vectorial w = (wo, ..., wy). Asumamos que K es una union
finita de intervalos compactos Ju, ..., Jn y que para cualquier Jp, existe un entero 0 < ky, < k verificando

1/wy,, € LY (Jm), sikn >0, yw; =0 en c.t.p. de Jp, para ky, < j <k, si kpy, < k.

(a) Siwi,...,w, € L®(K), entonces fg € W*®(w) para cualquier f € W™ (w) y g € CF(R) con

suppg’ C K.

(b) Si ademds wy, es admisible en Jp, y f*m) pertenece a la clausura de C(Jp) N L®(Jm,wy,,) en
L2 (T, wr,, ) para algin 1 < m < n, entonces (fg)V) pertenece a la clausura de C(Jp)NL™® (T, w;)

en L™ (Jm,wj) para cualquier 0 < j < ky,.

Demostracion.

Fijemos f € Wk (w) y g € C¥(R) con suppg’ C K.

Primero, mostraremos que fg pertenece a Wk’oo(w). Es claro que fg pertenece a L (wy), ya que
g € L*®(R): fg es constante en cada componente conexa de R\ K y estd acotada en el conjunto compacto
K. El mismo argumento permite deducir que fg pertenece a Wk’OO(I ,w) para cada componente conexa
I de R\ K. Entonces sélo necesitamos probar que fg pertenece a Wk’OO(Jm, w) para cada m. Si k,, =0,
tenemos el resultado, ya que W5 (J,,, w) = L>®(Jy,, wo).

Fijemos ahora m con ky,,, > 0. Entonces 1/wy,, € L'(J), y w; =0 en c.t.p. de J,, para k,, < j <k,
si ky < k. Ya que f € WF(J,,,w) = WFn®(J, wo, ..., wg, ), la definicién de espacio de Sobolev con
peso permite concluir que f y fg pertenecen a C*»~1(.J,,). Consecuentemente, para cada 0 < j < ky,,
tenemos que (f g)(j) es la suma de una funcién continua y fU)g en J,,. Entonces, concluimos que (f g)(j )

pertenece a L™ (Jp,, w;), ya que wj, g € L>(J,,). Esto finaliza la prueba de (a).
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Asumamos ahora que wy, es admisible en .J,,, y f*m) pertenece a la clausura de C(J,,,) VL (Jp, wy,, )
en L®(Jy,,wy,,) para algin 1 < m < n. Probaremos ahora que (fg)U) pertenece a la clausura de
C(Jm) N L* (I, w;) en L>®(Jy,, w;) para cualquier 0 < j < ky,.

El resultado es directo si k,,, = 0, usando el teorema 2.2.1. Fijemos ahora m con k,, > 0.

Como hemos visto, (fg)) es continua en J,, si 0 < j < ky,. También tenemos que (fg)*#m) es la suma
de una funcién continua y f*n)g en .J,,. Usando el teorema 2.2.1, es facil chequear que (f g)(km) verifica
las propiedades que garantizan que pertenece a la clausura de C(J,,) N L (Jp, wg,, ) en L (Jp,, wy, ):
las propiedades de continuidad se cumplen directamente, y los limites son 0 ya que wy,, ,g € L>®(Jp).
Esto finaliza la prueba.

TEOREMA 4.2.3 Consideremos un peso vectorial w = (wy, ..., wx) de tipo 2 en un intervalo compacto

I = [a,b], con wy, admisible. Entonces la clausura de C*(R) N W, (I w) en WF>(I,w) es

Lo (Iw;j)

Hys = {fGWk’OO(I,w):f(j)GC(I)ﬂLOO(I,wj) pamOSjSk}.

Demostracion.

Es claro que la clausura de C*(R) N W*(I,w) en W¥>(I,w) estd contenida en Hjs. Consid-
eremos ahora una funciéon f € His; nos gustaria ver que puede ser aproximada por funciones en
Ck(R) N WH°(I,w) con la norma de W (I, w).

Consideremos una particién de la unidad {1, 12,93} C C2°(R) en I que satisfaga: 11 + 92 + 13 =1 en I,
(1

para algun 6 > 0. Consideremos también las funciones f; = fi; parai =1,2,3. Sia=a; y as < b (0

aa] = L ¥2lan] = 1 ¥3ljag,a5) = 1, supp 1 C [a, ag—0], supptpa C [az+0,b], supp s C [a1+6, as—0],

ay = by a < ap), consideramos una particién de la unidad con sélo dos funciones. Si a = aj y aq = b,
entonces w es un peso de tipo 1 en I, y podemos aplicar el teorema 4.2.2. Entonces sélo consideraremos
el caso a < a1 y aq < b, ya que los otros casos son mas féciles.

Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que w; es un peso finito no decreciente en [a, as], y un
peso finito no creciente en [as, b], para 0 < j < k.

Observe que cada f; pertenece a W (I, w) por la proposicién 4.2.1, ya que 1/wy € L'([ay,a4)),
supp ¢} C [a1, a2] U [as, a4], y wi, ..., wr € L®([a1,a2] U [as, a4]), porque los pesos w; son monétonos.

Ya que wy, es admisible y f*) pertenece a la clausura de C([ay1, az]U[as, ag]) N L®([a1, az]U[as, as], wy,)
en L>®([a1, as]U[as, a4], wy), entonces la proposicién 4.2.1 también implica que fi(j ) pertenece a la clausura

de C([a1,a2] U [as, as]) N L*=([a1, az] U [as, as], w;) en L*([a1, az] U [as, as], w;) para cualquier 0 < j < k.
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Observemos que fi(j ) es igual a fU) o0 a 0 en cada intervalo [a,a1], a2, as], [as,b], para cualquier
0 < j < k. Entonces el corolario 2.2.2 permite deducir que fi(j ) pertenece a la clausura de C(I)NL>* (1, w;)
en L*°(I,w;) para cualquier 0 < j < k.

Es suficiente mostrar que cada f; puede ser aproximada en Wk’w(f ,w) por funciones que pertenezcan
a CF(I), yaque f = fi+ fa+ fz en I.

(1) Aproximacién de f.

Fijado 0 < j < k, consideremos las funciones gy(z) := fl(j)(:c + A) con 0 < A < 4. Es claro que gy
también pertenece a L°°([a, b], w;), ya que wj](4,q,) s no decreciente para 0 < j < k'y supp fl(j) C [a,as — 9].

Ahora, mostraremos que gy tiende a fl(j ) en L>(I,wj) cuando A — 0. Necesitamos estimar

I =17 =g — 085Uy (a0 [F7 (@) — ga(@)| w; (@),

ya que fl(j)(x) =gy(z)=0paraxz >asy 0 <\ <.
Definimos o := max{x € [a,b] : w;(t) =0 para casi todo t € [a,z]}.
Si aj > ag, obtenemos J(A) = 0. Trataremos ahora con el caso o < as.
El teorema 2.2.1 garantiza que fU) € C((«;,az]) y entonces fl(j) € C((a;,b]).

Asumamos que lim, |+ w;(x) > 0. Por lo tanto, el teorema 2.2.1 implica que fl(j) € C([aj,b]) y conse-
J

cuentemente limy_,o+ J(A) = 0, ya que fl(j) es uniformemente continua en C([ovj, b]) y w; < w;j(a2)X(a;,as)
en [a,az]. Sino tenemos limxﬂa;r w;j(z) > 0, entonces limxﬂaj wj(z) = 0, ya que w; es un peso no
decreciente en [a, az].

Ya que fl(j) pertenece a la clausura de C'(1)NL>® (1, w;) en L>=(1, w;) y limm_ﬂ;r wj(z) = 0, el corolario
2.2.1 implica que ess limlHO[;r fj)(x)wj (x) = 0. De hecho, podemos deducir que limmﬂaj fl(j)(a:)wj(x) =

0, ya que w; es un peso finito no decreciente en [a,as] y fl(j ) € C((a;,b]). Consecuentemente existe

0 < 01 <6 tal que ‘fl(j)(x)‘ wj(z) < e/3, siempre que x € (o, a; + 241]. Entonces
17(@) = ga(@) |y (@) < |17 @)y (@) = gr(@)ws (o +2)| + lga@)w; (0 4+ 2) = ga(@)wy(@)] < e

para cualquier z € (o, a; + 1] y 0 < X < 41, ya que

1 @ws() — gr @y e+ )| < | @) wy() + o)y +3) < =

i

ga(@)wj(z + A) — ga(w)w;(2)] < |ga(z)|wj(z +A) <

Wl m

porque el peso w; es no decreciente.
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Usando la continuidad uniforme de fl(j ) en [a; + d1, az], tenemos que existe 0 < dy < d; tal que

19(@) = ga(@)] (@) < wyla2) |17 () — ()| < =,

para cualquier z € [oj + 01, ag] si 0 < A < dg; es decir, J(N) = Hfl(j) — gAH <
Leo([aj,az2],w;)

Entonces, es suficiente aproximar (fi)x(z) := fi(z + \) en W"*(I,w) para A > 0 suficientemente
pequeno.

Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que a = min; o, ya que en otro caso podemos considerar
el intervalo [min; «j,b] en vez de [a,b]. Entonces, f es continua en (a,as] y, consecuentemente, fi es
continua en (a, b].

Sea {¢;}+>0 una aproximacién de la identidad usual: ¢;(z) = t~1¢(t~'z) para todo z € R,t > 0,
con ¢ € C((—1,1)) verificando ¢ > 0 e [¢ = 1. Tomemos u; la convolucion us := (f1)x * ¢, con
0 <t<\/2<d/2. Entonces u; € C*(I), ya que (f1)x € C(la — A\/2,b]) € L*([a — A/2,b]). Usaremos
gj)

1)x en vez de f por esta buena propiedad. Definimos vy := u;”’ = gy * ¢+ para algin 0 < j < k fijado.
p prop g p g J ]

Sélo necesitamos chequear que v; se aproxima a gy en L>(I,w;) cuando ¢ — 0. Pero

lve — gall oo (1,w,) = €SSSUP,er
J

/tt 9@ —y)oe(y) dy — /_tt g (@) (y) dy’ w;(x)

t
< / 095U lga(z —y) — ga(@)| wj(z)Pe(y) dy

. . t
< sup {esssupue [£7@) = ar(o = ) [y 0) + esssupse [ 10) = @) (@)} [ oty

ly|<t
= sup{JA—y)+JN)} <2 sup J(s),
ly|<t 0<s<2A

y este tltimo término tiende a cero ya que J(A) — 0 cuando A — 0. Por lo tanto, dado € > 0, existe
una funcién fi . € C°(I) tal que || f1 — fl’e“Wk,oo(Lw) <e.

(2) Aproximacién de fo.

Obtenemos el resultado aplicando un argumento simétrico al empleado en (1).

(3) Aproximacién de f3.

Es una consecuencia del teorema 4.2.2:

Definimos wj, := Wk + X{a,a;+6]U[as—s5] ¥ W* = (Wo, . - -, wg—1,w}); ya que 1/wy € LY(I), tenemos que
w* es un peso de tipo 1 en I. Observemos que f3 € W (I, w*), ya que supp f3 C [a1+6,as—5]. Podemos
deducir que wj es admisible, ya que S(wy) C S(wy) N [a1 + 0, a4 — 0] C S(wy). Entonces fék) pertenece
a la clausura de C'(1) N L (wy) en L (wj) por el corolario 2.2.2: hemos visto que fék) pertenece a la
clausura de C'([a1 46, ag —0]) N L*°([a1 46, ag — 0], wy) en L>([ay 49, a4 — 6], w}) = L>([a1+0, as — 5], wy),
y fg(k) =0en [a,a1 + 6] U [ag — 9, b].
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Por lo tanto, el teorema 4.2.2 implica que f3 puede ser aproximada por funciones en C*(R) N W (I, w*)
con la norma de W¥*°°(I, w*). Por lo tanto, f3 puede ser aproximada por funciones en C*(R)NW* (T, w)
con la norma de Wk’oo(f, w), ya que w; < w;f para cualquier 0 < 5 < k.

|
El préximo resultado permite tratar con pesos que pueden obtenerse “pegando” otros pesos mas

simples.

TEOREMA 4.2.4 Consideremos sucesiones de niumeros reales estrictamente crecientes {an}, {bn} (n
perteneciente a un conjunto finito, a Z, " 6 Z~) con by_1 < ani1 < bp para cualquier n. Sea
w = (wo,...,wg) un peso vectorial en el intervalo I := Uplan,by], con wy admisible. Asumamos que
para cada n eziste un intervalo I, C [any1,bn] con wi,...,w, € L*(I,). Asumamos también que

para cada n tenemos que w es de tipo 1 en [an,by]|, 6 1/wr € L>®([an,by]). Entonces la clausura de

CF(I) NWHk(I,w) en WE(I,w) es

Hy = {f e Whe(1,w): f® e O(I) N L>=(1, wk)LOO(I’“”“)} ,

OBSERVACION 4.2.4 La hipétesis “l/wy, € L ([an,bn])” es mds fuerte que “1/wy € L'([an,bn])”; sin
embargo, aqui no necesitamos la hipdtesis “wy, ..., wx—1 € L*([an,by])” que se requiere para pesos de

tipo 1.

Demostracion.

Probaremos la implicaciéon no trivial. Consideremos f € Hi4. Fijemos una particion de la unidad
{0 }n CC®(R) con0<6,<1lenR,0,=1entre I,_1 eI, y0,=0en el complemento de la capsula
convexa de I,_1 U I,; por lo tanto, el soporte de 6/, estd contenido en I,,_1 U I,,. Es claro que si 0, f
puede ser aproximada por funciones en C¥([ay,, b,]) "W ([a,, b,], w) en la norma de W5 ([ay,, by, w),
entonces f puede ser aproximada por funciones en C*(I) N W% (I, w) en la norma de W+ (I, w). Se
verifica este hecho ya que el soporte de las funciones aproximantes en Wk’oo([an, bn], w) estéd contenido
en [an, by].

Observemos primero que cada 6, f pertenece a W*°°(I,w) por la proposicién 4.2.1, ya que
suppt, C I,_1 UL, 1w, € L*(I,_1U1L,), y wy,...,wx € L®(I,,_1 UL,).

Como wy, es admisible y f*) pertenece a la clausura de C(I) N L (I, wy) en L>(I,wy,), entonces la
proposicién 4.2.1 y el corolario 2.2.2 implican que (8, f)*) pertenece a la clausura de C([an, by]) N L ([an, by, wy)

en L([an, by], wi).
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Fijemos n con 1/wy € L*>([an,by]). Entonces, no existe ninguna singularidad de wy en I,,; conse-
cuentemente, f*) € C([an,b,]) por el teorema 2.2.1, y por lo tanto f,60,f € C*([an, by]).

Por tanto, sélo necesitamos probar que 6,,f puede ser aproximada por funciones en
C*([an, ba)) N W ([ay, by], w) en la norma de W ([a,, b,], w), si w es de tipo 1 en [ay, by].

Ya que (6, f)* pertenece a la clausura de C([an, bp]) N L ([an, bp], wi) en L ([an, by], w), podemos
considerar una sucesién {f;}; € C([an, bn]) VL ([an, by], wy,) convergiendo a (6, f)*) en L ([an, bn], wi).

Observemos que el conjunto R(wy) es denso en I, ya que wy es admisible y wy, € L*°(I,). Por lo
tanto, sin pérdida de generalidad, podemos asumir que U,0I, C R(wg), ya que en otro caso podemos
tomar un subintervalo de I,,. Entonces, el teorema 2.2.1 implica que (0, f )(k) es continua en algin entorno
abierto de «, y de f3,,, donde [ay,, 3,] es la capsula convexa de I,_1 U I, (recordemos que R(wy) es un
conjunto abierto). Consecuentemente, (6, f )(k) es continua en algun entorno abierto de a,, y de b,, ya que
supp (0n f)® C [an, Bn] C [an, bn]. La observacién 2 del teorema 2.2.1 permite deducir que las funciones
aproximantes {f;}; pueden ser elegidas tales que f; = (A,f)*) en algtin entorno abierto de a, y de b,.
Por tanto, podemos asumir que f; = (0,f)*) =0 en (=00, a,] U [by, o0).

Elegimos una funcién py € C.(I,,) tal que pg > 0y () # supppo = [a, 8] C I,. Ya que wy € L*™(1,),

deducimos que pg € L*(wy). Definimos

v = fi = ¢lpoh1 — -+ — ¢ pohu
donde las funciones h, ..., hi, y las constantes cll, . ,cf, son elegidas como sigue: Si g;(t) := (b, — )1
para 1 <17 < k, el lema 4.2.1 garantiza que existen polinomios h1, ..., h, tales que el determinante de la
matriz de coeficientes del siguiente sistema lineal sobre {¢]" }1<m<k es no nulo:
k s bn
> Cﬁn/ pogilim = figi, V1<i<k. (4.12)
m=1 @ an

Por tanto, podemos calcular {¢]" }1<m<) verificando este sitema lineal usando, la regla de Kramer. Con-
sideremos las funciones {v;}; con esta eleccién de hi,..., hg, y cll, e cé“. Es claro que
{ui}i € Ce([an, bp]) N L ([an, by, wk), ya que py € Ce([an, by]) N L¥([an, by], wi).

Por lo tanto, f;’: v1g; = 0 para todo 1 < i < k, ya que supppo = [«, 5] C I, C [an, by]. Definimos

xr — t)k*l

Vi(z) := /(: Ul(t)((k—l)! dt .

(j)(an) =0, para todo 0 < j < k, ya que Vl(k)(an) = v;(ay) = 0. Obtenemos

Es claro que V

. bn b, —t k—j—1
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Consecuentemente, tenemos que W(j)(bn) = 0, para todo 0 < j < k, ya que Vl(k)(bn) = v(b,) = 0.
Entonces concluimos que V; € C*([an, b,]). También tenemos que (6, )9 (an) = (6,f)9) (b,) = 0, para
todo 0 < j < k, ya que 0, f € C¥~1([an, b,]). Por tanto,

(by, — t)F—I—1

bn
(0 ) (bn) = / (0.1 P(1)

y por lo tanto, f (0 f)F g; = 0 para todo 1 <i < k.
Para ver que V; converge a 6, f en W*>([a,,b,],w), probaremos primero que v; converge a 6, f en

L>®([an, by), wi) v en L([an,by]). Tenemos que

bn
L (fansbnl) /

cuando [ tiende a infinito. Ya que f; converge a (6,,f)*) en L'([ay,b,]), deducimos que los términos

|@5)® = 5]

0O~ 8 2 < 0™ i, o,

n Wk

de la derecha del sistema lineal (4.12) tienden a cero cuando [ tiende a infinito. Ya que la matriz de
coeficientes de (4.12) no depende de [, este hecho implica que lim;_ ¢/* = 0, para todo 1 < m < k.
Consecuentemente, v; converge a (6, f)*) en L*®([an,b,],wy). El argumento estandar muestra que v
también converge a (6, f)*) en L'([ay, b,]).

Entonces, para cualquier 0 < j < k'y = € [an, by], deducimos

)@ V@] = | [ ((enf)(k)(t)—vz(t)>Wdt‘

(k—j—1)
br, k—j—1
_ t| —J=
< k) ’ |z dt
- /an (6nf) k—j—1)
< B, f)) — ’ < H (0 f)®) — H .
< 1 ‘( nf) (% Ll ([anba]) — C2 nf U 5% ([an,bn]w8)
Ya que wy,...,wi—1 € L>®([an, by]), este hecho finaliza la prueba.
|
Podemos deducir la siguiente consecuencia.
TEOREMA 4.2.5 Consideremos un peso vectorial w = (wo, ..., wy) en el intervalo I, con w € LS .(I),

1/wy, € Li, (I) y wg admisible. Entonces la clausura de C*(I) N W (I, w) en Wk (I,w) es

Hiy = {few">(Lw): {0 ecni=Luw) "™}

Demostracion.
Este teorema es una consecuencia directa del teorema 4.2.4. Es suficiente escribir I como unién de

intervalos compactos [a,, b, (n perteneciente a un conjunto finito, a Z, Z* 6 Z~), con
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bp—1 < any1 < by, para todo n. Tenemos que w es de tipo 1 en cada [an, by, ya que w € L*([an,by]) ¥y
1/wy € L*([an,by]) para todo n. Si elegimos I,, := [an+1, by), entonces podemos aplicar el teorema 4.2.4.

4.2.3 Resultados técnicos adicionales.

En esta seccién recogemos algunos resultados complementarios que necesitan mayores requisitos
técnicos. Referimos a [35] para las definiciones precisas que necesitaremos; no explicamos estas defini-
ciones de manera completamente rigurosa ya que ello requeriria varias paginas llenas de detalles técnicos,
y los resultados en esta seccién no son los teoremas centrales de este trabajo. Sin embargo, presentamos
aqui una explicacién heuristica de los conceptos mas importantes que necesitaremos.

Un punto a € I es m-regular por la derecha (respectivamente, por la izquierda) si cualquier funcién f
en Wk (I, w) verifica que f™ es absolutamente continua en un entorno a la derecha (respectivamente, a
la izquierda) de a (esto puede garantizarse por el uso iterado de la desigualdad de Muckenhoupt (ver lema
3.2.1)). Un punto es m-regular si es m-regular por la derecha y m-regular por la izquierda. Denotemos
por Q™ el conjunto de puntos (o semi-puntos) m-regulares. (Si [a,b] C Q™ entonces ™ € AC([a,b])
para cualquier funcién f € W5(I,w).) Es claro que Q41 U---UQ, € QU (ver la definicién de Q;
antes del comienzo de la seccién 4.2.1).

Denotamos por K(I,w) el conjunto de funciones f en W (I,w) con [ fllw.oo (1) = 0. Es conve-

Iw
niente que K(I,w) = {0}, pero existen pesos vectoriales, como (wp,w1) = (0,1), que no satisfacen esta
propiedad. La condicién (I, w) € Cp es un requerimiento técnico un poco mas fuerte que K(I,w) = {0};
es satisfecha si, por ejemplo, K(I,w) = {0} y Q@ \ (Q; U---UQ,) tiene sélo un nimero finito de puntos

en cada componente conexa de Q) (ver la observacién 1 a la definicién 3.10 en [35], o la prueba de [33],

teorema 4.3). Esta es una condicién débil, ya que Q41 U---UQ, C Q) C Qi U---UQy, (ver la
observacion antes de la definicién 3.7 en [35] o la observacién antes de la definicién 7 en [33]).
Si (I,wp,...,wg) € Cyy J es un intervalo compacto contenido en Q=1 tenemos que existe una

constante ¢ = ¢(J, wp,, . .., wy) con

15 sy < eI i )

para cualquier f € W*="%°(I, w,,,...,w;) que sea aproximable por funciones en
Ck=m(1) N Wk=m(] awyy,, ..., wy,) con la norma de WF="(T wy,, ..., wy) (ver corolario B en [35] o
corolario 4.3 en [33]). De hecho, dichos corolarios tienen un enunciado més fuerte que lo que acabamos

de exponer, pero esto resultara suficiente para las aplicaciones que desarrollaremos en esta seccion.
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Necesitamos ahora una definicién mas especifica.

DEFINICION 4.2.4 Diremos que un peso vectorial w = (wy, ..., wy) en [a,b] es de tipo 3 si existen nimeros

reales a < a1 < as < az < ag < b y enteros ki, ko > 0 tales que
1. 1/wy € LY([a1,a4]), y wo, ..., wp_1 € L=([a,b]),

2. sia < ay, entonces w; es comparable con un peso finito no decreciente en [a,as], para ki < j <k,

y a es (k1 — 1)-regular por la derecha si k1 > 0,

3. siag < b, entonces w; es comparable con un peso finito no creciente en |as,b], para ke < j <k, y

b es (ko — 1)-regular por la izquierda si ko > 0.
Observe que los pesos de tipo 1 6 2 también son de tipo 3.

TEOREMA 4.2.6 Consideremos un peso vectorial w = (wy, ..., wk) de tipo 3 en un intervalo compacto

I = [a,b], con wy, admisible. Entonces la clausura de C*(R) N W, (I, w) en WF>(I,w) es

L0 (Iwj)

Hy = {fe Wk (I, w): fU) e C(I) N L>(1,wj) para 0 < j < k} .

Demostracion.

Consideremos f € Hig y fi = fi; para i = 1,2,3, como en la prueba del teorema 4.2.3. Es sufi-
ciente mostrar que cada f; puede ser aproximada por funciones en C*(R) N W*° (I, w) con la norma de
Wheo (I, w).

(1) Aproximacién de f.

Si k1 = 0, podemos aproximar f; como en el caso de los pesos de tipo 2. Asumamos ahora que k; > 0.

Definimos w; := wj + X[ap5) Para 0 < j < k, y w := (wo, W1, ..., W), que también es un peso de
tipo 3. Entonces f; pertenece a Wk"x’(I ,W), ya que fi = 0 en [ag,b]. Es obvio que es mds complicado
aproximar f; en W»™ (I @) que en W*(I,w). Observemos que K(I,wg,,...,w;) = {0}. Tenemos
que [a,aq] C supp Wi, U -+ Usuppwg, ya que w; es comparable con un peso finito no decreciente en
[a,as], para k1 < j < k, y a es (k1 — 1)-regular por la derecha. Entonces concluimos que (a,b] C
Qp, U---U Q. Esto implica que (a,b] € Q%11 = [a,b] = I, ya que a es (k; — 1)-regular por la derecha;
consecuentemente, QF1=D\ (Q U---U Q) C {a}. Este hecho y K(I,wy,,...,w,) = {0} permiten
deducir que (I, W, ..., w) € Cp.

Por lo tanto, sin pérdida de generalidad podemos asumir que (I, wg,,...,wy) € Cy para aproximar

f1 por funciones en Ck(I ).
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Por el teorema 4.2.3, es posible aproximar fl(kl) por funciones en C*~%1 (R) con la norma de

Wkikl’oo(l,wkl, e wk).

Si g € C*F1(R) aproxima a fl(kl) en WF=k1.00(T qup. ... wy), podemos considerar la funcién
k1—1 j T ki—1
. _ _ t) 1
hiz) = (])aw—i—/ t(xidt,
0= Y @5 [0y
ya que existe fl(klfl)(a), porque a es (k; — 1)-regular por la derecha. Entonces tenemos

fl(j)(x) ~ hU)(z) = /gﬁ ( l(kl)(t) _ g(t)) m dt, para 0<j <k .

Ahora, por el corolario B en [35], tenemos para 0 < j < kq,

@ 1 < (k1) < (k1) _
Hf1 h HLOO(I) =€ Hf1 g’ L)~ ¢ Hf gHW’cklm(I,wkl,...,wk) ’
ya que (I, wg,,...,w) € Co e I =QF~1_ Por tanto, tenemos para 0 < j < ki,
0], <o
Hfl Loo(Iwj) — ! g WE=k100 (g owy)

ya que wy, ..., wg,—1 € L>®(I).

(2) Aproximacion de fo.

Usamos la misma prueba con la simetria apropiada.

(3) Aproximacion de fs.

Procedemos como en la prueba del teorema 4.2.3.

Esto finaliza la prueba del teorema 4.2.6.

|

Las ideas en la prueba del teorema 4.2.6 pueden ser generalizadas para obtener el siguiente resultado,

el cual es muy 1til, ya que en el capitulo anterior se han expuesto teoremas que caracterizan la clausura

de C*(R) en W (I, wq,wy), para pesos wg,w; muy generales.

TEOREMA 4.2.7 Consideremos un peso vectorial w = (wo, ..., wy) en un intervalo compacto I = [a,b],
verificando I = Q=1 ywg, ..., wpm_1 € L®(I), para algin 0 < m < k. Supongamos que (I,wy,, ..., w;) € Co.
Si la clausura de C*F=™(R) N WHF=°(I wy,, ..., wy) en WF®(I w,,,...,wp) es H, entonces la

clausura de C*(R) N W (I, w) en WE(I,w) es

Hy7 = {f e Wk (I, w): fm GH} :
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Demostracion.
Si g € CF~™(R) aproxima a f(™) en W*="%°(I w,,, ..., w;), podemos considerar la funcién
m—1
(x —a)’ r x —t)m1
@ [,
= ! a (m—1)!

ya que existe f(m_l)(a), porque a € I = Q=1 Tenemos que

FO () — B9 (2) = /a ’ (f(m) (t) — g(t)) M

Ahora, por el corolario B en [35], tenemos para 0 < j < m,

_ t)m,j,1
dt, para 0<j<m.

R R | A A
Hf Loo(1) scl|lf g Ll(I) 7" =g Wh=m.%0 (T ... wi)
ya que I = QU Y e (I, wy,,...,w;) € Cy. Por lo tanto, tenemos para 0 < j < m,
My Sl =] ,
Hf Lo (I,wj) ¢ f —9 Whk=m,00 ([ awp,...;wy,)

ya que wp, ..., wn—1 € L>¥(I).
|
Finalmente, debemos decir que los resultados de este capitulo son més valiosos gracias al siguiente
teorema. Este teorema permite tratar con pesos que pueden obtenerse “pegando” otros pesos mas
simples. Por consiguiente, pueden usarse los teoremas de este capitulo junto con los resultados en el

capitulo anterior y en [35].

TEOREMA 4.2.8 ([35], Theorem 5.2).

Consideremos sucesiones de numeros reales estrictamente crecientes {an}, {bn} (n pertenciente a un
congunto finito, a Z, " 6 7~ ) con any1 < b, para cualquier n. Sea w = (wo,...,wy) un peso vectorial
en el intervalo I := Uylay,b,]. Asumamos que para cada n existe un intervalo I, C |ap+1,bn] con
w € L¥(I,) e (In,w) € Co. Entonces f puede ser aprozimada por funciones de C*(I) en W*°(I,w) si
y sdlo puede ser aprozimada por funciones de C™®([an,by]) en W ([an, by], w) para cada n. El mismo

resultado es cierto si reemplazamos C*® por C* en ambos casos.



Capitulo 5

Conclusiones y recomendaciones.

En este ultimo capitulo mencionaremos los resultados fundamentales de nuestro trabajo y expon-
dremos problemas abiertos y futuras lineas de investigacién relativos a la Teoria de Aproximacion en

espacios de Sobolev.

5.1 Conclusiones.

Considerar normas con peso L (w) es interesante por dos razones: por un lado, con ellas obtenemos
un conjunto de funciones aproximables mas extenso (ya que las funciones en L*°(w) pueden tener singu-
laridades donde el peso tiende a cero); y, por otro lado, es posible encontrar funciones que aproximen a f
y cuyo comportamiento cualitativo sea similar al de f en aquellos puntos donde el peso tiende a infinito.

Podemos decir que los resultados més importantes de este trabajo permiten generalizar y mejorar
muchos de los resultados de aproximacién por funciones continuas, polinomios, funciones de clase C* o
funciones de clase C*° en [35], tanto para k = 0, k = 1 6 k arbitrario.

Las ideas y los métodos utilizados en este trabajo permiten continuar una linea fructifera de investi-

gacion. La siguiente seccion la dedicaremos a problemas abiertos y otros en vias de posible solucién.

5.2 Problemas abiertos y futuras lineas de investigacion.

Problema 1. Estudiar la localizacién de ceros de polinomios ortogonales de Sobolev en el caso en

que el operador de multiplicacién por la variable independiente no esté acotado.

93
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Problema 2. Consideremos el siguiente producto interno de Sobolev en el espacio de los polinomios

p,q)s = /p(w)q(m’)du(w) + A/10'(:16)(1'(96)61#(37) +77/(p/(33)Q(95) +p(a)d (x))dp(z),  (5.1)
con la condicién A — 7% > 0.

Este producto interno puede ser escrito en forma matricial como

<p7q>s=/(p v') b ") duta),

noA ¢
y es conocido como producto interno de Sobolev no diagonal. El caso 7 = 0 suele llamarse “caso diagonal”
y ha sido el mas estudiado.

Un problema interesante es entender la estructura de los espacios de Sobolev con un producto interno
de Sobolev no diagonal y estudiar la acotacién del operador multiplicacién por la variable independiente,
con el objetivo de localizar los ceros de los polinomios ortogonales con respecto al producto (5.1), para
asi determinar el comportamiento asintético de dichos polinomios.

Problema 3. La desigualdad de Bernstein dice que

Para cualquier polinomio trigonométrico S de grado < n,

max |S'(0)] <n max [S(0)].

—m<O6<mw —m<O6<mw

Por otra parte, la desigualdad de Markov establece que

Para cualquier polinomio P de grado < n,

max |P'(z)] <n? max |P(z)|.
—1<z<1 —1<z<1

Resultaria muy interesante encontrar condiciones para establecer desigualdades andlogas a las ante-
riores con la norma W1 (I, wg, w;) o con la norma W (I, w, ..., wy), para I intervalo compacto, es
decir, obtener desigualdades de Bernstein y Markov con pesos.

Problema 4. Investigar el espacio dual de W*P(wy, ..., wy), para 1 < p < oo.

Problema 5. Estudiar las propiedades algebraicas y analiticas de los polinomios ortogonales respecto

a productos internos de Sobolev del tipo

P a)s = /I p(@)q(x)dpa () + A /J P (@)d (@)dpa (),

donde los intervalos I y J son esencialmente distintos (por ejemplo, disjuntos).
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En [14] los autores usando métodos de Teoria del Potencial estudian la distribucién de los ceros de
los polinomios ortogonales con respecto al producto interno anterior bajo ciertas restricciones sobre los
soportes de las medidas 1 y po.

Finalmente, podemos mencionar un problema que nos llevaria a considerar el enfoque cuantitativo de
la Teoria de Aproximacion, el cual mencionamos al inicio de este trabajo.

Problema 6. ;Con qué tipo de norma Sobolev debe dotarse a un espacio de funciones para
obtener funciones polinomiales a trozos (splines) que sean “buenos” aproximantes desde el punto de
vista nimerico?

Hemos expuesto algunos problemas de la Teoria de Aproximacion en espacios de Sobolev que estan
actualmente en vias de estudio o como futuras lineas de investigaciéon. Sin embargo, como ya ha ocurrido
a lo largo de los ultimos anos, muy probablemente nuevos e interesantes aspectos de esta teoria surgiran

en un futuro proximo.
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