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EL TEOREMA DE WEIERSTRASS EN ESPACIOS DE SOBOLEV

CON PESO

Trabajo presentado ante la Ilustre Universi-

dad Central de Venezuela por la Msc. Yamilet

Quintana M., para optar al T́ıtulo de Doctor

en Ciencias Matemáticas.
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Resumen

En este trabajo, estudiamos problemas de aproximación al estilo del problema de aproximación

polinomial de Weierstrass.

• Caracterizamos el conjunto de funciones que pueden ser aproximadas por funciones continuas en

norma L∞(w), con respecto a casi cualquier peso w. Esta caracterización a su vez nos permite

describir el conjunto de funciones que pueden ser aproximadas por polinomios o funciones suaves

para un amplio rango de pesos w.

• Caracterizamos el conjunto de funciones que pueden ser aproximadas por funciones de clase C1 en

el espacio de Sobolev con peso W 1,∞(w0, w1), donde los pesos w0, w1 no están ni necesariamente

acotados ni necesariamente relacionados entre śı.

• Estudiamos el problema de aproximación por funciones de clase C∞ en W 1,∞(w0, w1).

• Haciendo uso de un juego diferente de ideas caracterizamos al conjunto de las funciones que pueden

ser aproximadas por polinomios en W 1,∞(w0, w1).

• Extendemos algunos de los resultados anteriores al problema de aproximación simultánea, con

derivadas débiles de orden superior a 1. De esta forma también encontramos caracterizaciones

para el conjunto de funciones que pueden ser aproximadas por funciones de clase Ck, C∞ o por

polinomios en el espacio de Sobolev con peso W k,∞(w0, . . . , wk).
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Introducción

Podemos abordar la Teoŕıa de Aproximación de funciones desde las dos corrientes que se encargan

de estudiarla: la corriente cualitativa y la corriente cuantitativa. La primera de éstas tiene como objetivo

encontrar las condiciones necesarias para poder aproximar -dada una noción de cercańıa sobre cierto

espacio X de funciones- y determinar las caracteŕısticas de la función aproximante. La segunda, en

cambio, se ocupa de encontrar un aproximante a distancia menor que una cota prefijada, dada la existencia

de la función aproximante.

Nosotros utilizaremos el enfoque cualitativo de la Teoŕıa de Aproximaxión de funciones para estudiar

ciertos espacios de funciones, con estructura métrica que involucre no sólo a las funciones, sino también a

sus derivadas hasta cierto orden. Tales espacios son originarios de la Teoŕıa de Ecuaciones en Derivadas

Parciales con valores en la frontera y son llamados Espacios de Sobolev con Peso.

Consideraremos normas que involucren las derivadas de una función hasta un cierto orden (normas

de Sobolev). De manera natural surge la noción de cercańıa entre puntos y la posibilidad de estudiar a

los subconjuntos de tales espacios en términos de la corriente cualitativa de la Teoŕıa de Aproximación

(ver [1]).

Particularmente, si el espacio de Sobolev X contiene al espacio de los polinomios P (o al menos a un

subconjunto de P), podemos preguntarnos cuál es el mayor conjunto de funciones en X que pueden ser

aproximadas por elementos de P en la métrica inducida por la norma de Sobolev.

Como un antecedente histórico de problemas similares al anterior tenemos el solucionado por Karl

Weierstrass (1815-1897): Si I es cualquier intervalo compacto, cuál es el mayor conjunto de funciones

en I aproximables por polinomios en la norma L∞(I), si identificamos, como es usual, funciones que

coinciden en casi todo punto.

La respuesta a esta pregunta es el espacio C(I) de todas las funciones continuas sobre I, y fue dada

por Weierstrass en 1885. En la actualidad, tal problema y su solución son conocidos como el teorema de

aproximación de Weierstrass.

1



INTRODUCCIÓN 2

Existen muchas extensiones y ramificaciones del teorema de aproximación de Weierstrass (algunas de

ellas serán mencionadas en el caṕıtulo siguiente (ver también [23])). Nosotros estudiaremos el problema

de aproximación polinomial, siempre y cuando tenga sentido plantearlo, con respecto a la norma Sobolev

W k,∞(w) definida por

‖f‖W k,∞(w) :=
k∑

j=0

‖f (j)‖L∞(wj), (1)

donde w = (w0, . . . , wk) es un peso vectorial que satisface ciertas propiedades, y

‖f‖L∞(wj) := ess sup|f(x)|wj(x). (2)

Observe que (2) no es la definición usual de la norma L∞ en el contexto de Teoŕıa de la me-

dida, aunque es la definición correcta cuando trabajamos con pesos (ver [4] y [9]). Note también que

W 0,∞(w) = L∞(w). Para k = 0, k = 1 y k arbitrario mejoramos los resultados presentados en [35].

El trabajo en su totalidad está constituido por cinco caṕıtulos que describiremos a continuación.

El caṕıtulo 1 está estructurado en tres secciones. La primera de éstas contiene algunos comentarios

sobre el teorema de aproximación de Weierstrass y las demostraciones del mismo hechas por Weierstrass

y Bernstein. La segunda sección está dedicada a una breve visión histórica de algunas extensiones de

dicho teorema y la tercera muestra algunos datos biográficos sobre Weierstrass.

El caṕıtulo 2 presenta el estudio del problema de aproximación en L∞(w). La sección 2.2 contiene un

resultado sobre aproximación por funciones continuas en norma L∞(w) para pesos admisibles, mientras

que la sección 2.3 está dedicada a la demostración de lemas de cubrimiento de tipo Besicovitch-Vitali

que son necesarios para la demostración del resultado más importante de este caṕıtulo, el teorema 2.2.1.

Todos los resultados presentados en este caṕıtulo aparecen en [30].

El caṕıtulo 3 empieza el estudio del problema de aproximación simultánea de la función y su derivada

de primer orden. Caracterizamos al conjunto de funciones que pueden ser aproximadas por funciones de

clase C1 en W 1,∞(w0, w1), donde los pesos w0, w1 no están ni necesariamente acotados ni necesariamente

relacionados entre śı. Esta caracterización dependerá de cierto valor asociado a cualquier punto singular

a de w1. Todos los resultados presentados en este caṕıtulo aparecen en [31].

En el mismo orden de ideas trabajamos en el caṕıtulo 4 con derivadas de orden k > 1. Los resultados

fundamentales de este caṕıtulo garantizan que una función f pertenece a la clausura de los polinomios

(o a la clausura de funciones suaves, respectivamente) en norma W k,∞(w0, . . . , wk), si y sólo si, f (j)

pertenece a la clausura de los polinomios (las funciones suaves, respectivamente) en L∞(wj), para todo
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0 ≤ j ≤ k. Todo el estudio hecho en este caṕıtulo aparece en [32].

Por último, en el caṕıtulo 5 se exponen las conclusiones y se plantean problemas que pueden conducir

a futuras ĺıneas de investigación. La tesis se completa con una bibliograf́ıa sobre Teoŕıa de Aproximación

y espacios de Sobolev, basada en art́ıculos y textos clásicos de indudable interés.

Cada uno de los caṕıtulos del trabajo se descompone en secciones. La numeración de cada resultado

(lema, proposición, teorema o corolario), de las definiciones, observaciones y ejemplos está de acuerdo

con la sección del texto donde se encuentra. Aśı, el lema 2.3.1 indica el primer resultado de la sección 3

del segundo caṕıtulo.



Caṕıtulo 1

El teorema de aproximación de

Weierstrass.

En este caṕıtulo se pretende dar una visión histórica de algunas generalizaciones del teorema de Karl

Weierstrass de aproximación uniforme de funciones continuas por polinomios sobre intervalos compactos

de la recta, desde su aparición en 1885 hasta el presente.

La primera de las tres secciones que lo componen contiene el enunciado del teorema y las pruebas

de K. Weierstrass y S. Bersntein. La segunda sección está dedicada a las extensiones y ramificaciones

del teorema de Weierstrass. Finalmente, la tercera sección entrega algunos datos biográficos sobre K.

Weierstrass.

1.1 Sobre el teorema de Karl Weierstrass.

Tal vez más que a ningún otro matemático, se debe a Karl Weierstrass (1815-1897) la tendencia

moderna hacia el rigor en el Análisis Matemático. Weierstrass formuló un hecho important́ısimo acerca

de las funciones continuas:

Teorema 1.1.1 (K. Weierstrass, 1885)

Sea f : [−1, 1] → R continua. Dado ε > 0 podemos encontrar un polinomio que satisface

|f(x)− p(x)| ≤ ε, ∀ x ∈ [−1, 1]. (1.1)

En otras palabras, el teorema 1.1.1 asegura la posibilidad de aproximación uniforme de funciones

continuas por polinomios sobre un intervalo compacto de la recta. La demostración del teorema 1.1.1

4
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hecha por Weierstrass será mostrada más adelante.

Dos art́ıculos de Runge publicados casi al mismo tiempo, dieron otra prueba del teorema (1.1.1),

pero desafortunamente, el teorema no se tituló teorema de Weierstrass-Runge. El impacto del teorema

de Weierstrass en el mundo de las Matemáticas fue inmediato. Hubo pruebas posteriores de famosos

matemáticos tales como Picard (1891), Volterra (1897), Lebesgue (1898), Mittag-Leffler (1900), Landau

(1908), de la Vallee Poussin (1912). Las demostraciones más comúnmente tomadas a nivel del pregrado en

Matemáticas actualmente son las de Fejér (1900) y Bernstein (1912) (ver [7]). Nosotros sólo mostraremos

la de Bernstein por ser la más fácil y elegante, aunque no es la demostración más simple.

1.1.1 Las demostraciones de Weierstrass y de Bernstein.

Demostración de Weierstrass.

Consideremos f̃ una extensión continua de f sobre R, tal que f̃ ≡ 0 en R \ [−2, 2]. Note que f̃ es

uniformenmente continua en R. Dado h > 0, consideremos

Gh(x) :=

∫∞
−∞ f̃(t)e−(x−t

h )2

dt
∫∞
−∞ e−(x−t

h )2

dt
. (1.2)

Aśı que Gh es la convolución de f̃ con el núcleo gaussiano normalizado e−u2
. Como la integral en el

denominador de (1.2) es independiente de x, haciendo un cambio de variable obtenemos que
∫ ∞

−∞
e−(x−t

h )2

dt = h
√

π,

luego

Gh(x)− f̃(x) =
∫ ∞

−∞

[
f̃(t)− f̃(x)

]
e−(x−t

h )2

h
√

π
dt; (1.3)

y por la continuidad uniforme de f̃ , separando en los dos sumandos habituales cuando tratamos con

aproximaciones de la identidad, tenemos que

‖Gh − f̃‖L∞(R) → 0, cuando h → 0.

Ya que f̃ tiene soporte compacto, sustituyendo en (1.2) por la serie de Maclaurin de la función exponencial,

obtenemos que Gh es una función entera. Finalmente, tomando pn como la n-ésima suma parcial de la

serie de Maclaurin de Gh, para n suficientemente grande, se obtiene el resultado del teorema.

¥
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Demostración de Bernstein.

El resultado obtenido por Bernstein fue el siguiente.

Teorema 1.1.2 (Bernstein).

Dada f : [0, 1] → R acotada, entonces

lim
n→∞Bn(f ;x) = f(x),

para cada x ∈ [0, 1] en donde f sea continua. Si f ∈ C([0, 1]) entonces Bn(f ; x) converge uniformemente

a f .

Demostración.

Consideremos δ > 0 y x ∈ [0, 1], tales que
∣∣ k
n − x

∣∣ ≥ δ, para k = 0, . . . , n. Entonces 1
δ2

(
k
n − x

)2 ≥ 1,

luego
∑

| k
n
−x|≥δ, 0≤k≤n

(
n

k

)
xk(1− x)n−k ≤ 1

δ2

∑

| k
n
−x|≥δ, 0≤k≤n

(
k

n
− x

)2 (
n

k

)
xk(1− x)n−k

≤ 1
δ2

n∑

k=0

(
k

n
− x

)2 (
n

k

)
xk(1− x)n−k =

1
δ2n2

n∑

k=0

(k − nx)2
(

n

k

)
xk(1− x)n−k.

Ahora bien,
n∑

k=0

(k − nx)2
(

n

k

)
xk(1− x)n−k = n2Bn(x2; x)− 2xn2Bn(x;x) + xn2Bn(1; x) = nx(1− x),

de donde
1

δ2n2

n∑

k=0

(k − nx)2
(

n

k

)
xk(1− x)n−k =

nx(1− x)
δ2n2

≤ 1
4δ2n

,

pues x(1− x) ≤ 1
4 para todo x ∈ [0, 1].

Por otro lado,

1 =
n∑

k=0

(
n

k

)
xk(1− x)n−k, de donde

f(x) =
n∑

k=0

f(x)
(

n

k

)
xk(1− x)n−k, luego

f(x)−Bn(f ; x) =
n∑

k=0

[
f(x)− f

(
k

n

)](
n

k

)
xk(1− x)n−k

=
∑

| k
n
−x|≥δ, 0≤k≤n

[
f(x)− f

(
k

n

)] (
n

k

)
xk(1− x)n−k

+
∑

| k
n
−x|<δ, 0≤k≤n

[
f(x)− f

(
k

n

)] (
n

k

)
xk(1− x)n−k.
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Por hipótesis, f es acotada en [0, 1], entonces existe M > 0 tal que |f(x)| ≤ M , para todo x ∈ [0, 1],

luego si α, β ∈ [0, 1] tenemos que |f(α)− f(β)| ≤ 2M . Si x es un punto de continuidad de f , dado ε > 0,

existe δ1 > 0 tal que |f(x)− f(y)| < ε, siempre que |x− y| < δ1. Por lo que

|f(x)−Bn(f ; x)| ≤
∑

| k
n
−x|<δ1, 0≤k≤n

∣∣∣∣f(x)− f

(
k

n

)∣∣∣∣
(

n

k

)
xk(1− x)n−k

+
∑

| k
n
−x|≥δ1, 0≤k≤n

∣∣∣∣f(x)− f

(
k

n

)∣∣∣∣
(

n

k

)
xk(1− x)n−k

≤ ε
∑

| k
n
−x|<δ1, 0≤k≤n

(
n

k

)
xk(1− x)n−k + 2M

∑

| k
n
−x|≥δ1, 0≤k≤n

(
n

k

)
xk(1− x)n−k

≤ ε
∑

| k
n
−x|<δ1, 0≤k≤n

(
n

k

)
xk(1− x)n−k +

2M

4n(δ1)2

≤ ε
n∑

k=0

(
n

k

)
xk(1− x)n−k +

M

2n(δ1)2
.

Luego, para n suficientemente grande |f(x)−Bn(f ; x)| ≤ 2ε.

Supongamos que f ∈ C([0, 1]); entonces f es uniformemente continua en [0, 1], por lo que dado ε > 0,

existe δ2 > 0 tal que |f(x)−f(y)| < ε, siempre que |x−y| < δ2, luego la cadena de desigualdades anterior

es cierta independientemente del punto x considerado. Por lo tanto la convergencia es uniforme.

¥

Observe que si f ∈ C([a, b]), haciendo el cambio de variable y = x−a
b−a , trasladamos el problema al

intervalo [0, 1] y podemos trabajar con los polinomios de Bernstein Bn(f ; y).

El teorema de Bernstein no sólo prueba el resultado de Weierstrass, sino que además entrega una

expresión expĺıcita para los polinomios aproximantes.

También es interesante destacar que las ideas en la prueba de Bernstein son muy similares a las usadas

con aproximaciones de la identidad.

1.2 Extensiones y ramificaciones del teorema de Weierstrass.

Simultáneamente con el estudio de la aproximación por polinomios algebraicos también fue investi-

gada la aproximación por polinomios trigonométricos -comenzando con las series de Fourier-. El problema

puede ser planteado más generalmente: Dada {fi}i una sucesión en un espacio normado X, ¿bajo qué

condiciones {fi}i es fundamental en X?, es decir, ¿cuándo es cierto que para cualquier g ∈ X y todo
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ε > 0, se pueden encontrar n y una sucesión de escalares {ci}i tales que
∥∥∥∥∥g −

n∑

i=1

cifi

∥∥∥∥∥ < ε ?

Esta pregunta ocupó a muchos matemáticos durante el siglo pasado. Quizás el ejemplo más viejo y

más simple se propuso, aproximadamente, en 1912 por Bernstein: Dada {λi}∞i=1 una sucesión de números

positivos distintos. ¿Cuándo las funciones 1, xλ1 , xλ2 , xλ3 . . . son fundamentales en C([0, 1])? La respuesta

fue conjeturada por el mismo Bernstein y está dada en el siguiente teorema.

Teorema 1.2.1 (Müntz, 1914).

Sea {λi}∞i=1 una sucesión de números positivos distintos. Las funciones 1, xλ1 , xλ2 , xλ3 . . . son fundamen-

tales en C([0, 1]), si y sólo si,
∑∞

i=1
1
λi

= ∞.

Este teorema por algún tiempo fue llamado el teorema de Müntz-Szasz, pues Szasz publicó una

prueba independiente del mismo en 1916. Aparentemente, Bernstein resolvió parte del problema. De

hecho, tomando λi = i se recupera el teorema de Weierstrass para [0, 1].

La combinación de la Teoŕıa de Espacios Duales y el Análisis Complejo es muy usual en el estudio

de sucesiones fundamentales. Otra aplicación de estas técnicas es la dada para resolver el problema de

Wiener sobre sucesiones fundamentales trasladadas, que data de la década de los treinta del siglo pasado

y está relacionado con los problemas de espacios invariantes. Este problema ha generado casi tanta

investigación como el teorema de Müntz. El siguiente teorema es una versión del problema de Wiener.

Teorema 1.2.2 (Wiener, 1933, aproximadamente).

Sea f ∈ L1(R). Para toda g ∈ L1(R) y todo ε > 0 existen {cj}j , {λj}j ⊂ R, tales que
∥∥∥∥∥∥
g(x)−

n∑

j=1

cjf(x− λj)

∥∥∥∥∥∥
L1(R)

< ε,

si y sólo si, la transformada de Fourier de f no tiene ceros reales, es decir,
∫ ∞

−∞
e−itxf(t)dt 6= 0, ∀x ∈ R.

Enunciaremos dos teoremas más sobre sucesiones fundamentales, publicados también en la década

de los 30 del siglo pasado y que aparecen en la edición rusa del libro de Achieser [2], y también en la

traducción de este libro al alemán, pero no en la traducción al inglés.
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Teorema 1.2.3 (Achieser-Krein. Susesiones fundamentales de funciones racionales con polos simples).

Si {aj}∞j=1 ⊂ C \ [−1, 1], es tal que aj 6= ak, ∀j 6= k, entonces la sucesión { 1
x−aj

}∞j=1 es fundamental en

Lp([−1, 1]), (1 ≤ p < ∞) y en C([−1, 1]), si y sólo si,

∞∑

k=1

(
1−

∣∣∣∣ak −
√

a2
k − 1

∣∣∣∣
)

= ∞,

donde la rama de la función f(z) =
√

z que se está considerando es la usual, es decir,
√

z > 0 para

z ∈ (0,∞).

Teorema 1.2.4 (Paley-Wiener, 1934. Series trigonométricas no armónicas).

Si {σj}∞j=1 ⊂ C, es tal que σj 6= σk, ∀ j 6= k e |=(σj)| < π
2 , j ≥ 1; entonces la sucesión {e−π

2
|x|−ixσj}∞j=1

es fundamental en L2(R), si y sólo si,

∞∑

j=1

cos(=(σj))
coth(<(σj))

= ∞,

donde <(z), =(z) denotan las partes real e imaginaria de un número z ∈ C respectivamente.

Existen otros tres problemas de aproximación clásicos que han tenido una sustancial influencia sobre

el análisis en el siglo pasado, a saber,

1. El problema de aproximación polinomial de Bernstein sobre toda la recta real (entre 1912 y la

década de los 50).

2. La clausura de los polinomios en familias de funciones definidas sobre conjuntos compactos K ⊂ C
(entre 1885 y la década de los 50). Cabe mencionar también en este inciso los teoremas de Kakutani-

Stone sobre la clausura de un reticulado de funciones a valores reales y el teorema de Stone-

Weierstrass sobre la clausura de un álgebra de funciones continuas a valores complejos (ver [28]).

3. El problema extremal de Szegö (entre 1920 y la década de los 40).

Con respecto al primero de los problemas, se debe tratar para polinomios no acotados en ±∞. Si

consideramos un peso w : R→ [0, 1] y definimos

Cw :=
{

f : R→ R, continuas con lim
|x|→∞

(fw)(x) = 0
}

,

con la norma

‖f‖Cw := ‖fw‖L∞(R).
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Bernstein se preguntó ¿cuándo es cierto que para toda f ∈ Cw y todo ε > 0, existe un polinomio p,

tal que

‖(f − p)w‖L∞(R) < ε ? (1.4)

La condición de que fw se anule en ±∞ es necesaria para que el problema tenga sentido: nos

gustaŕıa que ‖pw‖L∞(R)<∞, ∀p ∈ P, y en particular que ‖xnw‖L∞(R) < ∞, ∀n ≥ 0. Esta condición

hace que necesariamente lim|x|→∞ xnw(x) = 0, luego utilizando (1.4) tendŕıamos que ‖fw‖L∞(R) < ε, de

donde fw se anula en ±∞.

Entre otros que contribuyeron a la solución de este problema, están el propio Bernstein (1912, 1924),

T. S. Hall (1939, 1950), Dzrbasjan (1947) y Videnskii (1953). En el caso que w es continuo la solución fue

dada por el matemático norteamericano H. Pollard (1953); otras soluciones fueron dadas por Achieser

(1954), Mergelyan (1956) y Lennart Carleson (1951).

Las técnicas utilizadas en la solución del problema de Bernstein incluyen Teoŕıa de Dualidad, otros

problemas de aproximación, Teoŕıa de funciones enteras, funciones anaĺıticas sobre el semiplano superior

y mucho trabajo duro.

Para el problema de aproximación polinomial sobre subconjuntos compactos del plano complejo, la

situación es la siguiente:

Dado K un conjunto compacto del plano complejo, definimos

A(K) := {f : K → C, continuas en K y anaĺıticas en K◦} ,

donde K◦ denota al interior de K y la norma está dada por

‖f‖ := ‖f‖L∞(K).

Si consideramos

P (K) :=
{

f : K → C, tales que existen polinomios {pn}n con lim
n→∞ ‖f − pn‖L∞(K) = 0

}
,

la pregunta de interés es ¿cuándo P (K) = A(K)?

Quizás a este problema nunca se le asignó un nombre, pero en el esṕıritu debeŕıa llevar el de Runge

(1885) cuyas contribuciones fundamentales al área, todav́ıa aparecen los cursos de análisis complejo.

Entre otros contribuyentes, mencionamos a J. L. Walsh (1926), Hartogs-Rosenthal (1931), Lavrentiev

(1936) y Keldysh (1945).
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Teorema 1.2.5 (Mergelyan).

Dado K ⊂ C compacto, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. P (K) = A(K).

2. C \K es conexo.

Con respecto al problema extremal de Szegö, éste puede expresarse como sigue: Considerados una

medida finita de Borel, no negativa µ sobre la circunferencia unitaria Π := {z ∈ C : |z| = 1} y p > 0. El

problema extremal de Szegö consiste en encontrar

δp(µ) := inf
{

1
2π

∫

Π
|P (z)|p dµ(z) : P es un polinomio con P (0) = 1

}
= inf
{cj}





1
2π

∫

Π

∣∣∣1−
∑

j≥1

cjz
j
∣∣∣
p
dµ(z)



 .

Como para cualquier polinomio P (z) de grado ≤ n con P (0) = 1,

Q(z) := znP

(
1
z

)

es un polinomio mónico de grado n, y |Q(z)| = |P (z)|, siempre que |z| = 1, tenemos que

δp(µ) = inf
{

1
2π

∫

Π
|Q(z)|p dµ(z) : Q es mónico

}
.

Este problema, aparentemente inofensivo, ha tenido más impacto que el problema de Bernstein o

el teorema de Mergelyan. Su solución y las técnicas desarrolladas alrededor de él han tenido una gran

influencia en la Teoŕıa de Espacios Hardy y también sobre la Teoŕıa de Funciones en el siglo XX.

Teorema 1.2.6 (Szegö, 1921).

Sea µ una medida absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue sobre la circunferencia

unitaria Π, con dµ(z) = w(eiθ)dθ. Entonces

δp(µ) = exp
(

1
2π

∫ 2π

0
log(w(eiθ))dθ

)
.

Szegö demuestra primero el resultado cuando w es un polinomio trigonométrico positivo y luego usa

esta aproximación para extender el resultado al caso w continuo, y al caso general (ver [40]). La extensión

a medidas generales vino aproximadamente veinte años después, por Kolmogorov (1941) para p = 2, y

por Krein (1945) para p > 0.
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Teorema 1.2.7 (Kolmogorov-Krein).

Sea µ una medida de Borel no negativa sobre la circunferencia unitaria Π, tal que dµ(z) = w(z)dθ + dµs(z),

z = eiθ. Entonces

δp(µ) = exp
(

1
2π

∫ 2π

0
log(w(eiθ))dθ

)
.

Corolario 1.2.1 (Kolmogorov-Krein).

Dados p > 0, y µ una medida de Borel no negativa sobre la circunferencia unitaria Π, las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

1. Los polinomios son densos en Lp(µ).

2.
∫ 2π
0 log(w(eiθ))dθ = −∞.

Por tanto, los polinomios son densos en Lp(µ) sólo en casos realmente excepcionales. En la Teoŕıa de

Polinomios Ortogonales, la condición
∫ 2π

0
log(w(eiθ))dθ > −∞

es conocida como la condición de Szegö.

Finalmente, con respecto a algunos de los trabajos más recientes que siguen esta misma ĺınea de

investigación podemos mencionar [37], en donde obtienen cuatro resultados que entregan condiciones

necesarias y suficientes para que el espacio de las funciones infinitamente diferenciables con soporte

compacto sobre la recta real C∞
c (R) sea denso en el espacio de Sobolev con peso W k,p(I, µ), 1 ≤ p < ∞,

con la norma

‖f‖p
W k,p(I,µ)

:=
k∑

j=0

∫ ∣∣∣f (j)
∣∣∣
p

dµj ,

donde µ = (µ0, . . . , µk) es una medida vectorial de Borel en R, p-admissible, e I es un intervalo compacto.

Con esta hipótesis sobre I, C∞
c (R) es denso, si y sólo si, C∞(R) ó P son densos.

En [35], se aborda el caso p = ∞ para pesos acotados bastantes generales, sobre un intervalo compacto

I.

En este trabajo se ha pretendido seguir el esṕıritu de Weiestrass, Bernstein,..., Dado que no siempre

se puede garantizar la posibilidad de aproximación polinomial, de manera natural surge la propuesta de

considerar problemas de aproximación por funciones continuas, de clase Ck o de clase C∞. Además se

obtienen mejoras con respecto a los resultados de [35] y se trabaja tanto con la norma L∞(w) ([30]) como

con aproximación simultánea ([31] y [32]).
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1.3 Otros datos sobre la vida de Weierstrass.

Karl Weierstrass nace en Prusia dentro de una familia no muy adinerada, pero muy culta. Su padre

Wilhelm era un importante agente de impuestos, trabajo que lo obligaba a tralasdarse continuamente de

ciudad en ciudad con toda su familia. A finales de 1829, el padre de Weierstrass consiguió un trabajo

estable en Paderborn. Karl, por consiguiente pudo entrar en el Gimnasio Católico donde aprendeŕıa

Matemática, demostrando gran capacidad para la misma. Seguidamente, terminados sus estudios en

1834, decide dedicarse completamente a la Matemática, aunque el deseo de su padre era que se dedicara

a las finanzas.

A principios de 1839 en la academia de Münster sigue las lecciones de Christoph Gudermann en

funciones eĺıpticas las cuales usó al año siguiente con el propósito de lograr la autorización para la

enseñanza. Después de 11 años enseñando en la escuela primaria, en el Gimnasio Católico y en el Colegio

Deutsche Krone y de Braunsberg, fue golpeado por una enfermedad nerviosa que lo debilitó, arriesgando

sus estudios y su trabajo.

Durante muchos años trabajó en el anonimato; no obstante, en 1856 publicó su teoŕıa de la inversión

de la integral hipereĺıptica en el Journal fr die reine und angewandte Mathematik; el trabajo fue titulado

“Theorie der Abelschen Funktionen” (Teoŕıa de las Funciones Abelianas), el cual estaba basado en los

trabajos del matemático noruego Niels Henrik Abel (1802-1829). Este trabajo le aseguró un puesto en La

Escuela Regia Politécnica de Berĺın (un instituto técnico). En el mismo año fue profesor de la también

prestigiosa Universidad de Berĺın. Cabe mencionar que esta investigación de Weierstrass, que también se

apoyaba en la del matemático alemán Carl Gustav Jacobi (1804-1851), ayudó a situar el Cálculo sobre

una base lógica sólida.

En 1861 sus condiciones f́ısicas empeoraron, pero esto no le impidió desarrollar su trabajo y crear

en el mismo año un seminario de matemáticos en Berĺın. Su ciclo de lecciones incluyó la introducción

a la teoŕıa de funciones eĺıpticas, el cálculo de variaciones (también estuvo interesado en el trabajo del

matemático francés Joseph-Luis Langrange (1736-1813), Miscellanea Taurinensia) y sus teoŕıas en Análisis

Matemático, disponiendo los cimientos para aritmetizar el Análisis Matemático a través de rigurosos

desarrollos del sistema de números reales. A causa de conflictos internos en el ambiente matemático de

la época , tuvo ciertos altercados con Leopold Kronecker, con respecto a esta tendencia de aritmetizar el

Análisis. (En aquellos momentos Leopold Kronecker y su colega alemán Julius Dedekind se encontraban

desarrollando la teoŕıa abstracta de los cuerpos y su aplicación a la Teoŕıa de Números, es decir, su

aplicación a la Aritmética. J. Dedekind encontró una definición adecuada para los números reales, a
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partir de los racionales, y Weierstrass y Georg Cantor (1845-1918) también dieron otras definiciones casi

al mismo tiempo).

Weierstrass fue asaltado por el miedo de no completar su estudio de las funciones abelianas y ver

llegar aśı el fracaso de todo su trabajo, ya que las ideas fundamentales y la explicación de sus métodos

no hab́ıan sido publicados. Ya en 1887 se encontraba profundamente seguro de la edición de sus trabajos

después de su muerte. A pesar de su esfuerzo, la publicación estaba incompleta; no obstante, la polémica

efectuada por L. Kronecker se desvaneció, debido a la desaparición prematura de este gran adversario

matemático.

Weierstrass -también conocido como el padre del Análisis Moderno-, fue miembro de muchas academias

y en 1892 se le confirió la medalla Helmoltz de la Academia en Berĺın y la Medalla Copey de la Real

Sociedad. Ya para ese entonces llevaba algún tiempo imposibilitado de caminar, y por consiguiente usaba

una silla las ruedas... Una complicación pulmonar, le causó la muerte el 19 de Febrero de 1897.

La siguiente lista denota los sucesivos directores de tesis desde Weierstrass hasta la actualidad.

Weierstrass-Schwarz-Fejér-Polya-Edrei-Shea-Baernstein-Fernández-Rodŕıguez-Quintana.



Caṕıtulo 2

El teorema de aproximación de

Weierstrass con pesos.

2.1 Preliminares.

Como ya mencionamos en el caṕıtulo anterior, si I es cualquier intervalo compacto, el teorema

de aproximación de Weierstrass establece que C(I) es el mayor conjunto de funciones que pueden ser

aproximadas por polinomios en norma L∞(I), si identificamos, como de costumbre, las funciones que

coinciden en casi todo punto.

Nuestro objetivo en este caṕıtulo es estudiar el problema de aproximación polinómica de funciones

con la norma L∞(w) definida por

‖f‖L∞(w) := ess sup|f(x)|w(x), (2.1)

donde w es un peso, es decir, una función medible no-negativa, y adoptaremos la convención 0 · ∞ = 0.

Observe que (2.1) no es la definición usual de la norma L∞ en el contexto de teoŕıa de la medida, aunque

es la definición correcta al trabajar con pesos (ver por ejemplo, [4] y [9]).

Este problema también fue estudiado en [35], para el caso de pesos acotados. En este caṕıtulo

obtendremos varias mejoras de los resultados de [35], y además manejaremos pesos mucho más generales

no necesariamente acotados. Si w no es acotado, entonces no es cierto en general que los polinomios

pertenezcan a L∞(w). Por tanto, es natural plantear el problema de aproximación por funciones en C(R)

ó C∞(R).

Una herramienta importante que nos permite mejorar los resultados de [35] es un lema (Lema 2.2.8

15



EL TEOREMA DE APROXIMACIÓN DE WEIERSTRASS CON PESOS 16

en la sección 2.2), que se refiere a la regularidad de funciones cerca de los “peores” puntos de w (en este

lema nosotros estudiamos todos estos puntos simultáneamente).

Otra idea importante es usar lemas de cubrimiento similares a los acostumbrados en Análisis Armónico

(sección 2.3).

La sección 2.2 muestra las definiciones que serán necesarias a lo largo del caṕıtulo aśı como el resultado

de aproximación más importante de este caṕıtulo (ver proposición 2.2.1 y teorema 2.2.1). La sección

2.3, está dedicada al estudio de lemas de cubrimiento del tipo Besicovitch-Vitali; sin embargo, nuestra

situación difiere del caso usual, pues el conjunto que cubrimos es posiblemente no acotado y los intervalos

que lo cubren no están centrados en puntos del mismo. Este lema junto con los lemas 2.2.4, 2.2.5, 2.2.6,

2.2.7 y 2.2.8, son las herramientas para la demostración de la proposición 2.2.1 y el teorema 2.2.1. Todos

los resultados presentados en este caṕıtulo aparecen en [30].

2.2 Aproximación en L∞(w).

Comenzaremos esta sección con algunas definiciones.

Definicion 2.2.1 Un peso w es una función medible w : R → [0,∞]. Si w está definido solamente en

un subconjunto A de R, tomaremos w := 0 en R \A.

Definicion 2.2.2 Dados un conjunto medible A ⊂ R y un peso w, definimos el espacio L∞(A,w) como

el espacio de todas las clases de equivalencia de funciones medibles f : A → R, con respecto a la norma

‖f‖L∞(A,w) := ess supx∈A |f(x)|w(x) . (2.2)

Los principales resultados de esta sección pueden aplicarse a las funciones f a valores complejos, descom-

poniendo a f en sus partes real e imaginaria. En lo que sigue, si no especificamos al conjunto A, es

porque estamos asumiendo A = R; análogamente, si no hacemos expĺıcito el peso w, es porque estamos

asumiendo w ≡ 1.

Dado A un subconjunto medible de R; siempre consideraremos el espacio L1(A) con respecto a la

restricción de la medida de Lebesgue en A.

Definicion 2.2.3 Dado A un subconjunto medible de R, diremos que dos funciones u, v son comparables

sobre el conjunto A si existen constantes positivas c1, c2 tales que c1v(x) ≤ u(x) ≤ c2v(x) para casi todo

x ∈ A.

Utilizaremos el śımbolo u ³ v para denotar un par de funciones comparables u y v sobre A.
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Como las medidas y las normas son funciones sobre conjuntos medibles y subconjuntos de espacios

vectoriales, respectivamente, podemos hablar de medidas comparables y de normas comparables. Observe

que los espacios L∞(A, w) y L∞(A, v) coinciden y tienen normas comparables siempre que w ³ v.

Definicion 2.2.4 Dado un conjunto medible A, definimos la clausura esencial de A, como el conjunto

ess clA := {x ∈ R : |A ∩ (x− δ, x + δ)| > 0, ∀ δ > 0} ,

donde |E| denota la medida de Lebesgue del conjunto E.

Definicion 2.2.5 Si A es un conjunto medible, f es una función a valores reales definida sobre A y

a ∈ ess clA, diremos que ess limx∈A,x→af(x) = l ∈ R si dado ε > 0 existe δ > 0 tal que |f(x) − l| < ε

para casi todo punto x ∈ A ∩ (a− δ, a + δ). De manera similar podemos definir ess limx∈A,x→af(x) = ∞
y ess limx∈A,x→af(x) = −∞.

Definimos el ĺımite superior esencial y el ĺımite inferior esencial en A, respectivamente, como

ess lim supx∈A, x→af(x) := inf
δ>0

ess supx∈A∩(a−δ,a+δ)f(x) ,

ess lim infx∈A, x→af(x) := sup
δ>0

ess infx∈A∩(a−δ,a+δ)f(x) .

Observacion 2.2.1

1. El ĺımite superior (o inferior) esencial de una función f no se altera si modificamos la función en

un conjunto de medida de Lebesgue nula.

2. Es bien conocido que

ess lim supx∈A, x→af(x) ≥ ess lim infx∈A, x→af(x) ,

ess limx∈A, x→af(x) = l si y sólo si ess lim supx∈A, x→af(x) = ess lim infx∈A, x→af(x) = l .

3. Imponemos la condición de que a ∈ ess clA para obtener la unicidad del ĺımite esencial.

Si a /∈ ess clA, entonces cualquier número real es un ĺımite esencial de cualquier función.

Definicion 2.2.6 Dado un peso w, el soporte de w, denotado por supp w es el complemento del mayor

conjunto abierto G ⊂ R en el cual w se anula casi siempre.

Es claro que

1. supp w = ess cl{x ∈ R : w(x) > 0}.
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2. L∞(w) = L∞(supp w, w).

3. Ya que ess cl(ess clA) = ess clA y supp w = ess cl{x ∈ R : w(x) > 0}, entonces supp w =

ess cl(supp w).

Este hecho nos permite establecer la siguiente definición.

Definicion 2.2.7 Dado un peso w diremos que a ∈ supp w es una singularidad de w (o un punto

singular para w) si

ess lim infx∈supp w, x→aw(x) = 0 .

Diremos que una singularidad a de w es de

i) tipo 1 si ess limx→aw(x) = 0,

ii) tipo 2 si 0 < ess lim supx→aw(x) < ∞,

iii) tipo 3 si ess lim supx→aw(x) = ∞.

Denotaremos por S y Si (i = 1, 2, 3) al conjunto de las singularidades de w y al conjunto de las singu-

laridades de w de tipo i.

Diremos que a ∈ S+
i (respectivamente a ∈ S−i ) si a verifica la propiedad de la definición de Si

cuando tomamos ĺımite cuando x → a+ (respectivamente x → a−). Definimos S+ := S+
1 ∪ S+

2 ∪ S+
3 y

S− := S−1 ∪ S−2 ∪ S−3 .

Observacion 2.2.2

1. Los conjuntos S y S3 son conjuntos cerrados de suppw.

2. La definición anterior de punto singular es mucho más restrictiva que la dada en [35]. Por consi-

guiente, el conjunto de puntos singulares es más pequeño que el dado en [35] (recordemos que con

nuestra definición se tiene S ⊆ supp w, mientras que esta condición no se verifica si consideramos

la definición de punto singular de [35]): por ejemplo, si consideramos que un conjunto de Cantor

C ⊂ [0, 1] de longitud positiva y tomamos w como la función caracteŕıstica de C, obtenemos que

S = ∅; sin embargo, con la definición de [35], el conjunto de puntos singulares es R. Este hecho es

crucial, ya que los puntos singulares hacen nuestro trabajo más dif́ıcil.
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Definicion 2.2.8 Dado un peso w definimos los puntos regulares por la derecha y regulares por la

izquierda de w, repectivamente, como

R+ :=
{
a ∈ suppw : ess lim infx∈supp w, x→a+w(x) > 0

}
y

R− :=
{
a ∈ suppw : ess lim infx∈supp w, x→a−w(x) > 0

}
.

Observacion 2.2.3 Note que R+ ∪ S+
1 ∪ S+

2 ∪ S+
3 = supp w = R− ∪ S−1 ∪ S−2 ∪ S−3 .

Definicion 2.2.9 Dados un peso w y ε > 0, definimos los conjuntos Aε := {x ∈ supp w : w(x) ≥ ε} y

Ac
ε := supp w \Aε.

Ahora presentamos algunos resultados demostrados en [35] que serán útiles en nuestro trabajo.

Lema 2.2.1 ([35], Lema 2.4).

Si A es un conjunto medible, tenemos que

1. ess clA es un conjunto cerrado contenido en A.

2. |A \ ess clA| = 0.

3. Si f es una función medible en A ∪ ess clA, a ∈ ess clA y ess lima∈ess clA,x→af(x) existe, entonces

ess limx∈A, x→af(x) también existe y

ess limx∈A, x→af(x) = ess limx∈ess clA, x→af(x) .

4. Si |A| > 0 y f es una función continua en R tenemos que

‖f‖L∞(A) = sup
x∈ess clA

|f(x)| .

Lema 2.2.2 ([35], Lema 2.2).

Consideremos un peso w y a ∈ S1. Entonces, cualquier función f en la clausura de C(R) ∩ L∞(w) con

la norma L∞(w) satisface

ess limx∈supp w,x→af(x)w(x) = 0.

Observacion 2.2.4 Un resultado similar es cierto si a ∈ S+
1 ó a ∈ S−1 .
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Lema 2.2.3 ([35], Lema 2.6).

Consideremos un peso w y a ∈ S. Entonces, cualquier función f en la clausura de C(R)∩L∞(w) con la

norma L∞(w) satisface

inf
ε>0

(
ess lim supx∈Ac

ε , x→a|f(x)|w(x)
)

= 0 .

Lema 2.2.4 ([35], Lema 2.7).

Consideremos un peso w y a ∈ S1. Si

inf
ε>0

(
ess lim supx∈Ac

ε , x→a|f(x)|w(x)
)

= 0 ,

entonces ess limx∈supp w,x→af(x)w(x) = 0.

Observacion 2.2.5 Un resultado similar es cierto si a ∈ S+
1 ó a ∈ S−1 .

Los lemas 2.2.2, 2.2.3 y 2.2.4 están demostrados en [35] con x en algún intervalo, en vez de x ∈ supp w.

Sin embargo, las pruebas en cada caso siguen siendo válidas.

Ahora demostraremos algunos lemas técnicos.

Lema 2.2.5 Consideremos un peso w y a ∈ suppw. Si ess lim supx∈suppw, x→aw(x) = l ∈ (0,∞],

entonces para cualquier función f en la clausura de C(R) ∩ L∞(w) con la norma L∞(w), tenemos que

ess limx∈Aε, x→af(x) = f(a) , para todo 0 < ε < l .

Además, f ∈ ∩ε>0C(ess clAε); en particular, f es continua por la derecha en cada punto de R+ y continua

por la izquierda en cada punto de R−.

Observacion 2.2.6 Note que las funciones en L∞(w) están definidas en supp w; por lo tanto, la con-

tinuidad es referida a este conjunto. Recordemos que identificamos las funciones que coinciden en casi

todo punto.

Demostración.

Para cualquier δ > 0 tenemos

ess supx∈supp w∩(a−δ,a+δ)w(x) ≥ l > 0 ,

y entonces

|{x ∈ supp w ∩ (a− δ, a + δ) : w(x) ≥ ε}| > 0 ,



EL TEOREMA DE APROXIMACIÓN DE WEIERSTRASS CON PESOS 21

para todo δ > 0 y 0 < ε < l. Esto implica que a pertenece a ess clAε, para cualquier 0 < ε < l.

Si g ∈ C(R) ∩ L∞(w), 0 < ε < l y δ > 0, tenemos que

ε ‖g‖L∞(Aε∩[a−δ,a+δ]) ≤ ‖g‖L∞(Aε∩[a−δ,a+δ],w) .

Como ess cl(Aε ∩ [a− δ, a + δ]) es un conjunto compacto y g ∈ C(R), del lema 2.2.1, parte 4 obtenemos

ε · max
x∈ess cl(Aε∩[a−δ,a+δ])

|g(x)| ≤ ‖g‖L∞(Aε∩[a−δ,a+δ],w) .

Consecuentemente, si {gn} ⊂ C(R) ∩ L∞(w) converge a f in L∞(w), entonces {gn} converge a f uni-

formemente en ess cl(Aε ∩ [a− δ, a + δ]) y f ∈ C(ess cl(Aε ∩ [a− δ, a + δ])) para cualquier δ > 0. Por lo

tanto, f ∈ C(ess clAε) para todo ε > 0. De este hecho y de la parte 3 del lema 2.2.1, obtenemos que,

para 0 < ε < l, existe

ess limx∈Aε, x→af(x) = ess limx∈ess clAε, x→af(x) = lim
x∈ess clAε, x→a

f(x) = f(a) .

Si y ∈ R+, entonces existen ε, δ > 0 con ess infx∈supp w∩(y,y+δ)w(x) ≥ ε, y en consecuencia

supp w ∩ [y, y + δ] ⊆ ess clAε. De este hecho y de que f ∈ C(ess clAε) se obtiene que f es continua por la

derecha en y. Si y ∈ R−, un argumento similar nos permite concluir que f es continua por la izquierda

en y.

¥

Definicion 2.2.10 Diremos que una función g preserva la continuidad de f si g es continua por la

derecha en cada punto que f sea continua por la derecha, y g es continua por la izquierda en cada punto

que f sea continua por la izquierda.

Es claro que si g preseva la continuidad de f , entonces g es continua en todo punto donde f lo sea.

Lema 2.2.6 Consideremos un peso w. Supongamos que a ∈ S+
1 y a ∈ (a,∞) \ S. Entonces para cualquier

η > 0 fijado y f ∈ C(supp w \ S) ∩ L∞(w) con

inf
ε>0

(
ess lim supx∈Ac

ε , x→a+ |f(x)|w(x)
)

= 0 ,

existe b ∈ (a, a + 1) \ S y una función g ∈ L∞(w) ∩ C([a, b]), que preseva la continuidad de f , tal que

g = f en supp w \ [a, b), ‖f − g‖L∞(w) < η (y ‖f − g‖L1(supp w) < η si f ∈ L1(supp w)). Además, si f

no es continua por la izquierda en a, g puede ser elegida con la condición adicional g(a) = 0 ó g(a) = λ

para cualquier λ ∈ R fijado.
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Observacion 2.2.7 Un resultado similar también es cierto si a ∈ S−1 y a ∈ (−∞, a) \ S.

Demostración.

Como a ∈ (a,∞) \ S y (a,∞) \S es un conjunto abierto, existen intervalos [y1
n, yn] ⊂ (a, a + 1/n) \S,

para cada n. Asumamos primero que podemos elegir [y1
n, yn] ⊂ supp w, para cualquier n. Eligiendo yn

más pequeño si es necesario, podemos asumir que existe εn > 0 con [y1
n, yn+εn] ⊂ supp w∩((a, a+1/n)\S),

para cualquier n; de este hecho y de la última afirmación del lema 2.2.5 obtenemos que f ∈ C([y1
n, yn+εn]).

Asumiremos que f(yn) > 0. Consideremos la cápsula convexa C del conjunto

{(x, y) ∈ R2 : x ∈ [y1
n, yn] e y ≥ f(x)}. Ya que f ∈ C([y1

n, yn]), tenemos que

∂C \ ({x = y1
n, y > f(y1

n)} ∪ {x = yn, y > f(yn)}) es el gráfico de una función convexa Hn ∈ C([y1
n, yn])

con Hn(y1
n) = f(y1

n) y Hn(yn) = f(yn). Entonces, podemos encontrar una función hn ∈ C([a, yn]) con

|hn| ≤ |f | y sgnhn = sgn f si hn 6= 0 en [y1
n, yn], hn(yn) = f(yn) y hn = 0 en [a, y1

n]: Si Hn(t) = 0 para

algún t ∈ [y1
n, yn), podemos elegir hn = 0 en [a, t] y hn = Hn en [t, yn]; si Hn > 0 en [y1

n, yn], podemos

elegir hn = 0 en [a, s] (con s ∈ [y1
n, yn)), hn = Hn en [t, yn] (con t ∈ (s, yn)), y hn una recta en [s, t].

Si f(yn) < 0, podemos construir hn de manera similar. Si f(yn) = 0, podemos tomar hn = 0.

Si no podemos encontrar [y1
n, yn] ⊂ supp w, para cualquier n, entonces existen intervalos

(yn, zn) ⊂ (a, a+1/n) \ supp w, para cada n, pues (a, a+1/n) \ supp w es un conjunto abierto. Además,

podemos elegir yn ∈ supp w para cualquier n, ya que a ∈ S+
1 . Definimos hn := 0 en [a, yn], y la función

fn como

fn(x) :=





hn(x) , si x ∈ [a, yn] ,

f(x) , si x ∈ supp w \ [a, yn] .

Recordemos que fn es continua en [a, yn] y preseva la continuidad de f , salvo posiblemente en x = a.

Note que |fn| ≤ |f | y sgn fn = sgn f si fn 6= 0, en [a, yn] ∩ supp w. Por lo tanto,

‖f − fn‖L∞(w) = ‖f − fn‖L∞([a,yn],w) ≤ ‖f‖L∞([a,yn],w) ,

y esta expresión tiende a cero cuando n →∞, pues ess limx∈supp w, x→a+f(x) w(x) = 0, como consecuen-

cia de la observación 2.2.5. Si f ∈ L1(supp w), tenemos que

‖f − fn‖L1(supp w) = ‖f − fn‖L1([a,yn]∩ supp w) ≤ ‖f‖L1([a,yn]∩ supp w) ,

y esta expresión tiende a cero cuando n → ∞. Note que fn(a) = 0; es sencillo modificar fn en un

pequeño entorno a la derecha de a para obtener fn(a) = λ, para λ ∈ R fijado, pues a ∈ S+
1 . Tomamos

λ = ess limx∈supp w,x→a−f(x) si este ĺımite existe; entonces fn preserva la continuidad de f . Este hecho

finaliza la prueba del lema.
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Lema 2.2.7 Consideremos un peso w. Asumamos que a ∈ S+
2 y a ∈ (a,∞) \ S. Fijemos η > 0 y

f ∈ C(suppw \ S) ∩ L∞(w) tales que

(a) infε>0

(
ess lim supx∈Ac

ε , x→a+ |f(x)|w(x)
)

= 0,

(b) ess limx∈Aε, x→a+f(x) = f(a), para todo ε > 0 suficientemente pequeño.

Entonces, existen b ∈ (a, a + 1) \ S y una función g ∈ L∞(w) ∩ C([a, b]), preservando la continuidad de

f , con g = f en suppw \ (a, b), ‖f − g‖L∞(w) < η (y ‖f − g‖L1(suppw) < η si f ∈ L1(suppw)).

Observacion 2.2.8 Un resultado similar es cierto si a ∈ S−2 y a ∈ (−∞, a) \ S.

Demostración.

Para cada número natural n, elegimos εn > 0 con limn→∞ εn = 0 y

ess lim supx∈Ac
εn , x→a+ |f(x)|w(x) <

1
n

.

Consideremos ahora 0 < δn < 1 con limn→∞ δn = 0 y

ess supx∈(a,a+δn)∩Ac
εn
|f(x)|w(x) <

1
n

. (2.3)

Podemos tomar δn con la propiedad adicional |f(x)− f(a)| < 1/n en c.t.p. x ∈ (a, a + δn) ∩Aεn .

Como a ∈ (a,∞) \ S y (a,∞) \ S es un conjunto abierto, existen intervalos [y1
n, yn] ⊂ (a, a + δn) \ S,

para cada n. Primero supondremos que podemos elegir [y1
n, yn] ⊂ suppw, para todo n. Eligiendo yn más

pequeño si es necesario, podemos asumir que existen εn > 0 con [y1
n, yn + εn] ⊂ suppw∩ ((a, a + δn) \S),

para todo n; de este hecho y de la última afirmación del lema 2.2.5 obtenemos f ∈ C([y1
n, yn + εn]).

Asumamos que f(yn) > f(a). Consideremos la cápsula convexa C del conjunto {(x, y) ∈ R2 : x ∈
[y1

n, yn] e y ≥ f(x)}. Como f ∈ C([y1
n, yn]), tenemos que ∂C \ ({x = y1

n, y > f(y1
n)} ∪ {x = yn, y >

f(yn)}) es el gráfico de una función convexa Hn ∈ C([y1
n, yn]) con Hn(y1

n) = f(y1
n) y Hn(yn) = f(yn).

Entonces, como en la demostración del lema 2.2.6, podemos encontrar una función hn ∈ C([a, yn]) con

|hn − f(a)| ≤ |f − f(a)| y sgn(hn − f(a)) = sgn(f − f(a)) si hn 6= f(a) en [y1
n, yn], hn(yn) = f(yn) y

hn = f(a) en [a, y1
n].

Si f(yn) < f(a), podemos construir hn de manera similar. Si f(yn) = f(a), podemos tomar hn = f(a).

Si no podemos encontrar [y1
n, yn] ⊂ suppw, para cualquier n, entonces existen intervalos

(yn, zn) ⊂ (a, a + 1/n) \ suppw, para cada n, pues (a, a + 1/n) \ suppw es un conjunto abierto. Además,

podemos elegir yn ∈ suppw para todo n, pues a ∈ S+
1 . Definimos hn := f(a) en [a, yn].
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Definamos ahora la función fn como

fn(x) :=





hn(x) , si x ∈ [a, yn] ,

f(x) , si x ∈ suppw \ [a, yn] .

Recordemos que fn es continua en [a, yn] y preserva la continuidad de f .

Observe que |fn−f(a)| ≤ |f −f(a)| y sgn(fn−f(a)) = sgn(f −f(a)) si fn 6= f(a), en [a, yn]∩ suppw.

Recordemos que |f(x)− f(a)| < 1/n en c.t.p. x ∈ [a, yn] ∩Aεn . Por lo que

‖f − fn‖L∞([a,yn]∩Aεn ,w) ≤ 2‖f − f(a)‖L∞([a,yn]∩Aεn ,w) ≤
2
n
‖w‖L∞([a,yn]) . (2.4)

Observe también que ‖w‖L∞([a,yn]) está uniformemente acotado para para n suficientemente grande, pues

a ∈ S+
2 .

De la desigualdad (2.3) se obtiene

‖f −fn‖L∞([a,yn]∩Ac
εn ,w) ≤ 2‖f −f(a)‖L∞([a,yn]∩Ac

εn ,w) ≤ 2‖f‖L∞([a,yn]∩Ac
εn ,w) +2|f(a)|εn <

2
n

+2|f(a)|εn .

De esta desigualdad y de (2.4) se obtiene

‖f − fn‖L∞([a,yn],w) <
2
n

+ 2|f(a)|εn +
2
n
‖w‖L∞([a,yn]) .

Si f ∈ L1(suppw), también tenemos

‖f − fn‖L1(suppw) = ‖f − fn‖L1([a,yn]∩ suppw) ≤ 2‖f − f(a)‖L1([a,yn]∩ suppw) .

Lo que finaliza la prueba.

¥

Lema 2.2.8 Consideremos un peso w, y subconjuntos T+ ⊆ S+ \ S+
1 y T− ⊆ S− \ S−1 . Tomemos

f ∈ L∞(w) tal que para cualquier a ∈ T+,

(a1) infε>0 (ess lim supx∈Ac
ε , x→a+ |f(x)|w(x) ) = 0,

(b1) ess limx∈Aε, x→a+f(x) = f(a) = 0, para todo ε > 0 suficientemente pequeño,

y para todo a ∈ T−,

(a2) infε>0 (ess lim supx∈Ac
ε , x→a− |f(x)|w(x) ) = 0,

(b2) ess limx∈Aε, x→a−f(x) = f(a) = 0, para todo ε > 0 suficientemente pequeño.
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Entonces, para cada η > 0, existe una función g ∈ L∞(w) que preserva la continuidad de f , es

continua por la derecha en cualquier punto de T+ y es continua por la izquierda en cualquier punto de

T−, con ‖f − g‖L∞(w) ≤ η (y ‖f − g‖L1(suppw) ≤ η si f ∈ L1(suppw) y |T+ ∪ T−| = 0). Además,

tenemos g = f = 0 en T+ ∪ T−.

Observacion 2.2.9

1. Si f ∈ L∞(w), ess limx∈Aε, x→a+f(x) = f(a) para todo ε > 0 suficientemente pequeño, y a ∈ S+
3 ,

entonces ess lim supx→a+w(x) = ∞ y ess limx∈Aε, x→a+f(x) = 0. Un resultado similar es cierto para

a ∈ S−3 .

2. Este resultado permite manejar simultáneamente cada punto de S+
3 ∪ S−3 , en oposición a los lemas

2.2.6 y 2.2.7, los cuales sólo permiten tratar con un punto de S+
1 ∪ S−1 y un punto de S+

2 ∪ S−2 .

Demostración.

El corazón de esta prueba es modificar f de una manera secuencial; en cada paso obtendremos una

función más pequeña cerca de los puntos en S+
3 ∪ S−3 .

Fijemos η > 0. De las condiciones (a1) y (b1) se tiene que para cualquier a ∈ T+ existen ε+a,1, δ
+
a,1 > 0,

tales que

|f(x)|w(x) < η/2 , en c.t.p. x ∈ [a, a + δ+
a,1] ∩Ac

ε+a,1

,

|f(x)| < η/2 , en c.t.p. x ∈ [a, a + δ+
a,1] ∩Aε+a,1

,

y |f(a + δ+
a,1)| < η/2.

De manera similar, para cualquier a ∈ T−, existen ε−a,1, δ
−
a,1 > 0, tales que

|f(x)|w(x) < η/2 , en c.t.p. x ∈ [a− δ−a,1, a] ∩Ac
ε−a,1

,

|f(x)| < η/2 , en c.t.p. x ∈ [a− δ−a,1, a] ∩Aε−a,1
,

y |f(a− δ−a,1)| < η/2.

Si T1 :=
{(
∪a∈T+ [a, a + δ+

a,1]
)
∪

(
∪a∈T− [a− δ−a,1, a]

)}
∩ supp w, y T c

1 := supp w \ T1, definimos

g1(x) :=





max {min {f(x), η/2} ,−η/2} , si x ∈ T1 ,

f(x) , si x ∈ T c
1 .

De la definición de δ+
a,1, δ

−
a,1, se deduce que g1 preserva la continuidad de f : Asumamos que f es

continua por la derecha en x; si existe ε > 0 con [x, x + ε) ∩ supp w ⊆ T1 ó [x, x + ε) ∩ supp w ⊆ T c
1 , el

resultado es claro; si existe ε > 0 con (x, x + ε) ∩ supp w ⊆ T c
1 y x ∈ T1, entonces |f(x)| < η/2 y g1 = f
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en [x, x + ε) ∩ supp w (si x = a + δ+
a,1, entonces |f(x)| < η/2; si x = a, entonces f(x) = 0); si no, existe

una sucesión decreciente {xn} que converge a x con |f(xn)| < η/2, lo que implica que |f(x)| ≤ η/2 y, por

lo tanto, g1(x) = f(x); por otro lado, si g1(y) = f(y), entonces |g1(y)− g1(x)| = |f(y)− f(x)| y por otro

lado, existe ε > 0 con |g1(y) − g1(x)| < |f(y) − f(x)| para y ∈ [x, x + ε) ∩ supp w si g1(y) 6= f(y). De

estos hechos tenemos que |g1(y) − g1(x)| ≤ |f(y) − f(x)| para y ∈ [x, x + ε) ∩ supp w. Si f es continua

por la izquierda en x, el argumento es similar.

También tenemos que |g1| ≤ |f | y sgn g1 = sgn f . Estos hechos implican que

‖f − g1‖L∞(w) = max
{

sup
a∈T+

‖f − g1‖L∞([a,a+δ+
a,1],w), sup

a∈T−
‖f − g1‖L∞([a−δ−a,1,a],w)

}

= max

{
sup

a∈T+

‖f − g1‖L∞([a,a+δ+
a,1]∩Ac

ε+a,1

, w), sup
a∈T−

‖f − g1‖L∞([a−δ−a,1,a]∩Ac

ε−a,1

, w)

}

≤ max

{
sup

a∈T+

‖f‖L∞([a,a+δ+
a,1]∩Ac

ε+a,1

, w), sup
a∈T−

‖f‖L∞([a−δ−a,1,a]∩Ac

ε−a,1

, w),

}

≤ η/2 .

Definimos gn de manera inductiva. De las condiciones (a1) y (b1) se tiene que para cualquier a ∈ T+

existen 0 < ε+a,n ≤ ε+a,n−1, 0 < δ+
a,n ≤ δ+

a,n−1, tales que

|f(x)|w(x) < η/2n , en c.t.p. x ∈ [a, a + δ+
a,n] ∩Ac

ε+a,n
,

|f(x)| < η/2n , en c.t.p. x ∈ [a, a + δ+
a,n] ∩Aε+a,n

,

y |f(a + δ+
a,n)| < η/2n.

De las condiciones (a2) y (b2) se tiene que para cualquier a ∈ T− existen 0 < ε−a,n ≤ ε−a,n−1, 0 < δ−a,n ≤
δ−a,n−1, tales que

|f(x)|w(x) < η/2n , en c.t.p. x ∈ [a− δ−a,n, a] ∩Ac
ε−a,n

,

|f(x)| < η/2n , en c.t.p. x ∈ [a− δ−a,n, a] ∩Aε−a,n
,

y |f(a− δ−a,n)| < η/2n.

Si Tn :=
{(∪a∈T+ [a, a + δ+

a,n]
) ∪ (∪a∈T− [a− δ−a,n, a]

)} ∩ supp w, y T c
n := supp w \ Tn, definimos

gn(x) =





max {min {gn−1(x), η/2n} ,−η/2n} , si x ∈ Tn ,

gn−1(x) , si x ∈ T c
n .

De la definición de δ+
a,n, δ−a,n, se deduce que gn preserva la continuidad de gn−1 y, en particular, de f .

También tenemos que |gn| ≤ |gn−1| ≤ |f | y sgn gn = sgn gn−1 = sgn f . Estos hechos implican

‖gn − gn−1‖L∞(w) = max
{

sup
a∈T+

‖gn − gn−1‖L∞([a,a+δ+
a,n],w), sup

a∈T−
‖gn − gn−1‖L∞([a−δ−a,n,a],w)

}
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= max

{
sup

a∈T+

‖gn − gn−1‖L∞([a,a+δ+
a,n]∩Ac

ε+a,n
, w), sup

a∈T−
‖gn − gn−1‖L∞([a−δ−a,n,a]∩Ac

ε−a,n
, w)

}

≤ max

{
sup

a∈T+

‖gn−1‖L∞([a,a+δ+
a,n]∩Ac

ε+a,n
, w), sup

a∈T−
‖gn−1‖L∞([a−δ−a,n,a]∩Ac

ε−a,n
, w),

}

≤ η/2n .

Observe que ‖gn − gn−1‖L∞(supp w) ≤ η/2n, pues Tn ⊆ Tn−1.

Como {|gn(x)|}n es decreciente en n, y sgn gn = sgn f , tenemos que gn(x) converge a algún g(x) para

cualquier x ∈ supp w. Si m < n, obtenemos que

‖gn− gm‖L∞(w) ≤ η/2n + · · ·+η/2m+1 ≤ η/2m, ‖gn− gm‖L∞(suppw) ≤ η/2n + · · ·+η/2m+1 ≤ η/2m.

Por lo tanto {gn} es una sucesión de Cauchy en L∞(w) y L∞(supp w); luego {gn} converge a g tanto en

L∞(w) como en L∞(supp w).

Entonces ‖f − g‖L∞(w) ≤
∑∞

n=1 η/2n = η y g preserva la continuidad de f . Si a ∈ T+, dado

cualquier ε > 0, podemos elegir n con η/2n < ε; entonces |g(x)| ≤ |gn(x)| ≤ η/2n < ε para cualquier

x ∈ [a, a + δ+
a,n] ∩ supp w. En particular, g(a) = 0, y por lo tanto g es continua por la derecha en a. Por

un argumento similar g = 0 y g es continua por la izquierda en cualquier punto de T−.

Si f ∈ L1(supp w), entonces existe δ > 0 tal que
∫
E |f | < η para cualquier conjunto medible

E ⊆ supp w con |E| < δ. Si |T+ ∪ T−| = 0, podemos elegir δ−a,1, δ
+
a,1 con la propiedad adicional |T1| < δ.

Entonces ‖f − g‖L1(supp w) ≤ ‖f‖L1(T1) < η.

Definicion 2.2.11 Un peso w se dice admisible si a ∈ (a,∞) \ S para cualquier a ∈ S+
1 ∪ S+

2 , y

a ∈ (−∞, a) \ S para cualquier a ∈ S−1 ∪ S−2 .

Para caracterizar las funciones que pueden ser aproximadas en L∞(w) por funciones continuas nuestros

argumentos requieren que w sea admisible. Esta hipótesis es muy débil; en efecto, es dif́ıcil encontrar

un peso no admisible. Para que un peso sea no admisible debe existir un intervalo totalmente contenido

en S. En particular, cualquier peso con |S| = 0 (por ejemplo, de variación total finita) es admisible.

Cualquier peso que coincida casi siempre con una función inferiormente semi-continua es admisible; en

particular, si existen intervalos abiertos disjuntos dos a dos {In} con w ∈ C(In) y |supp w \ ∪nIn| = 0,

entonces w es admisible. Ahora, daremos un ejemplo de Miguel A. Jiménez de un peso no admisible;

reproducimos este ejemplo con su permiso.

Ejemplo 2.2.1
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1. Construiremos un peso acotado w sobre [0, 1], cuyo soporte sea todo un intervalo, con ĺımite inferior

esencial 0 en todo punto de su intervalo de definición y que no sea 0 casi siempre. Este ejemplo es

fácilmente extendido a la recta real como una función 1- periódica.

Expresamos el conjunto de los números racionales contenidos en (0, 1) como una sucesión {rk},
k = 1, 2, . . .. Definimos Yk,n :=

(
rk − 1/2n+k+1, rk + 1/2n+k+1

) ∩ (0, 1), n = 1, 2, . . . y

Zn :=
⋃∞

k=1 Yk,n. Entonces {Zn}n es una sucesión de conjuntos abiertos en (0, 1), cuya longitud

decrece a cero. Definimos Xn := (0, 1) \ Zn. Entonces {Xn}n es una sucesión de conjuntos relati-

vamente cerrados en (0, 1) cuya longitud crece a 1. Tomemos gn como la función caracteŕıstica del

conjunto Xn y fn :=
∑n

j=1 gj/j2.

Las propiedades siguientes pueden verificarse sin inconvenientes: {fn}n es una sucesión creciente

de funciones positivas que convergen uniformemente a una función w sobre (0, 1). La función w

es un peso acotado por
∑

n 1/n2. El soporte de fn es el conjunto Xn y como las longitudes de Xn

crecen a 1, el soporte de f es (0, 1). Para todo n y todo x ∈ (0, 1), el ĺımite inferior esencial de

fn en x es 0. Como w − fn ≤ 1/n2 uniformemente, el peso w tiene esta misma propiedad en x.

Finalmente ni fn ni w son 0 casi siempre.

También tenemos un ejemplo no constructivo.

2. Es conocido que existe un conjunto de Borel E con 0 < |E ∩ I| < |I| para todo intervalo I (ver por

ejemplo, [39], caṕıtulo 2). Es fácil chequear que el peso w definido como la función caracteŕıstica

de E es no admisible, pues supp w = S = R.

Observe que este concepto de peso admisible es diferente del dado en [3], [33], [34], [35], [36], [37] y

[38].

Proposicion 2.2.1 Si w es un peso admisible, entonces la clausura de C(R) ∩ L∞(w) en L∞(w) es

H :=





f ∈ L∞(w) : f es continua por la derecha en cualquier punto de R+,

es continua por la izquierda en cualquier punto de R−,

para cada a ∈ S+, infε>0

(
ess lim supx∈Ac

ε , x→a+ |f(x)|w(x)
)

= 0 y ,

si a /∈ S+
1 , ess limx∈Aε, x→a+f(x) = f(a), para cualquier ε > 0

suficientemente pequeño ,

para cada a ∈ S−, infε>0

(
ess lim supx∈Ac

ε , x→a− |f(x)|w(x)
)

= 0 y ,

si a /∈ S−1 , ess limx∈Aε, x→a−f(x) = f(a), para cualquier ε > 0

suficientemente pequeño.





.



EL TEOREMA DE APROXIMACIÓN DE WEIERSTRASS CON PESOS 29

Si w ∈ L∞loc(R), entonces la claususra de C∞(R) ∩ L∞(w) en L∞(w) es también H. Además, si supp w

es compacto y w ∈ L∞(R), entonces la clausura de los polinomios también es H.

Además, si f ∈ H ∩ L1(supp w), S+
1 ∪ S+

2 ∪ S−1 ∪ S−2 es numerable y |S| = 0, entonces f puede ser

aproximada por funciones en C(R) con la norma ‖ · ‖L∞(w) + ‖ · ‖L1(supp w).

Demostración.

De los lemas 2.2.5 y 2.2.4 se deduce que H contiene a C(R) ∩ L∞(w). Para ver que H está contenido

en C(R) ∩ L∞(w), fijemos f ∈ H and ε > 0.

Los lemas 2.2.6, 2.2.7 y 2.2.8 son las claves para obtener una función continua que aproxime a f ; sólo

necesitamos combinarlos de una manera precisa y en un orden apropiado. Otro importante ingrediente

para la demostración es un lema de cubrimiento (teorema 2.3.1), que será probado en la siguiente sección,

para hacer esta prueba más clara.

Si aplicamos el lema 2.2.8 con T+ := S+
3 y T− := S−3 , obtenemos una función g1 ∈ L∞(w) que preseva

la continuidad de f , es continua por la derecha en todo punto de S+
3 y es continua por la izquierda en

todo punto de S−3 , con ‖f − g1‖L∞(w) < ε/3 (y ‖f − g1‖L1(supp w) < ε/3 si f ∈ L1(supp w), ya que

|S+
3 ∪ S−3 | = |S| = 0). Recordemos que g1(a) = 0 para todo a ∈ S+

3 ∪ S−3 .

Como w es admisible, de los lemas 2.2.6 y 2.2.7 se tiene que para cada a ∈ S−3 ∩ (S+
1 ∪ S+

2 ) existen

ba ∈ (a, a+1)\S y una función ga ∈ L∞(w)∩C([a, ba]), preservando la continuidad de g1, con ga = g1 en

supp w \ (a, ba), ‖g1 − ga‖L∞(w) < ε/3. Definimos en este caso Ua := (a, ba). Sin pérdida de generalidad

podemos asumir que no existen puntos de S3 en Ua, pues ess lim supx→a+w(x) < ∞ implica que w está

esencialmente acotado en un entorno abierto a la derecha de a.

De manera similar, para cada a ∈ S+
3 ∩ (S−1 ∪ S−2 ) existen ba ∈ (a− 1, a) \ S y una función

ga ∈ L∞(w)∩C([ba, a]), preservando la continuidad de g1, con ga = g1 en supp w\(ba, a), ‖g1−ga‖L∞(w) <

ε/3. Definimos en este caso Ua := (ba, a) y también tenemos S3 ∩ Ua = ∅.
Definimos A := (S−3 ∩ (S+

1 ∪ S+
2 ))∪ (S+

3 ∩ (S−1 ∪ S−2 )). Como tenemos S3 ∩ (∪a∈AUa) = ∅, deducimos

que cualquier Ua interseca a lo sumo otro entorno Ua (en este caso, uno de ellos es un entorno a la derecha

y el otro un entorno a la izquierda). Entonces, sin pérdida de generalidad podemos asumir que {Ua}a∈A

son disjuntos dos a dos (si esto no es aśı, podemos tomar entornos más pequeños). Este hecho implica

que A es un conjunto numerable, y podemos escribir A = ∪nan. Los lemas 2.2.6 y 2.2.7 garantizan que

podemos elegir gan con ‖g1 − gan‖L1(supp w) < 2−nε/3 si f ∈ L1(supp w).
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Definimos la función g2 como

g2(x) :=





ga(x) , si x ∈ Ua para algún a ∈ A ,

g1(x) , en otro caso .

Tenemos que ‖f − g2‖L∞(w) < 2ε/3 (y ‖f − g2‖L1(supp w) < 2ε/3 si f ∈ L1(supp w)).

Es inmediato que g2 es continua en supp w excepto quizás en los puntos del conjunto

B := ((S+
1 ∪ S+

2 ) \ S−3 ) ∪ ((S−1 ∪ S−2 ) \ S+
3 ). Los lemas 2.2.6 y 2.2.7 garantizan que para cada a ∈ B

existen 0 < r1(a), r2(a) < 1 y una función ga tal que, si definimos Ua := (a− r1(a), a + r2(a)), entonces

ga ∈ L∞(w) ∩ C(Ua), ga preserva la continuidad de g2, ga = g2 en supp w \ Ua, y ‖g2 − ga‖L∞(w) < ε/6

(si a ∈ B ∩R−, tomamos ga = g2 en (a− r1(a), a), es decir, g2 permanece sin cambios del lado izquierdo

de los puntos regulares por la izquierda; si a ∈ B ∩R+, tomamos ga = g2 en (a, a+ r2(a))). Observe que,

como en la construcción de g2, podemos asumir que no existen puntos de S3 en (a− r1(a), a + r2(a)).

Ahora, probaremos que r1(a) y r2(a) pueden ser elegidos tal que 20/21 ≤ r1(a)/r2(a) ≤ 21/20: Esto

es obvio si r1(a) = r2(a). Entonces, sin pérdida de generalidad podemos asumir que r1(a) < r2(a); si

a+ r1(a) /∈ S, usando los lemas 2.2.6 y 2.2.7, podemos obtener otra aproximación ha de g2 en el intervalo

(a− r1(a), a + r1(a)); si a + r1(a) ∈ S, entonces a + r1(a) /∈ S+
3 ∪S−3 , y existe un punto a + r3(a) /∈ S tan

cercano a a + r1(a) como queramos, pues w es admisible; entonces podemos obtener otra aproximación

ha de g2 en el intervalo (a− r1(a), a + r3(a)).

Ya que {Ua}a∈B es un cubrimiento por abiertos de B, el teorema 2.3.1 de la próxima sección garantiza

que existe una sucesión {an} ⊂ B tal que B ⊂ ∪nUan , cada Uan interseca a lo sumo dos Uam ’s, y ningún

Uan está contenido en otro Uam . Consecuentemente, la intersección de dos intervalos no corta a ningún

otro intervalo, es decir, Uai ∩ Uaj ∩ (∪k 6=i,jUak
) = ∅.

Definimos [αn, βn] := Uan . Supongamos que Uai ∩Uaj 6= ∅, con αi < αj ; entonces Uai ∩Uaj = [αj , βi]

y [αj , βi] ∩ Uak
= ∅ para cualquier k 6= i, j. Definimos las funciones

gaj ,ai(x) := gai,aj (x) :=
βi − x

βi − αj
gai(x) +

x− αj

βi − αj
gaj (x) .

Observe que gai,aj ∈ C([αj , βi]) y satisface gai,aj (αj) = gai(αj), gai,aj (βi) = gaj (βi), y

‖gaj ,ai−g2‖L∞([αj ,βi],w) ≤
∥∥∥∥

βi − x

βi − αj
(gai(x)− g2(x))

∥∥∥∥
L∞([αj ,βi],w)

+
∥∥∥∥

x− αj

βi − αj

(
gaj (x)− g2(x)

)∥∥∥∥
L∞([αj ,βi],w)

<
ε

3
.

Si definimos la función g3 como

g(x) :=





g2(x) , si x ∈ supp w \ ∪nUan ,

gai(x) , si x ∈ Uai , x /∈ ∪m6=iUam ,

gai,aj (x) , si x ∈ Uai ∩ Uaj ,
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entonces g3 es una función continua en supp w, ‖g2 − g3‖L∞(w) ≤ ε/3 y ‖f − g3‖L∞(w) < ε.

Si f ∈ L1(supp w) y B es numerable, también podemos obtener ‖g2 − g3‖L1(supp w) < ε/3 (de la

misma manera podemos obtener una aproximación L1 para g2), y entonces ‖f − g3‖L1(supp w) < ε.

Es fácil elegir una función g ∈ L∞(w) ∩ C(R) con g = g3 en supp w. Definimos g := g3 en supp w;

entonces g ∈ C(supp w). Ya que supp w es un conjunto cerrado, el complemento de supp w es una unión

numerable de intervalos abiertos disjuntos dos a dos R \ supp w = ∪n(αn, βn). Si (αn, βn) está acotado,

entonces αn, βn ∈ supp w, y definimos g en este intervalo como la función cuyo gráfico es el segmento

de recta que une a los puntos (αn, g3(αn)) y (βn, g3(βn)); si (αn, βn) = (−∞, βn) para algún n, entonces

βn ∈ supp w, y definimos g := g3(βn) en este intervalo; si (αn, βn) = (αn,∞) para algún n, entonces

αn ∈ supp w, y definimos g := g3(αn) en este intervalo. Es claro que esta función es continua en R.

Si supp w es compacto y w ∈ L∞(R), la clausura de los polinomios es también H, como una conse-

cuencia del teorema de aproximación de Weierstrass.

Si w ∈ L∞loc(R), dividimos R en los intervalos R = ∪n∈Z[2n − 1, 2n + 2]. Para cada ε > 0, existe

gn ∈ C∞([2n− 1, 2n + 2]) (de hecho, podemos tomar gn como un polinomio) con

‖f − gn‖L∞([2n−1,2n+2],w) < 2−|n|−2ε.

Consideremos una partición de la unidad {φn} que satisfaga:
∑

n∈Z φn = 1 en R, φn|[2n,2n+1] ≡ 1,

0 ≤ φn ≤ 1 y φn ∈ C∞
c ((2n−1, 2n+2)). Observe que gnφn ∈ C∞

c (R); por lo tanto la función g :=
∑

n gnφn

pertenece a C∞(R) (pues la suma es localmente finita) y satisface

‖f − g‖L∞(w) =

∥∥∥∥∥f
∑

n

φn −
∑

n

gnφn

∥∥∥∥∥
L∞(w)

≤
∑

n

‖(f − gn)φn‖L∞(w) <
∑

n

2−|n|−2ε < ε .

¥

Podemos reformular la proposición 2.2.1 como sigue:

Teorema 2.2.1 Sean w un peso admisible y

H0 :=





f ∈ L∞(w) : f es continua por la derecha en cualquier punto de R+,

es continua por la izquierda en cualquier punto de R−,

para cada a ∈ S+, ess limx→a+ |f(x)− f(a)|w(x) = 0,

para cada a ∈ S−, ess limx→a− |f(x)− f(a)|w(x) = 0





.

Entonces:

(a) La clausura de C(R) ∩ L∞(w) en L∞(w) es H0.

(b) Si w ∈ L∞loc(R) entonces la clausura de C∞(R) ∩ L∞(w) en L∞(w) es también H0.
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(c) Si supp w es compacto y w ∈ L∞(R) entonces la clausura de los polinomios es H0.

(d) Si f ∈ H0∩L1(supp w), S+
1 ∪S+

2 ∪S−1 ∪S−2 es numerable y |S| = 0, entonces f puede ser aproximada

por funciones en C(R) con la norma ‖ · ‖L∞(w) + ‖ · ‖L1(supp w).

Observacion 2.2.10

1. Este resultado mejora el teorema 2.1 de [35], pues removemos la hipótesis de que w ∈ L∞. Además

el conjunto de los puntos singulares es más pequeño que el que aparece en [35], ya que S ⊆ supp w

(ver la observación tras la definición 2.2.7). Finalmente, la hipótesis |S| = 0 en [35] es reemplazada

por la condición mucho más débil de que w sea admisible.

2. Fijados x1, . . . , xm ∈ R(w), la prueba de este teorema permite obtener funciones aproximantes a f

que coinciden con f en algún entorno abierto de {x1, . . . , xm}.

Demostración.

Sólo necesitamos mostrar la equivalencia de las condiciones (a) y (b) que siguen:

(a) para cada a ∈ S+,

(a.1) infε>0

(
ess lim supx∈Ac

ε , x→a+ |f(x)|w(x)
)

= 0,

(a.2) si a /∈ S+
1 , ess limx∈Aε, x→a+f(x) = f(a), para ε > 0 suficientemente pequeño,

(b) para cada a ∈ S+, ess limx∈supp w, x→a+ |f(x)− f(a)|w(x) = 0.

(Es inmediato que (b) es equivalente a ess limx→a+ |f(x) − f(a)|w(x) = 0 para cada a ∈ S+, pues

w(x) = 0 en c.t.p. x /∈ supp w.)

La equivalencia de (a) y (b) cuando a ∈ S− es similar.

Es claro que (b) implica (a). De la hipótesis (a.1) se obtiene que para cada η > 0, existen ε, δ > 0

con ‖f‖L∞([a,a+δ]∩Ac
ε ,w) < η/3 y |f(a)|ε < η/3. Por la hipótesis (a.2) podemos elegir δ con la condición

adicional ‖f − f(a)‖L∞([a,a+δ]∩Aε,w) < η/3. Esta desigualdad implica

‖f − f(a)‖L∞([a,a+δ],w) ≤ ‖f‖L∞([a,a+δ]∩Ac
ε ,w) + |f(a)| ε + ‖f − f(a)‖L∞([a,a+δ]∩Aε,w) < η .

¥

La prueba de la parte (a) del teorema anterior sólo usa la admisibilidad de w para construir una

sucesión {fn}n ⊂ C(R) ∩ L∞(w) que converge a f ∈ H0 en norma L∞(w). Consecuentemente, la

siguiente afirmación también es cierta.
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Corolario 2.2.1 Para cualquier peso w, la clausura de C(R)∩L∞(w) en L∞(w) está contenida en H0

El teorema 2.2.1 también tiene la siguiente consecuencia directa.

Corolario 2.2.2 Consideremos α1 < · · · < αn y un peso admisible w en [α1, αn]. Entonces, f pertenece

a la clausura de C ([α1, αn]) ∩ L∞([α1, αn] , w) en L∞([α1, αn] , w) si y sólo si f pertenece a la clausura

de C ([αm, αm+1]) ∩ L∞([αm, αm+1] , w) en L∞([αm, αm+1] , w) para todo 1 ≤ m < n.

Ahora trataremos el problema de aproximación por polinomios y funciones diferenciables.

Definicion 2.2.12 Dado un peso w con soporte compacto, un polinomio p ∈ L∞(w) se dice polinomio

minimal para w si cualquier polinomio en L∞(w) es un múltiplo de p. Un polinomio minimal para w

se dice el polinomio minimal para w (y lo denotaremos por pw) si él es 0 o es mónico.

Es claro que siempre existe un polinomio minimal para w (aunque sea 0): es suficiente considerar un

polinomio en L∞(w) de grado mı́nimo. Los polinomios minimales para w son únicos salvo multiplicación

por un factor constante; este hecho siempre permite definir pw.

Observemos que pw = 0 si y sólo si el único polinomio en L∞(w) es 0.

Teorema 2.2.2 Consideremos un peso w con soporte compacto. Si pw ≡ 0, entonces la clausura del

espacio de los polinomios en L∞(w) es {0}. Si pw no es idénticamente 0, la clausura del espacio de los

polinomios en L∞(w) es el conjunto de funciones f tales que f/pw está en la clausura del espacio de los

polinomios en L∞(|pw|w).

Observacion 2.2.11 El peso |pw|w está acotado (ya que pw ∈ L∞(w)) y tiene soporte compacto. En-

tonces -por el teorema 2.2.1- conocemos cuál es la clausura del espacio de los polinomios en L∞(|pw|w)

(observe que |pw|w es admisible si w es admisible).

Demostración.

La primera afirmación es clara, porque pw = 0 si y sólo si el único polinomio en L∞(w) es 0.

Probaremos la segunda afirmación. Primero, asumamos que f/pw está en la clausura del espacio de los

polinomios en L∞(|pw|w). Elegimos una sucesión de polinomios {qn} con ‖f/pw − qn‖L∞(|pw|w) < 1/n.

Tenemos que ‖f − pwqn‖L∞(w) = ‖f/pw − qn‖L∞(|pw|w) < 1/n. Consecuentemente, f pertenece a la

clausura del espacio de los plinomios en L∞(w).
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Asumamos ahora que f/pw no está en la clausura del espacio de los polinomios en L∞(|pw|w). En-

tonces existe una constante c > 0 tal que ‖f/pw − p‖L∞(|pw|w) ≥ c para todo polinomio p y, por con-

siguiente, ‖f − pwp‖L∞(w) = ‖f/pw − p‖L∞(|pw|w) ≥ c para todo polinomio p. Como todo polinomio

q ∈ L∞(w) puede escribirse como q = pwp para algún polinomio p, tenemos que f no puede ser aproxi-

mada por polinomios en L∞(w).
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Definicion 2.2.13 Dado un peso w, definimos el conjunto

T := {a ∈ R : ess lim supx→aw(x) = ∞} ⊂ supp w.

Observe que T es un conjunto cerrado.

Definicion 2.2.14 Dado un peso w, una función fw ∈ C∞(R)∩L∞loc(w) se dice función minimal para

w si toda función f ∈ C∞(R) ∩ L∞(w) puede escribirse como f = fw g, con g ∈ C∞(R).

Es inmediato que las funciones minimales para w son únicas salvo multiplicación por una función en

C∞(R) sin ceros, y que una función minimal fw verifica fw(x) = 0 si y sólo si x ∈ T .

Observe que R \ T es un conjunto abierto no vaćıo, ya que el caso w ≡ ∞ está excluido; entonces

existe alguna función en C∞(R) ∩ L∞(w). Consecuentemente, no es posible que fw sea idénticamente

cero.

La misma prueba del teorema 2.2.2, usando una función minimal en vez de el polinomio minimal, nos

permite obtener el siguiente resultado

Teorema 2.2.3 Consideremos un peso w tal que existe una función minimal fw para w. Entonces la

clausura de C∞(R) en L∞(w) es el conjunto de funciones f tales que f/fw está en la clausura de C∞(R)

en L∞(|fw|w).

Observacion 2.2.12 El peso |fw|w es localmente acotado (pues fw ∈ L∞loc(w)). Entonces conocemos por

el teorema 2.2.1, cuál es la clausura de C∞(R) en L∞(|fw|w), si |fw|w es admisible.

Para hacer uso del teorema 2.2.3 necesitamos una función minimal para w. Enfrentemos el problema

de construir tal función minimal.

Definicion 2.2.15 Dado un peso w, una función fw se dice función minimal local para w en a ∈ T

si fw ∈ C∞((a− ε, a + ε)) ∩ L∞((a− ε, a + ε), w) para algún ε > 0, y cualquier función

f ∈ C∞((a− ε, a+ ε))∩L∞((a− ε, a+ ε), w) puede ser escrita como f = fw g, con g ∈ C∞((a− ε, a+ ε)).
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Es claro que fw es una función minimal local para w en a si y sólo si existe ε > 0 tal que fw es una

función minimal para w χ(a−ε,a+ε), donde χB denota la función caracteŕıstica del conjunto B.

Proposicion 2.2.2 Consideremos un peso w. Si T es discreto y para todo punto a ∈ T existe una

función minimal local fw,a para w en a, entonces existe una función minimal fw para w con fw = fw,a

en un entorno de a, para todo a ∈ T .

Demostración.

Como T es cerrado y discreto, no existen puntos de acumulación de T ; entonces T = {an}n∈Λ, con

Λ igual a Z, Z+, o un conjunto finito, y {an}n∈Λ es una sucesión monótona. Consideremos ε0n > 0, la

constante que aparece en la definición de función minimal local para fw,an . Existen 0 < εn < ε0n tales que

{(an−εn, an +εn)}n∈Λ son disjuntos dos a dos. Consideremos φn ∈ C∞
c ((an−εn, an +εn)) con 0 ≤ φn ≤ 1

y φn = 1 in (an − εn/2, an + εn/2); definimos también φ = 1−∑
n∈Λ φn.

Mostraremos ahora que fw = φ +
∑

n∈Λ φnfw,an es una función minimal para w. Observe primero

que fw = fw,an en (an−εn/2, an+εn/2); entonces, fw ∈ C∞(R)∩L∞loc(w), pues w, fw ∈ L∞loc(R\∪n∈Λ(an−
εn/2, an + εn/2)).

Consideremos f ∈ C∞(R)∩L∞(w). Sólo necesitamos mostrar que f/fw = f/(φ +
∑

n∈Λ φnfw,an) ∈ C∞(R).

Esta función es suave en todo punto de R \ T , pues se expresa como el cociente de dos funciones suaves

con denominador no nulo. Observe que f/fw = f/fw,an en (an − εn/2, an + εn/2); consecuentemente,

f/fw es suuave en an, ya que fw,an es una función minimal local para w en an.

¥

Definicion 2.2.16 Dado un peso w, diremos que a ∈ T tiene orden n ∈ Z+ si

ess limx→a, x∈supp ww(x)|x − a|n−1 = ∞ y ess lim supx→aw(x)|x − a|n < ∞. Diremos que a ∈ T tiene

orden finito si a tiene orden n para algún n ∈ Z+.

Proposicion 2.2.3 Consideremos un peso w y a ∈ T con orden n. Entonces (x − a)n es una función

minimal local para w en a.

Demostración.

Primero, observemos que la condición ess lim supx→aw(x)|x − a|n < ∞ implica que existe ε > 0 con

(x− a)n ∈ L∞((a− ε, a + ε), w).

Sólo necesitamos mostrar que para cualquier función f ∈ C∞((a − ε, a + ε)) ∩ L∞((a − ε, a + ε), w),

se tiene f(x)/(x− a)n ∈ C∞((a− ε, a + ε)).
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Ya que ess lim supx→a|f(x)|w(x) < ∞ y ess limx→a, x∈suppww(x)|x− a|n−1 = ∞, tenemos que

ess limx→a, x∈supp wf(x)/(x− a)n−1 = 0.

Como f ∈ C∞((a− ε, a + ε)), tenemos que para todo m ≥ 0 existe

lim
x→a

f(x)−∑m
k=0 f (k)(a)(x− a)k/k!

(x− a)m
=

f (m+1)(a)
(m + 1)!

.

Entonces f(a) = f ′(a) = · · · = f (n−1)(a) = 0, y tenemos que f(x)/(x− a)n ∈ C∞((a− ε, a + ε)).
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Observe que el teorema 2.2.3 (respectivamente el teorema 2.2.2) junto con las proposiciones 2.2.2 y

2.2.3 describen la clausura de las funciones suaves (respectivamente polinomios) en L∞(w), si todo punto

de T tiene orden finito (en este caso tenemos que T es discreto).

De nuestros resultados se obtiene que para muchos pesos no acotados la clausura de C∞(R) en L∞(w)

no coincide con la clausura de C(R) en L∞(w).

Proposicion 2.2.4 Consideremos un peso w tal que w ∈ L∞loc([a− ε, a)∪ (a, a+ ε]) y 1/w es comparable

con el módulo de una función minimal local para w en a. Entonces la clausura de C∞(R) en L∞(w) no

es igual a la clausura de C(R) en L∞(w).

Observacion 2.2.13 Si w es comparable con |x−a|−n en un entorno de a, para algún n ∈ Z+, entonces

1/w es comparable con el módulo de una función minimal local para w en a (por la proposición 2.2.3,

podemos tomar (x− a)n como esta función minimal).

Demostración.

Sin pérdida de generalidad podemos asumir que 1/w = |fw| en (a− ε, a+ ε), donde fw es una función

minimal local para w en a, y que fw ∈ C∞([a− ε, a + ε]). Elegimos una función φ ∈ C∞
c ((a − ε, a + ε))

con φ = 1 en (a− ε/2, a + ε/2).

Veremos que la función

f(x) := fw(x)φ(x) sin
1

x− a

está en la clausura de C(R) en L∞(w) y no está en la clausura de C∞(R) en L∞(w). Puesto que

suppf ⊂ (a − ε, a + ε), podemos asumir que w ≡ 0 en R \ [a − ε, a + ε]. Por consiguiente el peso w no

tiene puntos singulares, ya que 1/w = |fw| en (a− ε, a + ε) y fw ∈ C∞([a− ε, a + ε]).

Es claro que f está en la clausura de C(R) en L∞(w), pues f ∈ C(R) ∩ L∞(w): recordemos que

T = {a}, porque w ∈ L∞loc([a− ε, a) ∪ (a, a + ε]).
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La función f/fw no pertenece a la clausura de C∞(R) en L∞(1), ya que no es una función continua

en a. Entonces del teorema 2.2.3 se obtiene que f no está en la clausura de C∞(R) en L∞(w).
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2.3 Lemas de cubrimiento.

El siguiente resultado es un lema tipo Besicovitch-Vitali; esta clase de lema juega un rol importante

en Análisis Armónico (ver por ejemplo, [15]). La prueba del lema 2.3.1 sigue las ideas clásicas de las

demostraciones de este tipo de lemas (ver por ejemplo [15], caṕıtulo 3.2). Sin embargo, nuestra situación

difiere de la situación estándar en que nosotros cubrimos un conjunto posiblemente no acotado B por

intervalos no centrados en los puntos de B; por esta razón incluimos los detalles de la prueba. El lema

2.3.1 es la herramienta principal en la demostración del teorema 2.3.1.

Lema 2.3.1 Sean B un subconjunto de R y M un número positivo. Para cada a ∈ B consideremos un

intervalo abierto Ua := (a− r1(a), a + r2(a)), con 0 < r1(a), r2(a) < M y 20/21 ≤ r1(a)/r2(a) ≤ 21/20.

Entonces, podemos elegir una sucesión {an} ⊂ B tal que B ⊂ ∪nUan, y {an} puede ser distribuida en

42 sucesiones {an1}, {an2}, . . . , {an42} tal que para cada j fijo tenemos que los miembros de {Uanj
} son

disjuntos dos a dos.

Observacion 2.3.1 La prueba del lema permite obtener una constante mayor que 21/20, pero en la

prueba de la proposición 2.2.1 sólo necesitamos una constante mayor que 1.

Demostración.

Asumamos que el lema es cierto para conjuntos acotados B, con 14 sucesiones (en vez de 42). Si B

no está acotado, podemos considerar los conjuntos acotados Bk := B ∩ [2kM, (2k + 2)M ], para cualquier

entero k. Aplicando el lema a cada Bk, obtenemos 14 sucesiones para cada k; como 0 < r1(a), r2(a) < M ,

un intervalo correspondiente con k sólo puede intersecarse con los intervalos correspondientes con k − 1,

k y k + 1. Por lo tanto, el lema es cierto con 3 · 14 = 42 sucesiones. Luego, sin pérdida de generalidad,

podemos asumir que B está acotado.

Para cada a ∈ B, definimos r(a) := min{r1(a), r2(a)}. Elegimos la sucesión {an} ⊂ B de la siguiente

manera: a1 con r(a1) > 3
4 sup {r(a) : a ∈ B}; elegidos a1, . . . , an, consideremos an+1 con

r(an+1) > 3
4 sup {r(a) : a ∈ B \ Ua1 ∪ · · · ∪ Uan}.

De esta manera obtenemos una sucesión {an} ⊂ B. Si esta sucesión es finita, entonces B ⊂ ∪nUan .

Si esta sucesión es infinita, entonces limn→∞ r(an) = 0: Buscando una contradicción, supondremos
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que r(an) > α > 0 para todo n. Definimos m := 21/20. Observe que los intervalos en la sucesión

{(an − r1(an)/(3m), an + r2(an)/(3m))}n son disjuntos dos a dos: si x ∈ Uan ∩ Uak
, entonces

x ∈ (an − r(an)/3, an + r(an)/3)∩ (ak − r(ak)/3, ak + r(ak)/3), ya que ri(an)/m ≤ r(an). Sin pérdida de

generalidad podemos asumir que an < ak; por lo tanto, x−an < r(an)/3 y ak−x < r(ak)/3, y deducimos

que ak − an < r(an)/3 + r(ak)/3; si estamos en el caso k < n, también tenemos r(ak) > 3r(an)/4 y

r(ak) < ak − an, pues an /∈ Uak
, y concluimos que r(ak) < ak − an < r(an)/3 + r(ak)/3; por tanto,

r(ak) < r(an)/2, lo cual es una contradicción. El caso k > n es análogo. Por lo tanto, limn→∞ r(an) = 0.

Si a = an para algún n, tenemos directamente a ∈ ∪nUan . Si a ∈ B \ {an}n, entonces existe n con

r(an+1) ≤ 3r(a)/4, y esto implica que a ∈ Ua1 ∪ · · · ∪ Uan . Por consiguiente, B ⊂ ∪nUan .

Para probar la segunda conclusión del lema, fijamos Uan y preguntamos cuántos Uak
’s, con k < n,

intersecan a Uan . Tales Uak
’s pueden ser clasificados en dos tipos: aquellos que verifican

|an − ak| ≤ 3mr(an) (tipo 1), y aquellos que verifican la desigualdad contraria (tipo 2). Recordemos que

r(ak) > 3r(an)/4 para todo k < n.

Asumiremos que es cierto el siguiente resultado.

Afirmación. Existe a lo sumo un k < n con Uak
∩ Uan 6= ∅, |an − ak| > 5

2mr(an) y ak < an. Lo

anterior tambén es cierto si cambiamos ak < an por ak > an.

Asumiendo que esta exigencia es cierta por el momento, completamos la demostración. Definimos

ahora Vk :=
(
ak − 1

4r(an), ak + 1
4r(an)

)
si k es de tipo 1, y Vk :=

(
a∗k − 1

4r(an), a∗k + 1
4r(an)

)
si k es de

tipo 2, donde a∗k es el punto entre ak y an a distancia 3mr(an) de an.

Tenemos que los conjuntos Vk’s son disjuntos dos a dos: si k1 y k2 son de tipo 1, esto es una

consecuencia de que |ak1 − ak2 | ≥ min{r(ak1), r(ak2)} > 3
4r(an); si k1 y k2 son de tipo 2, esto es una

consecuencia directa de nuestra exigencia; si k1 es de tipo 1 y k2 es de tipo 2, de la afirmación que

imponemos se deduce que |ak1 − a∗k2
| ≥ 1

2mr(an) > 1
2r(an), lo que implica que Vak1

y Vak2
son disjuntos.

Ahora bien, todo Vk está contenido en un intervalo centrado en an con radio (3m+ 1
4)r(an). Como el

radio de cualquier Vk es 1
4r(an), existen a lo sumo 12m + 1 tales ı́ndices k’s; en efecto, existen a lo sumo

13 k’s con Uak
∩ Uan 6= ∅ y k < n, pues 12m + 1 < 14.

Por lo tanto, {an} puede ser distribuida en 14 sucesiones {an1}, {an2}, . . . , {an14} tales que para cada

j fijado, los conjuntos {Uanj
}nj son disjuntos dos a dos.

Demostración de la afirmación. Buscando una contradicción, supongamos que existen k1, k2 < n

con Uaki
∩ Uan 6= ∅, an − aki

> 5
2mr(an) (for i = 1, 2) y ak1 < ak2 < an. Como an − ak2 > 5

2mr(an) por

hipótesis, ak2 /∈ Uan ; si k1 < k2, también tenemos que ak2 /∈ Uak1
por la elección de ak2 y, consecuente-
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mente, Uak1
∩Uan = ∅, lo cual es una contradicción. Si k1 > k2, tenemos que r(ak2) > 3

4r(ak1) > 9
16r(an);

si denotamos por x la distancia entre an y Uak2
, También tenemos mr(ak2) + x > an − ak2 > 5

2mr(an),

es decir,
21
20

r(ak2) + x >
21
8

r(an). (2.5)

Para encontrar una contradicción es suficiente ver que

3
5
r(ak2) + x ≥ 21

20
r(an), (2.6)

pues esta desigualdad implica que sucesivamente (observe que 3
5 = 2− 4

3m)

2r(ak2) + x ≥ 4
3
mr(ak2) + mr(an),

2r(ak2) + x > mr(ak1) + mr(an),

an − ak1 > mr(ak1) + mr(an),

Uak1
∩ Uan = ∅.

Observe que r(ak2) > 9
16r(an) es equivalente a 3

5r(ak2) + 57
80r(an) > 21

20r(an); si x ≥ 57
80r(an), esto implica

(2.6).

Si x < 57
80r(an), (2.5) garantiza que 21

20r(ak2) + 57
80r(an) > 21

8 r(an).

Esta desigualdad implica que r(ak2) > 51
28r(an) > 7

4r(an), lo que garantiza (2.6).
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El siguiente teorema mejora el lema anterior.

Teorema 2.3.1 Sean B un subconjunto de R y M un número positivo. Para cada a ∈ B consideramos

un intervalo abierto Ua := (a−r1(a), a+r2(a)), con 0 < r1(a), r2(a) < M y 20/21 ≤ r1(a)/r2(a) ≤ 21/20.

Entonces, se puede elegir una sucesión {an} ⊂ B tal que B ⊂ ∪nUan, cada Uan interseca a lo sumo dos

Uam’s, y ningún Uan está contenido en otro Uam.

Demostración.

Denotaremos por {αn}n una sucesión de elementos de B arbitraria con las propiedades de la afirmación

del lema 2.3.1. Como {αn}n es numerable, podemos asumir que ningún Uαn está contenido en otro Uαm ;

si no es aśı, removemos de la sucesión (de manera secuencial) aquellos elementos cuyos entornos estén

contenidos en otro Uαm .

Consideremos lo puntos en {αn}n tales que Uαn interseca a Uα1 . Observe que a lo sumo existen

83 = 1+2(42−1) puntos en {αn}n (incluyendo α1) con tal propiedad, porque ningún Uαn está contenido en
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otro Uαm y por el lema 2.3.1. Denotamos por {αn1 , . . . , αnr} a estos puntos (r ≤ 83). Entonces podemos

elegir a lo sumo tres nj1 , nj2 , nj3 ⊂ {n1, . . . , nr}, con Uαn1
∪· · ·∪Uαnr

= Uαnj1
∪Uαnj2

∪Uαnj3
, y tales que

para cualquier permutación {u, v, w} de {1, 2, 3}, Uαnju
no está contenida en Uαnjv

∪ Uαnjw
. Denotamos

por {α1
n} la subsucesión obtenida removiendo de {αn} los elementos {αn1 , . . . , αnr}\{αnj1

∪αnj2
∪αnj3

}.
Es claro que ∪nUαn = ∪nUα1

n
y que los puntos en Uα1 están a lo sumo en dos intervalos de {Uα1

n
} (aunque

α1 no pertenezca a {α1
n}).

Denotamos por k el mayor de los enteros con αk ∈ {α1
n} y k > 1. El último proceso puede ser

repetido, con αk en vez de α1, y {α1
n} en vez de {αn}, obteniendo aśı una subsucesión {α2

n} tal que

∪nUαn = ∪nUα2
n

y los puntos en Uα1 ∪ Uαk
están a lo sumo en dos intervalos de {Uα2

n
}.

Iterando este proceso, obtenemos subsucesiones {α1
n} ⊃ {α2

n} ⊃ {α3
n} ⊃ · · ·. Denotamos por {an} la

intersecciones de tales subsucesiones. Tenemos que ∪nUαn = ∪nUan y los puntos de este conjunto están

a lo sumo en dos intervalos de {Uan}. Además, ningún Uan está contenido en otro Uam . Por lo tanto,

cada Uan interseca a lo sumo dos Uam ’s.

¥



Caṕıtulo 3

El teorema de Weierstrass con derivadas

de primer orden.

3.1 Preliminares.

En este caṕıtulo nos dedicaremos al estudio de un problema de aproximación similar al del caṕıtulo

precedente, sólo que aproximaremos simultáneamente una función y su derivada. Caracterizaremos el

conjunto de funciones que pueden ser aproximadas por funciones de clase C1 en W 1,∞(w0, w1), donde

los pesos w0, w1 no están ni necesariamente acotados ni necesariamente relacionados entre śı. Esta

caracterización dependerá del valor L(a) := ess lim supx→a|x− a|w0(x) en cualquier punto singular a de

w1.

Dependiendo de este valor (L(a) = 0, 0 < L(a) < ∞, L(a) = ∞), los teoremas 3.2.2, 3.2.3 y 3.2.4

describen, respectivamente, el conjunto de las funciones que pueden ser aproximadas por funciones de

clase C1 en W 1,∞(I, w0, w1), cuando w1 tiene un sólo punto singular. Además, algunas de las condiciones

que aparecen en las caracterizaciones no son del todo obvias, nuestros métodos de prueba son

constructivos. El resultado principal de este caṕıtulo es el teorema 3.2.6, el cual da una caracteri-

zación para el conjunto de las funciones que pueden ser aproximadas por funciones de clase C1 en

W 1,∞(I, w0, w1), cuando w1 tiene infinitas singularidades (aún para intervalos no acotados), combinando

los resultados de los teoremas 3.2.2, 3.2.3 y 3.2.4. También usaremos estos resultados para estudiar el

problema de aproximación por funciones de clase C∞ (ver teorema 3.2.8).

Finalmente, un juego diferente de ideas nos permite caracterizar el conjunto de las funciones que

pueden ser aproximadas por polinomios (ver teorema 3.2.9). Todo el estudio hecho en este caṕıtulo

41
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aparece en [31].

3.2 Aproximación en W 1,∞(w0, w1).

Empezaremos esta sección con la definición de los espacios de Sobolev W 1,∞(w0, w1); para ello

seguiremos las ideas de [21]. Observemos que la derivada distribucional de una función f en un dominio

Ω es una función integrable sobre cualquier subconjunto compacto de Ω, es decir, f ′ ∈ L1
loc(Ω). Si

f ′ ∈ L∞(Ω, w1), una condición suficiente para obtener la inclusión

L∞(Ω, w1) ⊆ L1
loc(Ω),

es que el rećıproco del peso w1 sea integrable sobre cualquier subconjunto compacto de Ω, es decir, 1/w1 ∈
L1

loc(Ω) (ver por ejemplo, las pruebas de los teoremas 3.2.6 y 3.2.8 de este caṕıtulo). Consecuentemente,

f ∈ ACloc(Ω), es decir, f es absolutamente continua sobre cualquier intervalo compacto contenido en Ω.

Definicion 3.2.1 Dados dos pesos w1 y w2, denotaremos por Ω el mayor conjunto (el cual es una unión

de intervalos) que satisface 1/w1 ∈ L1
loc(Ω). Siempre requeriremos que suppw1 = Ω.

Definimos el espacio de Sobolev con peso W 1,∞(w0, w1), como el conjunto de todas las (clases de

equivalencia de) funciones f ∈ L∞(w0) ∩ ACloc(Ω), tales que su derivada débil f ′ en Ω pertenece a

L∞(w1).

Con esta definición, el espacio de Sobolev con peso W 1,∞(w0, w1) es un espacio de Banach (ver [21],

sección 3). En general, esto no es cierto sin nuestras hipótesis (ver algunos ejemplos en [21]).

Para controlar la norma Sobolev de una función, usando su derivada, necesitamos la siguiente versión

(ver una prueba en [33], lema 3.2) de la desigualdad de Muckenhoupt (ver [27], [26], p. 44).

Lema 3.2.1 Consideremos dos pesos w0, w1 en [α, β] y a ∈ [α, β]. Entonces existe una constante positiva

c tal que ∥∥∥∥
∫ x

a
g(t)dt

∥∥∥∥
L∞([α,β],w0)

≤ c‖g‖L∞([α,β],w1)

para cualquier función medible g en [α, β], si y sólo si

ess supα<x<βw0(x)
∣∣∣∣
∫ x

a
1/w1

∣∣∣∣ < ∞.

Observacion 3.2.1 El resultado también es válido cuando α = −∞ y/o β = ∞.
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Ahora mostraremos las herramientas más importantes utilizadas para el desarrollo de la prueba del

resultado principal de este caṕıtulo (teorema 3.2.6).

Lema 3.2.2 Consideremos δ0 > 0, λ ∈ R y u ∈ C([a − δ0, a)). Para cada 0 < δ < δ0, existe

v ∈ C([a− δ0, a]) con:

1. v(x) = u(x) si x /∈ (a− δ, a).

2. |v(x)− u(a)| ≤ 2|u(x)− u(a)| para cualquier x ∈ [a− δ0, a).

3. Existe η > 0 con v(x) = u(a) si x ∈ [a− η, a].

Además, si definimos U(x) :=
∫ x
a−δ0

u y V (x) :=
∫ x
a−δ0

v, también tenemos que:

i) V (a) = U(a−) y |V (x)− U(a−)| ≤ |U(x)− U(a−)|+ 2|u(a)||x− a| para cualquier x ∈ [a− δ0, a),

siempre que exista U(a−) := lim
x→a−

U(x).

ii) V (a) = λ y |V (x)− λ| ≤ |U(x)− λ|+ 2|u(a)||x− a| para cualquier x ∈ [a− δ0, a), si lim
x→a−

U(x)

no existe.

Observacion 3.2.2

1. El valor de u(a) no está necesariamente relacionado con los valores de u en [a− δ0, a).

2. Un resultado similar es cierto para u ∈ C((a, a + δ0]).

Demostración.

Nuestro objetivo es construir una función V , que aproxime a U , que coincida con U cuando estamos

lejos del punto a y que tenga gráfico igual a una recta r cerca del punto a. Para hacer esto, realizaremos

dos cambios en u: v1 tendrá una primitiva que interseque a r y v2 suavizará de forma diferenciable la

conexión con r.

Podemos asumir que a = 0. Sólo consideraremos el caso u(0) > 0; el caso u(0) < 0 es análogo y el

caso u(0) = 0 es más sencillo.

(i) Asumamos que existe U(0−) := lim
x→0−

U(x).

(1) Consideremos primero el caso U(x) > r(x) := U(0−) + u(0)x, para cualquier punto en algún

intervalo (−δ′, 0), con δ′ < δ. Si u(x) = u(0) para cualquier x en un entorno abierto izquierdo
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de 0, es suficiente tomar v := u. Si no es aśı, es posible elegir 0 < δ2 < δ1 < min{δ, δ′} y una

función v1 ∈ C([−δ0, 0)) con

v1(x) = u(x), si x /∈ (−δ1,−δ2),

v1(x) < u(x), si x ∈ (−δ1,−δ2),

|v1(x)− u(0)| ≤ 2|u(x)− u(0)|, para cualquier x;

entonces V1(x) ≤ U(x), para cualquier x, si V1(x) :=
∫ x
−δ0

v1.

Como lim
x→0−

V1(x) < U(0−), entonces existe un valor mı́nimo−δ3 ∈ (−δ1, 0) con V1(−δ3) = r(−δ3);

esto implica que V ′
1(−δ3) = v1(−δ3) ≤ u(0) = r′(−δ3), ya que V1(−δ1) = U1(−δ1) > r(−δ1).

(1.1) Si v1(−δ3) < u(0), elegimos 0 < ε1 < δ1 − δ3 y 0 < ε2 < δ3/2 con v1(x) < u(0) para

x ∈ [−δ3 − ε1,−δ3 + ε2]. Consideremos una función v2 ∈ C([−δ3 − ε1,−δ3 + ε2]) con

v1 ≤ v2 ≤ u(0), v2(−δ3 − ε1) = v1(−δ3 − ε1),

v2(−δ3 + ε2) = u(0), y
∫ −δ3
−δ3−ε1

(v2 − v1) =
∫ −δ3+ε2
−δ3

(u(0)− v2) ≤ u(0)δ3/2.

Definimos

v(x) :=





v1(x), si x < −δ3 − ε1,

v2(x), si x ∈ [−δ3 − ε1,−δ3 + ε2],

u(0), si x > −δ3 + ε2.

Entonces v ∈ C([−δ, 0]) y |v(x)− u(0)| ≤ |v1(x)− u(0)| ≤ 2|u(x)− u(0)| para cualquier x.

Si V (x) :=
∫ x
−δ0

v, observemos que V (x) = V1(x) = U(x), siempre que x ≤ −δ1, y V (x) = V1(x)

si x ∈ [−δ1,−δ3 − ε1]. Es inmediato que r(x) ≤ V1(x) ≤ U(x) si x ∈ [−δ1,−δ3]; consecuente-

mente

u(0)x ≤ V1(x)− U(0−) ≤ U(x)− U(0−),

|V1(x)−U(0−)| ≤ max{|U(x)−U(0−)|, |u(0)x|} ≤ |U(x)−U(0−)|+ |u(0)x| si x ∈ [−δ1,−δ3].

Estas desigualdades también son ciertas si x ∈ [−δ0,−δ3]. Por lo tanto,

|V (x)−U(0−)| = |V1(x)−U(0−)| ≤ |U(x)−U(0−)|+|u(0)x|, siempre que x ∈ [−δ0,−δ3−ε3].

Consideremos x ∈ [−δ3 − ε1,−δ3]; si tal x satisface V (x) ≤ U(0−), tenemos que

|V (x)− U(0−)| ≤ |V1(x)− U(0−)| ≤ |U(x)− U(0−)|+ |u(0)x|, pues V1(x) ≤ V (x). Por otro

lado, si x satisface V (x) > U(0−), entonces

−u(0)x ≥ u(0)
δ3

2
≥

∫ −δ3

−δ3−ε1

(v2 − v1) ≥
∫ x

−δ3−ε1

(v2 − v1) = V (x)− V1(x),
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V (x)−U(0−) ≤ V1(x)−U(0−)− u(0)x ≤ U(x)−U(0−)− u(0)x ≤ |U(x)−U(0−)|+ |u(0)x|,

de donde, en cualquiera de los casos, se tiene |V (x) − U(0−)| ≤ |U(x) − U(0−)| + |u(0)x|, si

x ∈ [−δ3 − ε1,−δ3].

Si x ∈ [−δ3,−δ3 + ε2], entonces V (x) ≥ V1(x); está claro que

−u(0)x ≥ u(0)(δ3 − ε2) ≥ u(0)
δ3

2
≥

∫ −δ3

−δ3−ε1

(v2 − v1) = V (−δ3)− V1(−δ3) = V (−δ3)− r(−δ3)

≥ V (x)− r(x),

si x ∈ [−δ3,−δ3 + ε2], (ya que v2 ≤ u(0)), y por tanto V (x)− U(0−) ≤ 0; también se tiene

−u(0)x ≥
∫ −δ3+ε2

−δ3

(u(0)− v2) ≥
∫ x

−δ3

(u(0)− v2) = r(x)− r(−δ3)− V (x) + V (−δ3)

≥ r(x)− r(−δ3)− V (x) + V1(−δ3) = r(x)− V (x),

si x ∈ [−δ3,−δ3 + ε2], y por tanto V (x) − U(0−) ≥ r(x) − U(0−) + u(0)x = 2u(0)x en este

intervalo; se deduce que |V (x)− U(0−)| ≤ 2|u(0)x| si x ∈ [−δ3,−δ3 + ε2].

Si x ∈ [−δ3 + ε2, 0), entonces V (x) = r(x), pues V ′(x) = v(x) = u(0) = r′(x) en este intervalo,

y

r(−δ3 + ε2)− V (−δ3 + ε2) =
∫ −δ3+ε2

−δ3

(u(0)− v2) + r(−δ3)− V (−δ3)

=
∫ −δ3+ε2

−δ3

(u(0)− v2)− (V (−δ3)− V1(−δ3))

=
∫ −δ3+ε2

−δ3

(u(0)− v2)−
∫ −δ3

−δ3−ε1

(v2 − v1) = 0.

Por lo tanto V (x)− U(0−) = u(0)x y |V (x)− U(0−)| = |u(0)x| si x ∈ [−δ3 + ε2, 0).

(1.2) Si v1(−δ3) = u(0), definimos

v(x) :=





v1(x) si x ≤ −δ3

u(0) si x > −δ3

. (3.1)

Podemos argumentar como en el caso v1(−δ3) < u(0).

(2) Si U(x) < r(x) := U(0−) + u(0)x, para todo punto en un entorno abierto izquierdo de 0,

podemos usar una construcción similar de v (tomando ahora v1 ≥ u).

(3) Si U(xn) = r(xn), para una sucesión xn ↗ 0, es posible usar una construcción similar de v

(tomando v1 = u y −δ3 = xn para algún n suficientemente grande).
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(ii) Supongamos ahora que lim
x→0−

U(x) no existe; entonces u /∈ L1([−δ0, 0]).

(1) Consideremos primero el caso U(x) > r(x) := λ + u(0)x, para cualquier punto en un entorno

abierto izquierdo de 0. La función u0 := u(0) − |u − u(0)| verifica |u0 − u(0)| = |u − u(0)| y

lim
x→0−

∫ x

−δ0

u0 = −∞. Es posible elegir 0 < δ2 < δ1 < δ y una función v1 ∈ C([−δ0, 0]) con

v1(x) = u(x) si x ≤ −δ1, v1(x) = u0(x) si x ≥ −δ2, y |v1(x) − u(0)| ≤ 2|v(x) − u(0)| para

todo x. Si V1(x) :=
∫ x
−δ0

v1, ya que lim
x→0−

V1(x) = −∞, se tiene que existe un mı́nimo valor

−δ3 ∈ (−δ1, 0) con V1(−δ3) = r(−δ3).

Ahora podemos elegir las funciones v2 y v como en el caso (i), y hacer los mismos cálculos.

(2) Si U(x) < r(x) := λ + u(0)x, para cualquier punto en un entorno abierto izquierdo de 0,

podemos repetir el argumento con u1 := u(0) + |u− u(0)| en vez de u0.

(3) Si U(xn) = r(xn), para una sucesión xn ↗ 0, es posible usar una construcción similar de v

(tomando v1 = u y −δ3 = xn para algún n suficientemente grande).

¥

Lema 3.2.3 Consideremos dos pesos w0, w1 en [a − δ0, a] tales que a ∈ S−1 (w0) y existe una función

F ∈ C([a−δ0, a)) con 0 ≤ F ≤ 1
w1

y
∫ a
a−δ0

F = ∞. Entonces para cada f ∈ W 1,∞(w0, w1)∩C1([a−δ0, a]),

cada δ, ε > 0 y cada s ∈ R, existe g ∈ C1([a − δ0, a]) con ‖f − g‖W 1,∞(w0,w1) < ε, g(x) = f(x) siempre

que x /∈ (a− δ, a], g′ = f ′ en algún entorno abierto de a, y g(a) = s.

Observacion 3.2.3

1. Un resultado similar es cierto si f ∈ W 1,∞(w0, w1) ∩ C1([a, a + δ0]).

2. Aunque en este lema sólo permitamos el caso particular a ∈ S−1 (w0) y
∫ a
a−δ0

1
w1

= ∞, esto no supone

una restricción, ya que solamente necesitamos aplicar este lema para la demostración del teorema

3.2.1.

Demostración.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que s > f(0); el caso s < f(0) es análogo y el caso

s = f(0) es sencillo (es suficiente tomar g = f). También sin pérdida de generalidad, podemos asumir

que a = 0. Como a ∈ S−1 , tenemos que ess limx→0−w0(x) = 0; entonces existe 0 < δ1 < δ con

(s− f(0))w0(x) < ε
3 , c.t.p. x ∈ (−δ1, 0) y |f(x)− f(0)| < 1 para todo x ∈ (−δ1, 0).
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Ya que F ∈ C([−δ1, 0)), F ≥ 0 y
∫ 0
−δ1

F = ∞, podemos encontrar una función J ∈ Cc([−δ1, 0)) con

0 ≤ J ≤ εF
2 y

∫ 0
−δ1

J = s−f(0). Definiendo h(x) :=
∫ x
−δ1

J y g := f +h, tenemos que 0 ≤ h(x) ≤ s−f(0).

Es claro que g(x) = f(x) si x /∈ (−δ, 0], g′ = f ′ en algún entorno abierto de 0, y g(0) = s. Por tanto, sólo

necesitamos chequear que ‖h‖W 1,∞(w0,w1) < ε, y esto es consecuencia de

‖h‖L∞(w0) = ess supx∈[−δ1,0]h(x)w0(x) ≤ ess supx∈[−δ1,0](s− f(0))w0(x) ≤ ε

3
<

ε

2
,

‖h′‖L∞(w1) = ess supx∈[−δ1,0]J(x)w1(x) ≤ ε

2
ess supx∈[−δ1,0]F (x)w1(x) <

ε

2
.

¥

La siguiente definición tiene sentido por el lema 2.2.5 del caṕıtulo 2.

Definicion 3.2.2 Dado un peso w1, para cada f tal que f ′ ∈ C(R) ∩ L∞(w1)
L∞(w1)

, definimos

uf (a) := ess limx→a, w1(x)≥ηf
′(x) para cualquier η > 0 suficientemente pequeño si a /∈ S1(w1), y

uf (a) := 0 si a ∈ S1(w1).

Recordemos que uf (a) es finito también por el lema 2.2.5 del caṕıtulo 2.

Definicion 3.2.3 Consideremos un peso w1 tal que S(w1)∩[a−δ, a+δ] = {a} para algún δ. Diremos que

w1 es dominado en a si cuando
∫ a
a−δ 1/w1 = ∞ existe una función F− ∈ C([a− δ, a)) con 0 ≤ F− ≤ 1/w1

y
∫ a
a−δ F− = ∞, y si cuando

∫ a+δ
a 1/w1 = ∞ existe una función F+ ∈ C((a, a + δ]) con 0 ≤ F+ ≤ 1/w1 y

∫ a+δ
a F+ = ∞.

Observacion 3.2.4

1. Cualquier peso w1 con 1/w1 ∈ L1([a− δ, a + δ]) es dominado en a. Si existen un par de sucesiones

xn creciente convergiendo a a e yn decreciente convergiendo a a, con

1/w1 ∈ C((xn, xn+1)) ∩ C((yn+1, yn)) para cualquier n, entonces w1 es dominado en a.

2. La condición de “ser dominado” es muy débil; de hecho, no conocemos pesos que no la satisfagan,

aunque tenemos argumentos no constructivos que garantizan la existencia de un peso no dominado.

3.2.1 Aproximación por funciones de clase C1.

Teorema 3.2.1 Consideremos dos pesos w0, w1 en [α, β], tales que S(w1) = {a}. Si a ∈ (α, β), asumire-

mos que w1 es dominado en a. Entonces cualquier función en

H1 :=





f ∈ W 1,∞(w0, w1) : f ∈ C(R) ∩ L∞(w0)
L∞(w0)

, f ′ ∈ C(R) ∩ L∞(w1)
L∞(w1)

,

ess limx→a|f(x)− f(a)|w0(x) = 0, ess limx→auf (a)(x− a)w0(x) = 0



 ,
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puede ser aproximada por funciones en C1(R)∩W 1,∞(w0, w1) en la norma W 1,∞(w0, w1). Además, si f

satisface ess limx→a|f ′(x)−uf (a)|w1(x) = 0, entonces podemos aproximarla por funciones de clase C1(R)

las cuales son polinomios de grado menor o igual a 1 en un entorno de a.

Observacion 3.2.5

1. La hipótesis ess limx→auf (a)(x− a)w0(x) = 0 para toda función f con f ′ ∈ C(R) ∩ L∞(w1)
L∞(w1)

,

es consecuencia de cualquiera de las siguientes condiciones:

(a) ess limx→a(x− a)w0(x) = 0,

(b) a /∈ S2(w1), es decir, ess limx→aw1(x) = 0 ó ess lim supx→aw1(x) = ∞ (en ambos casos,

uf (a) = 0).

2. Cualquiera de las siguientes condiciones garantiza ess limx→a|f(x) − f(a)|w0(x) = 0 para toda

función f ∈ C(R) ∩ L∞(w0)
L∞(w0)

:

(a) a ∈ S+(w0) ∩ S−(w0), es decir, ess lim infx→a+w0(x) = ess lim infx→a−w0(x) = 0,

(b) a ∈ S+(w0) y w0 ∈ L∞([a− ε, a]), para algún ε > 0,

(c) a ∈ S−(w0) y w0 ∈ L∞([a, a + ε]), para algún ε > 0,

(d) w0 ∈ L∞([a− ε, a + ε]), para algún ε > 0.

3. Cualquiera de las siguientes condiciones garantiza ess limx→a|f ′(x) − uf (a)|w1(x) = 0 para toda

función f con f ′ ∈ C(R) ∩ L∞(w1)
L∞(w1)

:

(a) a ∈ S+(w1) ∩ S−(w1), es decir, ess lim infx→a+w1(x) = ess lim infx→a−w1(x) = 0,

(b) a ∈ S+(w1) y w1 ∈ L∞([a− ε, a]), para algún ε > 0,

(c) a ∈ S−(w1) y w1 ∈ L∞([a, a + ε]), para algún ε > 0,

(d) a = α ó a = β (ya que a ∈ S(w1)).

4. No hay absolutamente ninguna restricción sobre los puntos singulares de w0.

Demostración.

El corazón de la prueba es usar el lema 3.2.2 en la aproximación sobre [α, a] y al “vesión derecha” del

mismo lema en la aproximación sobre [a, β]. Si estas dos aproximaciones no se pueden pegar de manera

continua, debemos usar el lema 3.2.3 para obtener una función continua. Sin pérdida de generalidad
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podemos asumir que a ∈ (α, β), ya que los casos a = α y a = β son más sencillos (en estos casos no

necesitamos usar el lema 3.2.3 y consecuentemente no necesitamos la hipótesis de que w1 sea dominado

en a).

Si a ∈ S−(w1)∩R+(w1), entonces cualquier f ∈ H1 pertenece a C1([a, β]), y sólo necesitamos aplicar el

lema 3.2.2; si a ∈ S+(w1)∩R−(w1), entonces cualquier f ∈ H1 pertenece a C1([α, a]), y sólo necesitamos

aplicar la “vesión derecha” del lema 3.2.2; entonces, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que

a ∈ S+(w1)∩S−(w1), ya que los otros casos son más sencillos. En el caso a ∈ S+(w1)∩S−(w1), cualquier

función f ∈ H1 satisface ess limx→a|f ′(x)− uf (a)|w1(x) = 0 (ver teorema 2.2.1).

Consideremos cualquier f ∈ H1 y ε > 0. Definimos u := f ′ en [α, β] \ {a} y u(a) := uf (a). Ya que

f ∈ H1, es posible elegir δ > 0 con

3‖f ′−u(a)‖L∞([a−δ,a+δ],w1) <
ε

6
, 4‖f −f(a)‖L∞([a−δ,a+δ],w0) <

ε

6
, 4|u(a)|‖x−a‖L∞([a−δ,a+δ],w0) <

ε

6
.

También requeriremos para δ que

|f(x)− f(a−)| ≤ |f(x)− f(a)|, para x ∈ [a− δ, a) si existe f(a−) 6= f(a), y (3.2)

|f(x)− f(a+)| ≤ |f(x)− f(a)|, para x ∈ (a, a + δ] si existe f(a+) 6= f(a). (3.3)

Definimos U(x) := f(x) − f(α) =
∫ x
α f ′ si x ∈ [α, a), y U(x) := f(x) − f(β) =

∫ x
β f ′ si x ∈ (a, β].

Consideremos la función v ∈ C([α, a]) en el lema 3.2.2 tal que v(x) = u(x) si x /∈ (a− δ, a),

|v(x)− u(a)| ≤ 2|u(x)− u(a)| para todo x ∈ [α, a),

V (a) =





f(a−)− f(α), si existe f(a−),

f(a)− f(α), en otro caso,

y |V (x)−V (a)| ≤ |U(x)−V (a)|+2|u(a)||x−a| para cualquier x ∈ [α, a), si V (x) :=
∫ x
α v. Consideremos

también la función ṽ ∈ C([a, β]) en la “versión derecha” del lema 3.2.2 tal que ṽ(x) = u(x) si x /∈ (a, a+δ),

|ṽ(x)− u(a)| ≤ 2|u(x)− u(a)| para todo x ∈ (a, β],

Ṽ (a) =





f(a+)− f(β), si existe f(a+),

f(a)− f(β), en otro caso,

y |Ṽ (x)− Ṽ (a)| ≤ |U(x)− Ṽ (a)|+ 2|u(a)||x− a| para cualquier x ∈ (a, β], si Ṽ (x) :=
∫ x
β ṽ.

Sea g0 la función dada por

g0(x) :=





V (x) + f(α), si x ∈ [α, a],

Ṽ (x) + f(β), si x ∈ (a, β].
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Observe que g0 ∈ C1([α, β] \ {a}) y g′0(a−) = g′0(a+) = u(a). De hecho, g es un polinomio de grado a lo

sumo 1 en un entorno abierto izquierdo (respectivamente derecho) de a, ya que g′0(x) = u(a) existe (por

el lema 3.2.2).

Esta función también satisface g0(x) = f(x) si x /∈ (a− δ, a + δ), |g′0(x)− u(a)| ≤ 2|f ′(x)− u(a)| para

cualquier x ∈ [α, β] \ {a}. De donde se deduce que g0 verifica

‖f − g0‖W 1,∞(w0,w1) = ‖f − g0‖L∞(w0) + ‖f ′ − g′0‖L∞(w1)

= max
{
‖U − V ‖L∞([a−δ,a],w0), ‖U − Ṽ ‖L∞([a,a+δ],w0)

}
+ ‖f ′ − g′0‖L∞([a−δ,a+δ],w1)

≤ ‖U − V (a)‖L∞([a−δ,a],w0) + ‖V − V (a)‖L∞([a−δ,a],w0) + ‖U − Ṽ (a)‖L∞([a,a+δ],w0)

+‖Ṽ − Ṽ (a)‖L∞([a,a+δ],w0) + ‖f ′ − u(a)‖L∞([a−δ,a+δ],w1) + ‖g′0 − u(a)‖L∞([a−δ,a+δ],w1)

≤ 2‖U − V (a)‖L∞([a−δ,a],w0) + 2|u(a)|‖x− a‖L∞([a−δ,a],w0) + 2‖U − Ṽ (a)‖L∞([a,a+δ],w0)

+2|u(a)|‖x− a‖L∞([a,a+δ],w0) + 3‖f ′ − u(a)‖L∞([a−δ,a+δ],w1)

≤ 2‖f − f(a)‖L∞([a−δ,a],w0) + 2|u(a)|‖x− a‖L∞([a−δ,a],w0) + 2‖f − f(a)‖L∞([a,a+δ],w0)

+2|u(a)|‖x− a‖L∞([a,a+δ],w0) + 3‖f ′ − u(a)‖L∞([a−δ,a+δ],w1)

≤ 4‖f − f(a)‖L∞([a−δ,a+δ],w0) + 4|u(a)|‖x− a‖L∞([a−δ,a+δ],w0) + 3‖f ′ − u(a)‖L∞([a−δ,a+δ],w1)

<
ε

6
+

ε

6
+

ε

6
=

ε

2
,

donde hemos usado (3.2) y (3.3) en la tercera desigualdad. Para finalizar la prueba sólo necesitamos

construir una función g ∈ C1([α, β]) con ‖g − g0‖W 1,∞([α,β],w0,w1) < ε/2.

Recordemos que g0(a−) = f(a−) siempre que f(a−) exista y g0(a−) = f(a) en otro caso, g0(a+) = f(a+)

siempre que f(a+) exista y g0(a+) = f(a) en otro caso. También tenemos que g′0(a−) = g′0(a+) = u(a).

Por lo tanto, g0 ∈ C1([α, β]) si y sólo si g0(a−) = g0(a+); en este caso es suficiente tomar g := g0.

Ahora analizaremos las diferentes posibilidades:

(1) Si 1/w1 ∈ L1([α, β]), entonces f ∈ C([α, β]), pues f ∈ W 1,∞(w0, w1), y consecuentemente g0 ∈ C([α, β]).

Por lo tanto podemos tomar g := g0.

(2) Asumamos ahora que 1/w1 /∈ L1([α, β]). Observe que 1/w1 ∈ L1
loc([α, β] \ {a}), ya que a es la única

singularidad de w1.

(2.1) Si no existe alguno de los valores f(a−) ó f(a+), también tenemos que g0 ∈ C([α, β]).

(2.2) Asumamos que f(a−) existe y f(a+) no existe (el caso en el que f(a+) existe y f(a−) no

existe es similar). Si f(a−) = f(a), se deduce que g0 ∈ C([α, β]). Si f(a−) 6= f(a), se deduce
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que a ∈ S−1 (w0) y 1/w1 /∈ L1([α, a]): si a /∈ S−1 (w0), entonces el lema 2.2.5 y su observación

implican que f(a) = ess limx→a−, w0(x)≥ηf(x) = f(a−), para cualquier η > 0 suficientemente

pequeño, lo cual es una contradicción; si 1/w1 ∈ L1([α, a]), entonces f es continua por la

izquierda en a, lo cual es una contradición. Consecuentemente podemos aplicar el lema 3.2.3

a g0|[α,a] para obtener una función g ∈ C1([α, a]) con ‖g − g0‖W 1,∞([α,a],w0,w1) < ε/2,

g′(a−) = g′0(a−) = g′0(a+), y g(a) = g0(a+); si definimos g := g0 en (a, β], esta g es la función

requerida.

Observe que los lemas 3.2.2 y 3.2.3 garantizan que g es un polinomio de grado a lo sumo 1 en

un entorno abierto de a, ya que g′ es constante en un entorno abierto de a.

(2.3) Finalmente, asumimos que f(a−) y f(a+) existen. Si f(a−) = f(a+), se deduce que g0 ∈ C([α, β]).

Si f(a−) 6= f(a+), consideramos el par de casos:

(2.3.1) Si a ∈ S1(w0), sin pérdida de generalidad, podemos asumir que 1/w1 /∈ L1([α, a]) (el caso

1/w1 /∈ L1([a, β]) es similar). Consecuentemente podemos aplicar el lema 3.2.3 como en

el caso (2.2).

(2.3.2) Si a /∈ S1(w0), sin pérdida de generalidad, podemos asumir que a /∈ S+
1 (w0) (el caso

a /∈ S−1 (w0) es similar). Entonces, el lema 2.2.5 y su observación implican que

f(a) = ess limx→a+, w0(x)≥ηf(x) = f(a+). De donde a ∈ S−1 (w0), ya que si esto no es

aśı, f(a) = ess limx→a−, w0(x)≥ηf(x) = f(a−) y por lo tanto f(a+) = f(a−), lo cual es

una contradicción. También tenemos que 1/w1 /∈ L1([α, a]), ya que si esto no es aśı, f es

continua por la izquierda en a, lo cual es una contradicción. En consecuencia podemos

aplicar el lema 3.2.3 como en el caso (2.2).

Esto finaliza la prueba del teorema.

¥

Lema 3.2.4 Consideremos un peso w0 con ess lim supx→aw0(x) = ∞ y ess limx→a|x− a|w0(x) = 0. Si

f ∈ L∞(w0) y ‖f‖L∞([a−δ,a+δ],w0) ≥ c > 0 para cualquier δ > 0, entonces distL∞(w0)(f, C1(R) ∩ L∞(w0)) ≥ c.

Demostración.

Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que a = 0. Si g ∈ C1(R) ∩ L∞(w0), entonces g(0) = 0,

ya que ess lim supx→0w0(x) = ∞, y consecuentemente lim
x→0

g(x)
x

= g′(0). Luego

ess limx→0|g(x)|w0(x) =
(

ess limx→0
|g(x)|
|x|

)
(ess limx→0|x|w0(x)) = |g′(0)| · 0 = 0 .
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Por lo tanto, dado cualquier ε > 0 existe δ > 0 tal que ‖g‖L∞([−δ,δ],w0) ≤ ε. Por lo que

‖f − g‖L∞(w0) ≥ ‖f − g‖L∞([−δ,δ],w0) ≥ ‖f‖L∞([−δ,δ],w0) − ‖g‖L∞([−δ,δ],w0) ≥ c− ε ,

para cualquier ε > 0, y en consecuencia ‖f − g‖L∞(w0) ≥ c.

¥

Teorema 3.2.2 Consideremos dos pesos w0, w1 en [α, β], tales que S(w1) = {a} y ess limx→a|x− a|w0(x) = 0.

Si a ∈ (α, β), asumiremos que w1 es dominado en a. Entonces la clausura de C1(R) ∩W 1,∞(w0, w1) en

W 1,∞(w0, w1) es

H2 :=





f ∈ W 1,∞(w0, w1) : f ∈ C(R) ∩ L∞(w0)
L∞(w0)

, f ′ ∈ C(R) ∩ L∞(w1)
L∞(w1)

,

ess limx→a|f(x)− f(a)|w0(x) = 0





= H3 :=





f ∈ W 1,∞(w0, w1) : f ∈ C1([α, β] \ {a}), ess limx→a|f(x)− f(a)|w0(x) = 0,

si a ∈ S+, ess limx→a+ |f ′(x)− uf (a)|w1(x) = 0,

si a ∈ S−, ess limx→a− |f ′(x)− uf (a)|w1(x) = 0





.

Además, si w0, w1 ∈ L∞(R), entonces la clausura del espacio de los polinomios en W 1,∞(w0, w1) es

también H2 = H3.

Observacion 3.2.6

1. El método de aproximación es constructivo.

2. Necesitamos en H2 y H3 que ess limx→a|f(x)− f(a)|w0(x) = 0, incluso aunque a /∈ S(w0).

Demostración.

Si f está en la clausura de C1(R) ∩W 1,∞(w0, w1) en W 1,∞(w0, w1), se sigue que f ∈ W 1,∞(w0, w1),

f ∈ C(R) ∩ L∞(w0)
L∞(w0)

, y f ′ ∈ C(R) ∩ L∞(w1)
L∞(w1)

. Si ess lim supx→aw0(x) < ∞, podemos deducir

que ess limx→a|f(x) − f(a)|w0(x) = 0: veamos que ess limx→a+ |f(x) − f(a)|w0(x) = 0 (el ĺımite lateral

izquierdo es similar); esto es una consecuencia del teorema 2.2.1 si a ∈ S+(w0), y si esto no es aśı, f es

continua por la derecha en a, como consecuencia de que f ∈ C(R) ∩ L∞(w0)
L∞(w0)

y el teorema 2.2.1. Si

ess lim supx→aw0(x) = ∞, tenemos que f(a) = 0, y el lema 3.2.4 implica que no existe una constante c > 0

con ‖f‖L∞([a−δ,a+δ],w0) ≥ c para cualquier δ > 0; por lo que obtenemos ess limx→a|f(x)− f(a)|w0(x) = 0

también en este caso. Entonces f ∈ H2.
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Es claro que H2 está contenido en la clausura de C1(R) ∩ W 1,∞(w0, w1) en W 1,∞(w0, w1), ya que

f ∈ H1: uf (a) es finito y contamos con la hipótesis de que ess limx→a|x − a|w0(x) = 0, en consecuencia

ess limx→auf (a)|x− a|w0(x) = 0. Entonces es posible aplicar el teorema 3.2.1.

Para finalizar la prueba del teorema, es suficiente probar que H2 = H3, pero esta igualdad es conse-

cuencia directa del teorema 2.2.1 y del lema 2.2.5, ya que la clausura de C1([α, β]) en W 1,∞(w0, w1) está

contenida en C1([α, β] \ {a}).
¥

Proposicion 3.2.1 Consideremos dos pesos w0, w1 en [α, β], con ess lim supx→a|x − a|w0(x) > 0 y

a ∈ S(w1).

(a) Si f pertenece a la clausura de C1(R) ∩ L∞(w0) en L∞(w0), entonces para cada η > 0 suficiente-

mente pequeño l := ess limx→a, |x−a|w0(x)≥ηf(x)/(x− a) existe.

También tenemos que lim
n→∞ g′n(a) = l, para cualquier sucuesión {gn} ⊂ C1(R)∩L∞(w0) que converja

a f en L∞(w0).

(b) Si f pertenece a la clausura de C1(R) ∩ W 1,∞(w0, w1) en W 1,∞(w0, w1) y a /∈ S1(w1), entonces

uf (a) = l. Además, si f ′(a) existe, entonces uf (a) = f ′(a).

(c) Si f ′ pertenece a la clausura de C(R) ∩ L∞(w1) en L∞(w1) y a /∈ S1(w1), entonces

uf (a) = lim
n→∞hn(a), si {hn} ⊂ C(R) ∩ L∞(w1) converge a f ′ en L∞(w1).

Demostración.

Fijado 0 < η < ess lim supx→a|x− a|w0(x). Buscando una contradicción, supondremos que

ess lim infx→a, |x−a|w0(x)≥η
f(x)
x− a

= c1 < c2 = ess lim supx→a, |x−a|w0(x)≥η

f(x)
x− a

.

Si g es cualquier función en C1(R)∩L∞(w0), se sigue que g(a) = 0 (porque ess lim supx→aw0(x) = ∞) y

‖f − g‖L∞(w0) ≥ η

∥∥∥∥
f(x)− g(x)

x− a

∥∥∥∥
L∞({|x−a|w0(x)≥η})

≥ η max
{|c1 − g′(a)|, |c2 − g′(a)|} ≥ η

c2 − c1

2
.

Esto es una contradicción con el hecho de que f pertenezca a la clausura de C1(R)∩L∞(w0) en L∞(w0).

Elijamos gn ∈ C1(R) ∩ L∞(w0) con ‖f − gn‖L∞(w0) ≤ 1/n. Por lo tanto

η

∣∣∣∣
f(x)− gn(x)

x− a

∣∣∣∣ ≤ |f(x)− gn(x)|w0(x) ≤ ‖f − gn‖L∞(w0) ≤
1
n

,

en c.t.p. x con |x− a|w0(x) ≥ η. De aqúı se sigue que η |l− g′n(a)| ≤ 1/n, para todo n, ya que gn(a) = 0

(porque ess lim supx→aw0(x) = ∞). Por tanto, l es finito y lim
n→∞ g′n(a) = l.
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Asumiremos ahora que f pertenece a la claususra de C1(R) ∩ W 1,∞(w0, w1) en W 1,∞(w0, w1) y

a /∈ S1(w1). Observe que por el lema 2.2.5 uf (a) := ess limx→a, w1(x)≥ηf
′(x) existe, para cada η > 0

suficientemente pequeño, pues a /∈ S1(w1). Tenemos que existe gn ∈ C1(R) ∩W 1,∞(w0, w1) con

‖f − gn‖W 1,∞(w0,w1) ≤ 1/n. Por tanto,

η |f ′(x)− g′n(x)| ≤ |f ′(x)− g′n(x)|w1(x) ≤ ‖f ′ − g′n‖L∞(w1) ≤
1
n

,

en c.t.p. x con w1(x) ≥ η. Consecuentemente, η|uf (a) − g′n(a)| ≤ 1/n, para todo n, y deducimos que

l = lim
n→∞ g′n(a) = uf (a). (El mismo argumento permite deducir que lim

n→∞hn(a) = uf (a) para cualquier

sucesión {hn} ⊂ C(R) ∩ L∞(w1) que converja a f ′ en L∞(w1). Esto prueba (c)).

Ahora asumiremos que existe f ′(a). Entonces f ′(a) = l y consecuentemente f ′(a) = l = uf (a).

¥

Proposicion 3.2.2 Consideremos dos pesos w0, w1 en [α, β], con ess lim supx→a|x − a|w0(x) = ∞ y

a ∈ S(w1). Si f pertenece a la claususra de C1(R)∩W 1,∞(w0, w1) en W 1,∞(w0, w1), entonces uf (a) = 0.

Demostración.

Sólo necesitamos considerar el caso a ∈ S(w1) \ S1(w1), ya que uf (a) = 0 si a ∈ S1(w1) (recordemos

la definición 3.2.6).

Si tomamos gn ∈ C1(R)∩W 1,∞(w0, w1) con ‖f − gn‖W 1,∞(w0,w1) ≤ 1/n, entonces los incisos (a) y (b)

de la proposición 3.2.1 implican que lim
n→∞ g′n(a) = uf (a).

Ya que ess lim supx→a|x− a|w0(x) = ∞, para cada m

m

∣∣∣∣
gn(x)
x− a

∣∣∣∣ ≤ |gn(x)|w0(x) ≤ ‖gn‖L∞(w0) ≤ ‖f‖L∞(w0) +
1
n

,

en c.t.p. x con |x−a|w0(x) ≥ m. Entonces m|g′n(a)| ≤ ‖f‖L∞(w0)+1/n para cualquier m, pues gn(a) = 0.

Consecuentemente, g′n(a) = 0 y uf (a) = 0.

¥

Definicion 3.2.4 Consideremos un peso w0 en [α, β], con ess lim supx→a|x− a|w0(x) > 0 y a ∈ S(w1),

y una función f en la clausura de C1(R) ∩ L∞(w0) en L∞(w0). Definimos la derivada de f en a a

través de {|x− a|w0(x) ≥ η} como l(f, a) := ess limx→a, |x−a|w0(x)≥ηf(x)/(x− a), para todo

0 < η < ess lim supx→a|x− a|w0(x).
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Teorema 3.2.3 Consideremos dos pesos w0, w1 en [α, β], tales que S(w1) = {a} y

0 < ess limx→a|x − a|w0(x) < ∞. Si a ∈ (α, β), asumiremos que w1 es dominado en a. Entonces la

clausura de C1(R) ∩W 1,∞(w0, w1) en W 1,∞(w0, w1) es

H4 :=





f ∈ W 1,∞(w0, w1) : f ∈ C(R) ∩ L∞(w0)
L∞(w0)

, f ′ ∈ C(R) ∩ L∞(w1)
L∞(w1)

,

existe l(f, a) y ess limx→a|f(x)− l(f, a)(x− a)|w0(x) = 0,

y si a /∈ S1(w1), entonces uf (a) = l(f, a)





.

Observacion 3.2.7 La condición “si a /∈ S1(w1), entonces uf (a) = l(f, a)” muestra que debe existir

interacción entre f , w0 y w1, para poder aproximar f por funciones suaves (compare con el teorema 3.2.2).

El ejemplo que colocaremos después de la demostración de este teorema muestra que esta condición es

independiente de las otras hipótesis impuestas en la definición de H4.

Demostración.

Si f está en la clausura de C1(R)∩W 1,∞(w0, w1) en W 1,∞(w0, w1), veremos que pertenece a H4. Es

inmediato que f ∈ C(R) ∩ L∞(w0)
L∞(w0)

, y f ′ ∈ C(R) ∩ L∞(w1)
L∞(w1)

. La proposición 3.2.1 implica

que si a /∈ S1(w1), entonces uf (a) = l(f, a). Elegimos una sucesión {gn} ⊂ C1(R) ∩W 1,∞(w0, w1) que

converja a f en W 1,∞(w0, w1). Por la proposición 3.2.1 se deduce que

l(f, a) = ess limx→a, |x−a|w0(x)≥ηf(x)/(x− a) = lim
n→∞ g′n(a),

para η > 0 suficientemente pequeño.

Fijemos ε > 0. Es inmediato que

ess limx→a, |x−a|w0(x)≥η|f(x)−l(f, a)(x−a)|w0(x) = ess limx→a, |x−a|w0(x)≥η

∣∣∣∣
f(x)
x− a

− l(f, a)
∣∣∣∣ |x−a|w0(x) = 0 ,

ya que ess lim supx→a|x− a|w0(x) < ∞; entonces existe δ1 > 0 con

‖f(x)− l(f, a)(x− a)‖L∞([a−δ1,a+δ1]∩{|x−a|w0(x)≥η},w0) < ε .

Ahora, es suficiente probar que ‖f(x) − l(f, a)(x − a)‖L∞([a−δ,a+δ]∩{|x−a|w0(x)<η},w0) < ε, para algún

0 < δ ≤ δ1. La proposición 3.2.1 nos permite elegir n con ‖f − gn‖L∞(w0) < ε/2 y |g′n(a)− l(f, a)|η < ε/2;

por tanto, existe 0 < δ ≤ δ1 con |gn(x)/(x − a) − l(f, a)|η < ε/2 para cualquier 0 < |x − a| < δ.

Consecuentemente

‖gn(x)− l(f, a)(x− a)‖L∞([a−δ,a+δ]∩{|x−a|w0(x)<η},w0) =
∥∥∥∥
gn(x)
x− a

− l(f, a)
∥∥∥∥

L∞([a−δ,a+δ]∩{|x−a|w0(x)<η},|x−a|w0)

≤ ε

2
.
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También tenemos que ‖f − gn‖L∞(w0) < ε/2; por lo tanto

‖f(x) − l(f, a)(x − a)‖L∞([a−δ,a+δ]∩{|x−a|w0(x)<η},w0) < ε, y ‖f(x) − l(f, a)(x − a)‖L∞([a−δ,a+δ],w0) < ε.

Entonces f ∈ H4.

Fijemos ahora f ∈ H4. La hipótesis ess lim supx→a|x− a|w0(x) < ∞ implica que existe δ0 > 0 tal que

x− a ∈ L∞([a− 2δ0, a + 2δ0], w0); también requerimos w1 ∈ L∞([a− 2δ0, a + 2δ0]), si

ess lim supx→aw1(x) < ∞. Fijemos El problema se reduce a mostrar que

ess limx→a|f(x)− f(a)|w0(x) = 0, para ello se estudia la naturaleza de a con respecto a w0:

1. ess lim supx→aw0(x) < ∞ 7−→




a ∈ S(w0),

a /∈ S(w0)

2. ess lim supx→aw0(x) = ∞ 7−→ f(a) = 0.

φ ∈ C∞
c ([a − 2δ0, a + 2δ0]) con 0 ≤ φ ≤ 1 y φ = 1 en [a − δ0, a + δ0]. Veremos que l(f, a)(x − a)φ(x) ∈

C∞
c ([a− 2δ0, a + 2δ0]) ∩W 1,∞(w0, w1): esta función pertenece a L∞(w0); su derivada está en L∞(w1) si

ess lim supx→aw1(x) < ∞; si esto no es aśı, a /∈ S1(w1), y se sigue que l(f, a) = 0: si {hn} ⊂ C(R)∩L∞(w1)

converge a f ′ en L∞(w1), el inciso (c) de la proposición 3.2.1 implica que uf (a) = lim
n→∞hn(a); el hecho

ess lim supx→aw1(x) = ∞ implica hn(a) = 0, y tenemos 0 = uf (a) = l(f, a), pues f ∈ H4.

Consideremos la función g(x) := f(x)− l(f, a)(x− a)φ(x). Ya que l(f, a)(x− a)φ(x) es una función

suave en W 1,∞(w0, w1), es suficiente mostrar que g puede aproximarse por funciones de clase C1 en

W 1,∞(w0, w1). Tenemos que f(a) = g(a) = 0 pues ess lim supx→aw0(x) = ∞; entonces

ess limx→a|g(x)− g(a)|w0(x) = 0, ya que f ∈ H4. Observe que ug(a) = 0 si a ∈ S1(w1); si a /∈ S1(w1), se

sigue que ug(a) = ess limx→a, w1(x)≥ηf
′(x) − l(f, a) = 0. Entonces el teorema 3.2.1 implica que g puede

ser aproximada por funciones de clase C1 en W 1,∞(w0, w1).

¥

Ejemplo 3.2.1 Existen pesos w1, w2 y una función f tales que a /∈ S1(w1), uf (a) 6= l(f, a), y verifican

las otras hipótesis en la definición de H4.

Consideremos la función f(x) = x2sen(1/x) y los pesos en [0, 1],

w0(x) = 1
x w1(x) =





1, si x ∈
(

1
2πn+1/(n+1) ,

1
2πn−1/n

]
,

1
n , si x ∈

(
1

2πn−1/n , 1
2π(n−1)+1/n

]
.

Es claro que a = 0, a /∈ S1(w1), f ∈ C([0, 1]), f ′ ∈ C((0, 1]), l(f, 0) = f ′(0) = 0 y ess limx→0f(x)w0(x) = 0.

Un cálculo directo muestra que uf (0) = −1 y ess limx→0|f ′(x) + 1|w1(x) = 0 (entonces f ′ pertenece a la

clausura de C(R) ∩ L∞(w1) en L∞(w1)).
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Como consecuencia del teorema 3.2.3 tenemos

Corolario 3.2.1 Consideremos dos pesos w0, w1 en [α, β], tales que S(w1) = {a} y w0 comparable

con 1
|x−a| en un entorno abierto de a. Si a ∈ (α, β), suponagamos también que w1 es dominado en a.

Entonces la clausura de C1(R) ∩W 1,∞(w0, w1) en W 1,∞(w0, w1) es

H4 :=





f ∈ W 1,∞(w0, w1) : f ∈ C(R) ∩ L∞(w0)
L∞(w0)

, f ′ ∈ C(R) ∩ L∞(w1)
L∞(w1)

,

existe f ′(a) y si a /∈ S1(w1), entonces uf (a) = f ′(a)



 .

Demostración.

Como w0 es comparable con 1
|x−a| , es inmediato que l(f, a) = f ′(a), de donde se deduce que

ess limx→a|f(x)− f ′(a)(x− a)|w0(x) = 0, ya que f es derivable en a.

¥

La introducción de la siguiente condición será esencial en la caracterización de las funciones f que

pueden ser aproximadas por funciones suaves en W 1,∞(w0, w1) en el caso del teorema 3.2.4.

Dada una función f ∈ W 1,∞(w0, w1), para cada n ∈ N existe φn ∈ C1(R) ∩W 1,∞(w0, w1) tal que

ess lim supx→a|f(x)− φn(x)|w0(x) <
1
n

. (3.4)

Teorema 3.2.4 Consideremos dos pesos w0, w1 en [α, β], tales que S(w1) = {a} y ess lim supx→a|x− a|w0(x) = ∞.

Si a ∈ (α, β), asumiremos que w1 es dominado en a. Entonces la clausura de C1(R) ∩W 1,∞(w0, w1) en

W 1,∞(w0, w1) es

H5 :=





f ∈ W 1,∞(w0, w1) : f ∈ C(R) ∩ L∞(w0)
L∞(w0)

, f ′ ∈ C(R) ∩ L∞(w1)
L∞(w1)

,

f satisface la condición (3.4) y uf (a) = 0



 .

Observacion 3.2.8

1. Aunque (3.4) no es una condición tan limpia como las que aparecen en H3 o en H4, ella simplifica

notablemente el problema de aproximación, pues no hace referencia ni a f ′ ni a w1, por lo que no

necesitamos aproximar simultáneamente a f y a f ′.

2. La condición (3.4) muestra la interacción que debe haber entre f , w0 y w1 para poder aproximar

por funciones suaves (note que φn ∈ C1(R) ∩W 1,∞(w0, w1)).

3. Si f(a) ∈ W 1,∞(w0, w1) para cualquier f ∈ C(R) ∩ L∞(w0)
L∞(w0)

con f ′ ∈ C(R) ∩ L∞(w1)
L∞(w1)

(en particular, si w0 ∈ L∞([α, β])), entonces la condición (3.4) puede ser removida, pues

ess limx→a|f(x)−f(a)|w0(x) = 0, si estamos en alguna de las siguientes situaciones (ver observación

2 del teorema 3.2.1):
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(a) a ∈ S+(w0) ∩ S−(w0), es decir, ess lim infx→a+w0(x) = ess lim infx→a−w0(x) = 0.

(b) a ∈ S+(w0) y w0 ∈ L∞([a− ε, a]), para algún ε > 0.

(c) a ∈ S−(w0) y w0 ∈ L∞([a, a + ε]), para algún ε > 0.

(d) w0 ∈ L∞([a− ε, a + ε]), para algún ε > 0.

Por lo tanto, en esta situación el enunciado del teorema 3.2.4 resulta mucho más agradable, al

eliminarse la condición (3.4).

Demostración.

Es inmediato que si f pertenece a la clausura de C1(R) ∩W 1,∞(w0, w1) en W 1,∞(w0, w1), entonces

f ∈ C(R) ∩ L∞(w0)
L∞(w0)

y f ′ ∈ C(R) ∩ L∞(w1)
L∞(w1)

. De la proposición 3.2.2 se deduce que uf (a) = 0.

Probaremos que f satisface la condición (3.4): Buscando una contradicción, supondremos que f no

satisface la condición (3.4); entonces existe una constante positiva c tal que

ess lim supx→a|f(x) − φ(x)|w0(x) > c para cualquier φ ∈ C1(R) ∩ W 1,∞(w0, w1). Esto significa que

‖f − φ‖L∞([a−δ,a+δ],w0) ≥ c para cualquier δ > 0. Por tanto, ‖f − φ‖L∞(w0) ≥ ‖f − φ‖L∞([a−δ,a+δ],w0) ≥ c

para cualquier φ ∈ C1(R)∩W 1,∞(w0, w1), lo que proporciona la contradición esperada. Entonces f ∈ H5.

Veremos ahora que H5 está contenido en la clausura de C1(R)∩W 1,∞(w0, w1) en W 1,∞(w0, w1). Dado

f0 ∈ H5 y ε > 0 podemos elegir φ ∈ C1(R) ∩W 1,∞(w0, w1) tal que la función definida por f := f0 − φ

satisfaga ess lim supx→a|f(x)|w0(x) < ε/24. Entonces existe δ > 0 con 4‖f − f(a)‖L∞([a−δ,a+δ],w0) < ε/6.

Como uf (a) = 0, aplicando el argumento de la prueba del teorema 3.2.1 es posible encontrar

g ∈ C1(R) ∩ W 1,∞(w0, w1) con ‖f − g‖W 1,∞(w0,w1) < ε. Por lo tanto, si g0 := g + φ, se sigue que

‖f0 − g0‖W 1,∞(w0,w1) < ε.

¥

El siguiente resultado nos permite reducir el problema de aproximación global en W 1,∞(I, w0, w1) por

funciones suaves a un problema de aproximación local.

Teorema 3.2.5 ([35], Teorema 5.2). Consideremos un par de sucesiones estrictamente crecientes de

números reales {αn}n∈J , {βn}n∈J (donde J es un conjunto de ı́ndices finito, Z,Z+ ó Z−) con αn+1 < βn

para cualquier n. Dados dos pesos w0 y w1 definidos en el intervalo I := ∪n∈J(αn, βn). Supongamos que

para cada n, existe un intervalo In ⊂ [αn+1, βn] con w1 ∈ L∞(In) e
∫
In

w0 > 0. Entonces f puede ser

aproximada por funciones de C1(I) en W 1,∞(I, w0, w1), si y sólo si, puede ser aproximada por funciones

de C1([αn, βn]) en W 1,∞([αn, βn], w0, w1) para cada n. El resultado también es cierto si reemplazamos

C1 por C∞ en ambos casos.
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De hecho, el teorema 5.2 en [35] tiene un enunciado más general, válido en el caso de aproximación

simultánea de una función y sus k primeras derivadas, pero esta versión es la más apropiada en nuestra

situación. La prueba de este teorema es constructiva y la idea principal es natural: es suficiente considerar

aproximantes {fn} en [αn, βn] y “pegarlos” con una aproximación de la identidad apropiada. En el

caṕıtulo siguiente utilizaremos esta idea para trabajar con el problema de aproximación simultánea para

derivadas de orden superior a 1.

Definicion 3.2.5 Dos pesos w0, w1 son conjuntamente admisibles sobre el intervalo I, si existen un

par de sucesiones de números reales estrictamente crecientes {αn}n∈J , {βn}n∈J (donde J es un subcon-

junto finito, Z, Z+ ó Z−) con αn+1 < βn para cualquier n e I := ∪n[αn, βn], y se verifican las siguientes

condiciones:

(a) Para cada n existe un intervalo In ⊂ [αn+1, βn] con w1 ∈ L∞(In) e
∫
In

w0 > 0.

(b) Existe una partición J1, J2 de J , tal que

(b1) si n ∈ J1, entonces w0 ∈ L∞([αn, βn]) y 1/w1 ∈ L1([αn, βn]),

(b2) si n ∈ J2, entonces S(w1) ∩ [αn, βn] = {an} y w1 es dominado en an.

Ahora estableceremos el resultado principal de este caṕıtulo. Observe que no consideramos ninguna

hipótesis sobre las singularidades de w0, que los pesos w0 y w1 apenas están relacionados entre śı y que

el intervalo I no requiere ser acotado.

Teorema 3.2.6 Consideremos dos pesos w0, w1 en [α, β], los cuales son conjuntamente admisibles sobre

un intervalo I. Entonces la clausura de C1(I) ∩W 1,∞(w0, w1) en W 1,∞(w0, w1) es

H :=





f ∈ W 1,∞(w0, w1) : f ∈ C(I) ∩ L∞(w0)
L∞(w0)

, f ′ ∈ C(I) ∩ L∞(w1)
L∞(w1)

,

para cada {an} = S(w1) ∩ [αn, βn] con n ∈ J2 tenemos

si ess limx→an |x− an|w0(x) = 0, entonces

ess limx→an |f(x)− f(an)|w0(x) = 0,

si 0 < ess limx→an |x− an)|w0(x) < ∞, entonces existe l(f, an) y

ess limx→an |f(x)− l(f, an)(x− an)|w0(x) = 0,

y si an /∈ S1(w1), entonces uf (an) = l(f, an),

si ess lim supx→an
|x− an|w0(x) = ∞, entonces

f satisface la condición (3.4) y uf (an) = 0





.
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Observacion 3.2.9 Este teorema tiene un amplio rango de aplicación. Consideremos en particular el

caso de los pesos Jacobi: w0(x) = (1 + x)s1(1 − x)s2, w1(x) = (1 + x)t1(1− x)t2, en [−1, 1]. El teorema

3.2.6 describe la clausura de C1([−1, 1]) ∩W 1,∞([−1, 1], w0, w1) en W 1,∞([−1, 1], w0, w1) para cualquier

valor posible de los exponentes; si t1 ≤ 0 (respectivamente t2 ≤ 0), entonces −1 (respectivamente 1) es

un punto regular de w1.

El teorema 3.2.6 también describe la clausura de las funciones de clase C1 cuando los pesos tienen mu-

chos puntos singulares, como w0(x) = |x−a1|s1 |x−a2|s2 · · · |x−am|sm, w1(x) = |x− b1|t1 |x− b2|t2 · · · |x− bn|tn.

Lo anterior también es cierto si cambiamos cada potencia |x − α|β por cualquier función con una sin-

gularidad en α, e incluso si consideramos pesos definidos en algún intervalo I tal que S(w1) no tenga

puntos de acumulación en el interior de I.

Demostración.

Primero impondremos que si w0, w1 son pesos sobre algún intervalo A (no necesariamente compacto),

con w0 ∈ L∞(A) y 1/w1 ∈ L1(A), entonces

C1(A) ∩W 1,∞(A,w0, w1)
W 1,∞(A,w0,w1)

=
{

f ∈ W 1,∞(A,w0, w1) : f ′ ∈ C(A) ∩ L∞(A,w1)
L∞(A,w1)

}
.

Asumiendo que esto es cierto de momento, el teorema 3.2.6 es una consecuencia directa de los teoremas

3.2.2, 3.2.3, 3.2.4 y 3.2.5.

Ahora, demostraremos la imposición anterior. Si f ′ ∈ C(A) ∩ L∞(A,w1)
L∞(A,w1)

, consideramos una

sucesión {gn} ⊂ C(A)∩L∞(A, w1) que converja a f ′ en L∞(A,w1). Observe que f ∈ W 1,∞(A,w0, w1) y

1/w1 ∈ L1(A) implican que f es una función absolutamente continua sobre A. Elijamos a ∈ A. Entonces

las funciones Gn(x) := f(a) +
∫ x
a gn son de clase C1 y satisfacen

|f(x)−Gn(x)| =
∣∣∣∣
∫ x

a

(
f ′ − gn

)∣∣∣∣

≤
∫

A

∣∣f ′ − gn

∣∣ w1

w1
= ‖f ′ − gn‖L∞(A,w1)

∫

A

1
w1

.

Entonces, ‖f − Gn‖L∞(A,w0) ≤ ‖f ′ − gn‖L∞(A,w1)‖w0‖L∞(A)‖1/w1‖L1(A), que era lo que queŕıamos de-

mostrar.

¥

3.2.2 Aproximación por funciones de clase C∞ y polinomios.

También estamos interesados en aproximación por funciones más regulares, tales como funciones

de clase C∞ o polinomios. Con algunas condiciones adicionales podemos usar el teorema 3.2.1 para

encontrar aproximantes de clase C∞.
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Teorema 3.2.7 Consideremos dos pesos w0, w1 en [α, β], tales que S(w1) = {a} y w0, w1 ∈ L∞loc([α, β] \ {a}).
Si a ∈ (α, β), asumiremos que w1 es dominado en a. Entonces cualquier función en

H6 :=





f ∈ W 1,∞(w0, w1) : f ∈ C(R) ∩ L∞(w0)
L∞(w0)

, f ′ ∈ C(R) ∩ L∞(w1)
L∞(w1)

,

ess limx→a|f(x)− f(a)|w0(x) = 0, ess limx→auf (a)(x− a)w0(x) = 0,

ess limx→a|f ′(x)− uf (a)|w1(x) = 0





,

puede ser aproximada por funciones en C∞(R) ∩W 1,∞(w0, w1).

Observacion 3.2.10 En la observación después del teorema 3.2.1 aparecen condiciones simples que

garantizan las propiedades que definen H6.

Demostración.

Consideremos f ∈ H6 y ε > 0. Por el teorema 3.2.1 existe g0 ∈ C1(R) con ‖f − g0‖W 1,∞(w0,w1) < ε/2,

tal que g0 es un polinomio de grado a lo sumo 1 en [a− 2δ, a + 2δ] para algún δ > 0.

Elegimos una función par φ ∈ C∞
c ([−1, 1]) con φ ≥ 0 e

∫
φ = 1. Para cada t > 0, definimos

φt(x) := t−1φ(x/t) y gt := g0 ∗ φt; estas funciones satisfacen φt ∈ C∞
c ([−t, t]), φt ≥ 0 y

∫
φt = 1.

Es bien conocido que gt ∈ C∞(R), y que gt (respectivamente g′t) converge uniformemente en [α, β] a

g0 (respectivamente g′0) cuando t → 0.

Observe que si h es un polinomio de grado a lo sumo 1, entonces h∗φt = h, ya que 1∗φt =
∫

φt = 1 y

x∗φt = x: es suficiente notar que (x∗φt)(0) =
∫

yφt(y) dy = 0 y (x∗φt)′ = 1∗φt = 1. Consecuentemente,

gt = g0 en [a − δ, a + δ], para 0 < t < δ, pues bajo estas hipótesis, la integral que define a gt sólo toma

en cuenta los valores de g0 en los cuales es un polinomio de grado a lo sumo 1.

Como w0, w1 ∈ L∞loc([α, β] \ {a}), existe una constante M con w0, w1 ≤ M en [α, β] \ (a − δ, a + δ).

Por lo tanto

‖gt − g0‖W 1,∞(w0,w1) ≤ ‖gt − g0‖W 1,∞([α,β]\(a−δ,a+δ),w0,w1) ≤ M‖gt − g0‖W 1,∞([α,β]\(a−δ,a+δ)) <
ε

2
,

si t es suficientemente pequeño, pues gt y g′t convergen uniformemente en [α, β] a g0 y g′0 respectivamente.

Entonces ‖f − gt‖W 1,∞(w0,w1) < ε si t es suficientemente pequeño.

¥

Definicion 3.2.6 Diremos que un peso w1 en [α, β] es balanceado en a ∈ [α, β], si es dominado en a

y se verifica alguna de las siguientes condiciones:

(a) a ∈ S+(w1) ∩ S−(w1), es decir, ess lim infx→a+w1(x) = ess lim infx→a−w1(x) = 0,
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(b) a ∈ S+(w1) y w1 ∈ L∞([a− ε, a]), para algún ε > 0,

(c) a ∈ S−(w1) y w1 ∈ L∞([a, a + ε]), para algún ε > 0,

(d) a = α o a = β.

Diremos que w1 es fuertemente balanceado en a, si es balanceado en a y a ∈ (α, β).

Del teorema 3.2.7 y la tercera observación del teorema 2.2.1, obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 3.2.2 Consideremos dos pesos w0, w1 en [α, β] tales que S(w1) = {a}, w1 es balanceado en

a, y w0, w1 ∈ L∞loc([α, β] \ {a}). Entonces toda función de H1 puede ser aproximada por funciones en

C∞(R) ∩W 1,∞(w0, w1) con la norma W 1,∞(w0, w1).

Ahora introduciremos una condición que juega el mismo papel que la condición (3.4) en la aproxi-

mación por funciones de clase C∞:

Dada una función f ∈ W 1,∞(w0, w1), para cada n ∈ N existe φn ∈ C∞(R) ∩W 1,∞(w0, w1) tal que

ess lim supx→a|f(x)− φn(x)|w0(x) <
1
n

. (3.5)

Observacion 3.2.11 Veremos en las proposiciones 3.2.3 y 3.2.4 que la condición (3.5) puede ser susti-

tuida en muchos casos por condiciones más simples que sólo involucran a f (sin hacer referencia a φn).

Asumimos que w0, w1 ∈ L∞loc([α, β] \ {a}), S(w1) = {a}, y w1 es balanceado en a ∈ [α, β]. Del argu-

mento en la prueba del teorema 3.2.2 (usando el corolario 3.2.2) se obtiene que si ess limx→a|x− a|w0(x) = 0,

entonces la clausura de C∞(R) ∩W 1,∞(w0, w1) en W 1,∞(w0, w1) es H2 = H3. De manera similar, si

0 < ess lim supx→a|x− a|w0(x) < ∞, entonces la clausura de C∞(R)∩W 1,∞(w0, w1) en W 1,∞(w0, w1) es

H4. También tenemos que, si ess lim supx→a|x−a|w0(x) = ∞, entonces la clausura de C∞(R) ∩W 1,∞(w0, w1)

en W 1,∞(w0, w1) es H5, siempre que cambiemos (3.4) por (3.5).

Definicion 3.2.7 Dos pesos w0, w1 son fuertemente conjuntamente admisibles sobre el intervalo

I, si verifican las condiciones en la definición de conjuntamente admisible (definición 3.2.5) reemplazando

(b2) por

(b2’) si n ∈ J2, entonces S(w1) ∩ [αn, βn] = {an}, w0, w1 ∈ L∞loc([αn, βn] \ {an}), y w1 es fuertemente

balanceado en an.
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Teorema 3.2.8 Consideremos dos pesos w0, w1 fuertemente conjuntamente admisibles sobre el intervalo

I. Entonces la clausura de C∞(I) ∩W 1,∞(w0, w1) en W 1,∞(w0, w1) es

H7 :=





f ∈ W 1,∞(w0, w1) : f ∈ C(I) ∩ L∞(w0)
L∞(w0)

, f ′ ∈ C(I) ∩ L∞(w1)
L∞(w1)

,

f ′ ∈ C∞(In) ∩ L∞(In, w1)
L∞(In,w1)

, para cualquier n ∈ J1,

para cada {an} = S(w1) ∩ [αn, βn], con n ∈ J2, tenemos que

si ess limx→an |x− an|w0(x) = 0, ess limx→an |f(x)− f(an)|w0(x) = 0,

si 0 < ess lim supx→an
|x− an|w0(x) < ∞, ∃ l(f, an) y

ess limx→an |f(x)− l(f, an)(x− an)|w0(x) = 0,

y si an /∈ S1(w1), entonces uf (an) = l(f, an),

si ess lim supx→an
|x− a|w0(x) = ∞, f satisface (3.5) y uf (an) = 0





.

Demostración.

Sólo necesitamos seguir el argumento de la demostración del teorema 3.2.6, reemplazando las funciones

en C o en C1 por funciones en C∞. Esta es la razón por la cual imponemos f ′ ∈ C∞(In) ∩ L∞(In, w1)
L∞(In,w1)

para cualquier n ∈ J1.

¥

En muchas situaciones podemos simplificar la condición (3.5).

Observacion 3.2.12 El teorema 2.2.3 y las proposiciones 2.2.2 y 2.2.3 caracterizan C∞ ∩ L∞(w)
L∞(w)

para una clase bastante general de pesos.

Aunque el enunciado de la siguiente proposición puede parecer algo artificial, es exactamente lo que

necesitamos para probar la proposición 3.2.4, que ofrece condiciones sencillas equivalentes a (3.5).

Proposicion 3.2.3 Consideremos un peso w0 en [α, β] y un punto aislado a de S(w0), satisfaciendo

ess lim supx→a|x− a|w0(x) = ∞. Asumamos que para alguna función s que verifica 0 < m ≤ |s(x)| ≤ M ,

existe ess limx→aφ(x)s(x)w0(x) para cualquier φ ∈ C∞(R) ∩W 1,∞(w0, w1). Denotemos por D(w0, a) el

conjunto de valores que toman estos ĺımites cuando consideramos cualquier φ ∈ C∞(R) ∩W 1,∞(w0, w1)

(D(w0, a) es {0} ó R). Entonces (3.5) es equivalente a lo siguiente: para cualquier f ∈ W 1,∞(w0, w1) el

ĺımite ess limx→af(x)s(x)w0(x) existe y pertenece a D(w0, a).

Una elección natural para s es s(x) := 1 ó s(x) := sgn(x− a) (ver la prueba de la proposición 3.2.4).

Demostración.
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Fijemos f ∈ W 1,∞(w0, w1). Si el ĺımite d := ess limx→af(x)s(x)w0(x) existe y pertenece a D(w0, a),

tenemos (3.5) con φn := φ, donde φ es una función con ess limx→aφ(x)s(x)w0(x) = d, ya que ess limx→a|f(x)−
φ(x)|w0(x) ≤ m−1ess limx→a|f(x)s(x)w0(x)− φ(x)s(x)w0(x)| = 0. Si d /∈ D(w0, a), entonces D(w0, a) es

{0}, y consecuentemente d 6= 0; por tanto, ess lim supx→a|f(x)− φ(x)|w0(x) ≥ |d|/M > 0, para cualquier

φ ∈ C∞(R) ∩W 1,∞(w0, w1). Si el ĺımite ess limx→af(x)s(x)w0(x) no existe, por un argumento similar

podemos deducir que existe una constante c = c(f,M) > 0 tal que

ess lim supx→a|f(x)− φ(x)|w0(x) ≥ c > 0, para cualquier φ ∈ C∞(R) ∩W 1,∞(w0, w1).

¥

Definicion 3.2.8 Diremos que un peso w tiene crecimiento potencial en a, si

ess lim supx→a|x− a|mw0(x) < ∞, para algún número natural m. Si w tiene crecimiento potencial en

a, diremos que el grado de w en a es m, si m es el menor número natural para el cual

ess lim supx→a|x− a|mw0(x) < ∞.

Proposicion 3.2.4 Consideremos a ∈ [α, β] y un peso w0 en [α, β] con ess lim supx→a|x− a|w0(x) = ∞
y crecimiento potencial en a. Denotemos por m el grado de w en a.

(1) Si ess limx→a|x− a|mw0(x) = 0, entonces (3.5) es equivalente a ess limx→a|f(x)|w0(x) = 0.

(2) Si ess lim supx→a|x−a|mw0(x) > 0 y ess lim supx→a|x−a|m−1w1(x) < ∞, entonces podemos sustituir

(3.5) por la siguiente condición: lm(f, a) := ess limx→a,|x−a|mw0(x)≥ηf(x)/(x − a)m existe para η

suficientemente pequeño, y ess limx→a|f(x)− lm(f, a)(x− a)m|w0(x) = 0.

(3) Si w0(x) es comparable con |x− a|−m, para algún entero positivo m, entonces (3.5) es equivalente

a la existencia de ess limx→af(x)/(x− a)m.
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Demostración.

(1) Fijemos f ∈ W 1,∞(w0, w1) con ess limx→a|f(x)|w0(x) = 0; entonces (3.5) se verifica con φn := 0.

Para ver la otra implicación, fijemos f ∈ W 1,∞(w0, w1) satisfaciendo (3.5). Consideremos

φ ∈ C∞(R) ∩W 1,∞(w0, w1). La condición ess lim supx→a|x− a|m−1w0(x) = ∞ implica que

φ(a) = φ′(a) = · · · = φ(m−1)(a) = 0; entonces φ(x) ≈ φ(m)(a)/m!(x − a)m, y de la condición

ess limx→a|x−a|mw0(x) = 0 obtenemos ess limx→aφ(x)w0(x) = 0 para cualquier φ ∈ C∞(R) ∩W 1,∞(w0, w1).

Por tanto, ess lim supx→a|f(x)|w0(x) = ess lim supx→a|f(x)− φn(x)|w0(x) < 1/n para cualquier n.

(2) Fijemos f ∈ W 1,∞(w0, w1) satisfaciendo (3.5). Un argumento similar al del inciso (a) de la

proposición 3.2.1 implica que existe lm(f, a) para 0 < η < ess lim supx→a|x − a|mw0(x), y que

φ
(m)
n (a)/m! −→ lm(f, a) cuando n →∞. Para finalizar la prueba de esta implicación, es suficiente

seguir el argumento en la demostración de la primera parte del teorema 3.2.4, tomando la función

lm(f, a)(x− a)m en vez de l(f, a)(x− a).

Trataremos ahora con la otra implicación. Consideremos f ∈ W 1,∞(w0, w1) tal que lm(f, a) existe

para η suficientemente pequeño, y ess limx→a|f(x) − lm(f, a)(x − a)m|w0(x) = 0. Para verificar

(3.5), es suficiente tomar como φn = φ la función lm(f, a)(x − a)m multiplicada por una función

meseta apropiada (φ pertenece a W 1,∞(w0, w1) por hipótesis).

(3) Es suficiente aplicar la proposición 3.2.3 con s(x) := sgn(x− a)m.

¥

Finalizaremos este caṕıtulo con un resultado de aproximación polinomial. Este teorema puede ser

generalizado, como veremos en el próximo caṕıtulo; sin embargo, resulta conveniente dar aqúı la de-

mostración, ya que en este caso menos sofisticado pueden apreciarse con mayor claridad las ideas que

subyacen en el método de prueba. Además, la demostración hace expĺıcita la construcción de los aproxi-

mantes para m ≤ 4.

Teorema 3.2.9 Consideremos dos pesos w0, w1 en [α, β], tales que se verifica
∫ β
α 1/w1 < ∞,

w0 ∈ L∞loc ([α, β] \ {a1, a2, . . . , am}) y w0(x)
∣∣∣
∫ x
αj

1/w1

∣∣∣ ≤ c para casi todo x en algún entorno abierto de

aj para cualquier 1 ≤ j ≤ m. Si existe algún polinomio no trivial en L∞(w1), entonces la clausura del

espacio de los polinomios en W 1,∞(w0, w1) es

H8 :=
{

f ∈ W 1,∞(w0, w1) : f ′ ∈ P ∩ L∞(w1)
L∞(w1)

}
,

donde P denota al conjunto de los polinomios.
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Observacion 3.2.13 La hipótesis w0 ∈ L∞loc ([α, β] \ {a1, a2, . . . , am}) no supone ninguna restricción:

Si tenemos que ess lim supx→aw0(x) = ∞ para una cantidad infinita de a ∈ R, entonces 0 es el único

polinomio en L∞(w0).

Demostración.

Si f pertenece a la clausura del espacio de los polinomios en W 1,∞(w0, w1), es inmediato que

f ∈ W 1,∞(w0, w1) y f ′ pertenece a la clausura del espacio de los polinomios en L∞(w1). Entonces

f ∈ H8.

Consideremos ahora f ∈ H8 y una sucesión de polinomios {pn}n la cual converge a f ′ en norma

L∞(w1). Asumimos que a1 < a2 < · · · < am.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que ess lim supx→aj
w0(x) = ∞ para todo 1 ≤ j ≤ m,

ya que ess lim supx→aj
w0(x) < ∞ para algún j, es suficiente remover de la lista {a1, a2, . . . , am} a este

punto aj .

Primero, notemos que cualquier función g ∈ W 1,∞(w0, w1) satisface g(a1) = · · · = g(am) = 0: la

condición
∫ β
α 1/w1 < ∞ implica que g ∈ AC([α, β]), y ess lim supx→aj

w0(x) = ∞ y g ∈ L∞(w0) implican

que g(aj) = 0. Ya que g ∈ AC([α, β]), también tenemos que
∫ a2

a1
g′ = · · · = ∫ am

am−1
g′ = 0.

Usando {pn}n construiremos una sucesión de polinomios {qn}n convergente a f ′ en norma L∞(w1),

con la propiedad adicional de que
∫ a2

a1
qn = · · · = ∫ am

am−1
qn = 0.

Consecuentemente, nos gustaŕıa encontrar constantes cn
1 , cn

2 , . . . , cn
m−1, y polinomios h2, . . . , hm−1 (no

idénticamente nulos) tales que qn := pn − cn
1p2

w1
− cn

2p2
w1

h2 − · · · − cn
m−1p

2
w1

hm−1 ∈ P ∩ L∞(w1) satisfaga

0 =
∫ aj+1

aj

qn =
∫ aj+1

aj

pn − cn
1

∫ aj+1

aj

p2
w1
− cn

2

∫ aj+1

aj

p2
w1

h2 − · · · − cn
m−1

∫ aj+1

aj

p2
w1

hm−1, (3.6)

para 1 ≤ j < m, donde pw1 es el polinomio minimal para w1 (ver definición 2.2.12); pw1 es no trivial

por hipótesis. Probaremos ahora por inducción sobre m que podemos encontrar polinomios tales que el

determinante ∆m de la matriz de coeficientes de este sistema lineal sobre cn
j sea no nulo. El caso m = 2

es inmediato, ya que
∫ a2

a1
p2

w1
6= 0. Si m = 3, sólo necesitamos mostrar que existe un polinomio h2 tal que

∆3 :=

∣∣∣∣∣∣

∫ a2

a1
p2

w1

∫ a2

a1
p2

w1
h2

∫ a3

a2
p2

w1

∫ a3

a2
p2

w1
h2

∣∣∣∣∣∣
6= 0 ,

es decir, ∆3 =
∫ a2

a1
p2

w1

∫ a3

a2
p2

w1
h2 −

∫ a3

a2
p2

w1

∫ a2

a1
p2

w1
h2 6= 0. Definimos

u3(x) :=




−p2

w1
(x)

∫ a3

a2
p2

w1
, si x ∈ [a1, a2] ,

p2
w1

(x)
∫ a2

a1
p2

w1
, si x ∈ (a2, a3] ,
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y Λ3(F ) :=
∫ a3

a1
Fu3 para cualquier F ∈ L2([a1, a3]). Note que Λ3 no es idéticamente cero en L2([a1, a3]).

Como los polinomios son densos en L2([a1, a3]), existe un polinomio h2 con ∆3 = Λ3(h2) 6= 0.

Asumamos que ∆m−1 6= 0, para algunos polinomios h2, . . . , hm−2. Del desarrollo de Laplace de ∆m

por la última columna obtenemos que ∆m = (−1)mA1

∫ a2

a1
p2

w1
hm−1 + · · · + Am−1

∫ am

am−1
p2

w1
hm−1, con

Am−1 = ∆m−1 6= 0. Entonces la función

um(x) :=





(−1)mA1p
2
w1

(x) , si x ∈ [a1, a2] ,

· · · · · · · · ·
Am−1p

2
w1

(x) , si x ∈ (am−1, am] ,

no es idénticamente cero. Definimos el funcional no trivial Λm(F ) :=
∫ am

a1
Fum para cualquier F ∈ L2([a1, am]).

Como los polinomios son densos en L2([a1, am]), existe un polinomio hm−1 con ∆m = Λm(hm−1) 6= 0.

Por lo tanto, podemos encontrar constantes cn
1 , cn

2 , . . . , cn
m−1, tales que qn verifique (3.6).

Observe que cada cn
j es una combinación lineal (con constantes que no dependen de n, pues las

funciones pw1 , h2, . . . , hm−1 no dependen de n) de
∫ a2

a1
pn, . . . ,

∫ am

am−1
pn (usando la regla de Cramer).

Como {pn}n converge a f ′ en norma L∞(w1) y
∫ β
α 1/w1 < ∞, también converge a f ′ en norma L1([α, β]):

∫ β

α
|f ′ − pn| =

∫ β

α
|f ′ − pn|w1

w1
≤ ‖f ′ − pn‖L∞(w1)

∫ β

α

1
w1

.

Este hecho e
∫ a2

a1
f ′ = · · · = ∫ am

am−1
f ′ = 0, implican

∫ a2

a1
pn, . . . ,

∫ am

am−1
pn (y consecuentemente cn

j ) tiende 0

cuando n →∞. Esto implica que {qn}n converge a f ′ en norma L∞(w1).

Consideremos ahora los polinomios Qn(x) :=
∫ x
a1

qn. Note que Qn(x) =
∫ x
aj

qn para todo 1 ≤ j ≤ m,

pues
∫ aj+1

aj
qn = 0 para todo 1 ≤ j < m; por tanto, Qn(aj) = 0 para todo 1 ≤ j ≤ m. Elegimos una

partición de [α, β] por m intervalos compactos I1, . . . , Im, tales que aj pertenezca al interior de Ij para

cada 1 ≤ j ≤ m.

Las hipótesis
∫ β
α 1/w1 < ∞, w0 ∈ L∞loc([α, β] \ {a1, a2, . . . , am}), y w0(x)

∣∣∣
∫ x
aj

1/w1

∣∣∣ ≤ c para casi todo

x en algún entorno abierto de aj para todo 1 ≤ j ≤ m, implican w0(x)
∣∣∣
∫ x
aj

1/w1

∣∣∣ ≤ c1 en c.t.p. x ∈ Ij

para todo 1 ≤ j ≤ m. Entonces del lema 3.2.1 y su observación se tiene que

‖h‖L∞(Ij ,w0) ≤ c2‖h′‖L∞(Ij ,w1)

para cualquier h ∈ W 1,∞(Ij , w0, w1) (ya que h(aj) = 0 para todo 1 ≤ j ≤ m), luego

‖h‖W 1,∞(w0,w1) ≤ (c2 + 1)‖h′‖L∞(w1)

para cualquier h ∈ W 1,∞(w0, w1). Por tanto, los polinomios {Qn}n convergen a f en norma W 1,∞(w0, w1),

pues {qn}n converge a f ′ en norma L∞(w1). ¥



EL TEOREMA DE WEIERSTRASS CON DERIVADAS DE PRIMER ORDEN 68

Observacion 3.2.14 Para algunos casos particulares de m es posible dar una expresión expĺıcita de hj.

Si m = 3, podemos tomar h2(x) = x − a2. Si m = 4, podemos tomar h2(x) = (x − a2)2(x − a3) y

h3(x) = (x− a2)(x− a3)2.



Caṕıtulo 4

El teorema de Weierstrass con derivadas

de orden k.

4.1 Preliminares.

Este caṕıtulo cierra nuestro estudio del problema de aproximación por polinomios, funciones de

clase Ck o funciones de clase C∞ en espacios de Sobolev con peso vectorial. Dado un peso vectorial

w = (w0, . . . , wk) abordaremos el problema de aproximación simutánea con respecto a la norma Sobolev

definida por

‖f‖W k,∞(w) :=
k∑

j=0

∥∥∥f (j)
∥∥∥

L∞(wj)
. (4.1)

Note que W 0,∞(w) = L∞(w).

De (4.1) se deduce que nuestros resultados de aproximación en W k,∞(w) deben estar basados en

resultados de aproximación en L∞(wj), para 0 ≤ j ≤ k.

Los resultados fundamentales de este caṕıtulo garantizan que una función f pertenece a la clausura

del espacio de los polinomios (o funciones suaves, respectivamente) con respecto a la norma (4.1), si y

sólo si, f (j) pertenece a la clausura de las funciones suaves en norma L∞(wj), para todo 0 ≤ j ≤ k. En

la sección 4.2 aparecen las afirmaciones precisas de cada teorema.

También debemos mencionar que nuestros resultados son más valiosos gracias al teorema 4.2.8 (ver

sección 4.2.3), el cual permite tratar con pesos que pueden obtenerse “pegando” otros pesos más simples.

El análogo del teorema de Weierstrass con normas W k,p(µ) (con 1 ≤ p < ∞ y µ una medida vectorial)

puede ser encontrado en [34] y [37] sobre la recta real, y en [3] y [38] sobre curvas en el plano complejo.

69
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Cabe observar que todos los teoremas que aqúı presentaremos pueden ser aplicados a funciones f a valores

complejos, descomponiendo f en sus partes real e imaginaria.

En la sección 4.2 se encuentran los resultados de aproximación en espacios de Sobolev con pesos

vectoriales de más de dos componentes.

En 4.2.1 nos dedicamos a estudiar el problema de aproximación polinomial extendiendo los resultados

del teorema 3.2.9 del caṕıtulo precedente.

El problema de aproximación por funciones suves es tratado principalmente en la sección 4.2.2 (ver

teoremas 4.2.2, 4.2.3, 4.2.4 y 4.2.5).

Finalmente, en la sección 4.2.3 mostramos algunos resultados complementarios, que aunque requieren

más profundidad, nos permiten entregar otros dos resultados de aproximación en el caso de funciones

suaves (ver teoremas 4.2.6 y 4.2.7).

Todos los resultados presentados en este caṕıtulo aparecen en [32].

4.2 Aproximación en W k,∞(w0, . . . , wk).

Antes de ocuparnos de dar la definición correcta de lo que será el espacio de Sobolev con peso

vectorial W k,∞(w0, . . . , wk) para k ≥ 1, extenderemos la definición 2.2.3 al caso de funciones vectoriales

como sigue

Definicion 4.2.1 Dado un conjunto medible A, diremos que dos funciones vectoriales u y v son com-

parables si cada una de sus componentes es comparable.

También utilizaremos el śımbolo u ³ v para denotar a un par de funciones vectoriales comparables

sobre A.

Como las medidas y las normas son funciones sobre conjuntos medibles y subconjuntos de espacios

vectoriales, respectivamente, podemos hablar de medidas comparables y de normas comparables. Luego

W k,∞(w0, . . . , wk) y W k,∞(v0, . . . , vk) coinciden y tienen normas comparables siempre que (w0, . . . , wk)

y (v0, . . . , vk) sean comparables.

Dado un peso vectorial w = (w0, . . . , wk) se puede pensar que la definición natural de espacio de

Sobolev con peso es “funciones f cuyas j-ésimas derivadas débiles satisfagan ‖f (j)‖L∞(wj) < ∞ para

0 ≤ j ≤ k”; aunque de la teoŕıa clásica de espacios Lp sabemos que

L∞(Ω) ⊆ L1
loc(Ω),
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con la definición anterior no podemos garantizar que

L∞(Ω, wj) ⊆ L1
loc(Ω), para 1 ≤ j ≤ k, (4.2)

(ver por ejemplo, [21] ó [33]).

Nos gustaŕıa conseguir -al igual que en el caṕıtulo anterior- alguna condición sobre los pesos compo-

nentes wj para obtener la inclusión (4.2) y aśı tener que las derivadas distribucionales de f son localmente

integrables (lo cual es imprescindible para la definición de derivada distribucional). Este hecho es el que

garantiza que el espacio de Sobolev con pesos es un espacio de Banach (ver por ejemplo, [21] ó [33]).

Con estas ideas en mente, dado w = (w0, . . . , wk) un peso vectorial, denotaremos por Ωj , para

0 < j ≤ k, al mayor conjunto (el cual es una unión de intervalos) tal que 1/wj ∈ L1
loc(Ωj). Siempre

requeriremos que suppwj = Ωj , para 0 < j ≤ k. Definimos el espacio de Sobolev W k,∞(w), como

el conjunto de todas las (clases de equivalencia de) funciones f definidas en suppw0 ∪ Ω1 ∪ · · · ∪ Ωk,

tales que su (j − 1)-ésima derivada débil f (j−1) sea localmente absolutamente continua en Ωj , es decir,

f (j−1) ∈ ACloc(Ωj), para 0 < j ≤ k, y f (j) pertenezca a L∞(wj), para 0 ≤ j ≤ k.

Con esta definición, el espacio de Sobolev con peso W k,∞(w) es un espacio de Banach (ver [21],

Sección 3). En general, esto no es verdad sin nuestras hipótesis (vea algunos ejemplos en [21]).

Al igual que en el caṕıtulo anterior utilizaremos el lema 3.2.1 para controlar la norma Sobolev de una

función, usando sus derivadas distribucionales.

4.2.1 Aproximación por polinomios.

Comenzaremos con algunos lemas técnicos previos.

Lema 4.2.1 Sean [α, β] un intervalo, s un entero positivo, p0 una función en L∞([α, β]) con p0 6= 0 en

c.t.p. de [α, β], y {gi}s
i=1 un subconjunto de funciones de L2([α, β]) \ {0}, con la propiedad de que para

cada 1 < i ≤ s, la función gi es linealmente independiente de {g1, . . . , gi−1}.
Sean c1, . . . , cs, números reales satisfaciendo el sistema de ecuaciones lineales en {cm}s

m=1

s∑

m=1

cm

∫ β

α
p0gihm = 0, ∀ 1 ≤ i ≤ s, (4.3)

Entonces existen polinomios h1, . . . , hs, tales que el determinante ∆s de la matriz de coeficientes del

sistema lineal (4.3) sobre c1, . . . , cs es no nulo.

Observacion 4.2.1
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1. Dado que ∆s 6= 0, ninguno de los polinomios h1, . . . , hs puede ser idénticamente nulo.

2. Al hablar de independencia lineal consideramos las funciones como clases de equivalencia en L2, es

decir, una función es linealmente dependiente de otras si es igual a una combinación lineal de esas

otras en casi todo punto.

Demostración.

Demostraremos el lema por inducción. Veremos que para cada 1 ≤ m < s, existe un polinomio hm+1

tal que, junto con los polinomios h1, . . . , hm elegidos en los pasos anteriores, el menor ∆m+1 formado por

las m + 1 primeras filas y columnas de la matriz de coeficientes de (4.3), es no nulo.

Si m = 1, como g1 ∈ L2([α, β]) \ {0}, y p0 6= 0 en c.t.p. de [α, β], el funcional Λ1(F ) :=
∫ β
α F p0g1

no es idénticamente nulo en L2([α, β]) (Λ1 está bien definido en L2([α, β]) ya que p0 ∈ L∞([α, β]) y

g1 ∈ L2([α, β])); por tanto, como los polinomios son densos en L2([α, β]), existe un polinomio h1 con

Λ1(h1) =
∫ β
α p0g1h1 6= 0.

Si m = 2, necesitamos mostrar que existe un polinomio h2 tal que

∆2 :=

∣∣∣∣∣∣

∫ β
α p0g1h1

∫ β
α p0g1h2

∫ β
α p0g2h1

∫ β
α p0g2h2

∣∣∣∣∣∣
6= 0,

es decir,

∆2 = A12

∫ β

α
p0g1h2 + A22

∫ β

α
p0g2h2 6= 0,

donde A12 = − ∫ β
α p0g2h1 y A22 =

∫ β
α p0g1h1 6= 0.

Definamos la función

u2(x) := A12p0(x)g1(x) + A22p0(x)g2(x), ∀x ∈ [α, β],

que es distinta de 0 en un subconjunto de medida positiva de [α, β], porque A22 6= 0, g2 es linealmente

independiente de g1, y p0 6= 0 en c.t.p. de [α, β]. Podemos definir también

Λ2(F ) :=
∫ β

α
Fu2, ∀ F ∈ L2([α, β]),

ya que p0 ∈ L∞([α, β]) y gi ∈ L2([α, β]) implican u2 ∈ L2([α, β]). Como Λ2 no es idénticamente nulo en

L2([α, β]) y los polinomios son densos en L2([α, β]), existe un polinomio h2 con ∆2 = Λ2(h2) 6= 0.
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Supongamos que el resultado es cierto para m y demostrémoslo para m+1. En esta situación se tiene

que

∆m+1 =
m+1∑

i=1

Ai,m+1

∫ β

α
p0gihm+1,

donde Ai,m+1 (1 ≤ i ≤ m + 1) son los menores correspondientes al desarrollo de ∆m+1 por la última

columna (con su signo apropiado). Destaquemos que Am+1,m+1 6= 0, por hipótesis de inducción.

Ahora, procederemos a definir la función um+1 en el intervalo [α, β] y el funcional lineal Λm+1 sobre

L2([α, β]) de manera análoga a los casos precedentes:

um+1(x) :=
m+1∑

i=1

Ai,m+1p0(x)gi(x)

y

Λm+1(F ) :=
∫ β

α
Fum+1, ∀ F ∈ L2([α, β]).

La función um+1 es distinta de 0 en un subconjunto de medida positiva de [α, β], pues Am+1,m+1 6= 0,

gm+1 es linealmente independiente de {g1, . . . , gm}, y p0 6= 0 en c.t.p. de [α, β]; entonces Λm+1 no es

idénticamente nulo en L2([α, β]) y consecuentemente existe un polinomio hm+1 tal que ∆m+1 = Λm+1(hm+1) 6= 0.

¥

Lema 4.2.2 Sean a, b, u1, . . . , ur ∈ [α, β] y f ∈ L1([α, β]). Se tiene que
∫ b

a

∫ x1

u1

· · ·
∫ xr

ur

f(xr+1) dxr+1 · · · dx2 dx1 =
∫ b

a
f(x)

(b− x)r

r!
dx

+
∑

h

kr−1
h (r)

∫

Jr−1
h (r)

f(x) xr−1 dx + · · ·+
∑

h

k0
h(r)

∫

J0
h(r)

f(x) dx ,

donde todas las sumas son finitas, kj
h(r) son números reales, y J j

h(r) son subintervalos de [α, β], cuyos

extremos pertencen al conjunto {a, u1, . . . , ur}.

Demostración.

Probaremos el resultado por inducción en r. Veamos que es cierto para r = 1. Cambiando el orden

de integración se obtiene:
∫ b

a

∫ x1

u1

f(x2) dx2 dx1 =
∫ b

a

∫ x1

a
f(x2) dx2 dx1 +

∫ b

a

∫ a

u1

f(x2) dx2 dx1

=
∫ b

a
f(x2)

∫ b

x2

dx1 dx2 + (b− a)
∫ a

u1

f(x) dx

=
∫ b

a
f(x)(b− x) dx + (b− a)

∫ a

u1

f(x) dx .
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Supongamos ahora que el lema es cierto para r y probémoslo para r + 1. Aplicando la hipótesis de

inducción a la función
∫ xr+1

ur+1
f(xr+2) dxr+2, obtenemos:

∫ b

a

∫ x1

u1

· · ·
∫ xr

ur

∫ xr+1

ur+1

f(xr+1) dxr+2 dxr+1 · · · dx2 dx1

=
∫ b

a

∫ xr+1

ur+1

f(xr+2) dxr+2
(b− xr+1)r

r!
dxr+1

+
∑

h

kr−1
h (r)

∫

Jr−1
h (r)

∫ xr+1

ur+1

f(xr+2) dxr+2 xr−1
r+1 dxr+1

+ · · ·+
∑

h

k0
h(r)

∫

J0
h(r)

∫ xr+1

ur+1

f(xr+2) dxr+2 dxr+1 .

Tratemos separadamente cada sumando. En primer lugar,
∫ b

a

∫ xr+1

ur+1

f(xr+2) dxr+2
(b− xr+1)r

r!
dxr+1

=
∫ b

a

∫ xr+1

a
f(xr+2) dxr+2

(b− xr+1)r

r!
dxr+1 +

∫ b

a

∫ a

ur+1

f(xr+2) dxr+2
(b− xr+1)r

r!
dxr+1

=
∫ b

a
f(xr+2)

∫ b

xr+2

(b− xr+1)r

r!
dxr+1 dxr+2 +

(b− a)r+1

(r + 1)!

∫ a

ur+1

f(x) dx

=
∫ b

a
f(x)

(b− x)r+1

(r + 1)!
dx +

(b− a)r+1

(r + 1)!

∫ a

ur+1

f(x) dx .

Por otra parte, si J j
h(r) = [A, B], con 0 ≤ j ≤ r − 1, se tiene que

∫

Jj
h(r)

∫ xr+1

ur+1

f(xr+2) dxr+2 xj
r+1 dxr+1

=
∫ B

A

∫ xr+1

A
f(xr+2) dxr+2 xj

r+1 dxr+1 +
∫ B

A

∫ A

ur+1

f(xr+2) dxr+2 xj
r+1 dxr+1

=
∫ B

A
f(xr+2)

∫ B

xr+2

xj
r+1 dxr+1 dxr+2 +

Bj+1 −Aj+1

j + 1

∫ A

ur+1

f(x) dx

=
Bj+1

j + 1

∫ B

A
f(x) dx−

∫ B

A
f(x)

xj+1

j + 1
dx +

Bj+1 −Aj+1

j + 1

∫ A

ur+1

f(x) dx .

Esto termina la prueba del lema, ya que j + 1 ≤ r.

¥

Haciendo uso de los lemas anteriores y del lema 3.2.1, mostraremos en lo que sigue un resultado

análogo al teorema 3.2.9 del caṕıtulo anterior para pesos vectoriales de más de dos componentes.

Teorema 4.2.1 Consideremos un peso vectorial w = (w0, . . . , wk) en [α, β] que satisface:

(i)
∫ β
α 1/wk < ∞.
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(ii) wj ∈ L∞loc([α, β] \ {aj
1, . . . , a

j
mj}), para todo 0 ≤ j < k.

(iii) wj(x)
∣∣∣
∫ x
aj

i
1/(1 + wj+1)

∣∣∣ ≤ c, para c.t.p. en algún entorno de aj
i , para todo 1 ≤ i ≤ mj, 0 ≤ j ≤

k − 2, y wk−1(x)
∣∣∣
∫ x
ak−1

i
1/wk

∣∣∣ ≤ c, para c.t.p. en algún entorno de ak−1
i , para todo 1 ≤ i ≤ mk−1.

Entonces la clausura del espacio de los polinomios en W k,∞(w0, . . . , wk) es

H9 :=
{

f ∈ W k,∞(w0, . . . , wk) : f (k) ∈ P ∩ L∞(wk)
L∞(wk)

}
.

Observacion 4.2.2

1. La hipótesis (ii) no supone ninguna restricción, pues si se tiene ess lim supx→awj(x) = ∞ (para

algún 0 ≤ j < k) para una cantidad infinita de puntos a ∈ R, entonces 0 es el único polinomio en

L∞(wj), y es trivial encontrar la clausura de los polinomios en W k,∞(w0, . . . , wk).

2. Conviene destacar que la hipótesis (iii) es mucho más débil que wj(x)
∣∣∣
∫ x
aj

i
1/wj+1

∣∣∣ ≤ c, que aparece

en el lema 3.2.1, ya que se permite, por ejemplo, que algunos wj+1 sean iguales a 0.

3. Por supuesto, admitimos la posibilidad de que wj esté acotado para algún j, es decir, de que

{aj
1, . . . , a

j
mj} sea el conjunto vaćıo.

Demostración.

Si 0 es el único polinomio en L∞(wk), el resultado es evidente (si f (k) = 0, entonces f es un polinomio).

Por tanto, podemos suponer sin pérdida de generalidad que existe algún polinomio no trivial en L∞(wk).

Es inmediato que la clausura del espacio de los polinomios en W k,∞(w0, . . . , wk) está contenida en

H9.

Aśı que nuestro problema se reduce a mostrar que toda función en H9 puede ser aproximada por

polinomios en norma W k,∞(w0, . . . , wk). Consideremos pues, f ∈ H9 y {pn}n una sucesión de polinomios

que converja a f (k) en norma L∞(wk). Construiremos a partir de la sucesión {pn}n una sucesión de

polinomios que converja a f en norma W k,∞(w0, . . . , wk).

La idea clave para realizar tal construcción es encontrar, a partir de pn, un polinomio qn,k en M ,

donde M es el espacio de los polinomios que admiten una primitiva de orden k en W k,∞(w0, . . . , wk). Si

P fuese un espacio de Hilbert y M un subespacio cerrado, bastaŕıa con tomar como qn,k la proyección

ortogonal de pn sobre M . Como nuestras normas no provienen de un producto escalar, el problema es

mucho más complicado; afortunadamente, gracias a los dos lemas anteriores encontraremos un conjunto
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finito de polinomios B en L∞(wk), de forma que qn,k pueda expresarse como combinación lineal de pn y

elementos de B.

Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que ess lim sup
x→aj

i
wj(x) = ∞, para todos los ı́ndices

1 ≤ i ≤ mj , 0 ≤ j < k, pues si ess lim sup
x→aj

i
wj(x) < ∞, para algún aj

i , es suficiente removerlo de la

lista {aj
i : 1 ≤ i ≤ mj , 0 ≤ j < k}. De igual forma podemos suponer que dichos puntos están ordenados,

es decir, que aj
1 < · · · < aj

mj , para todo 0 ≤ j < k con mj ≥ 2.

Como 1/wk ∈ L1([α, β]), para toda función g ∈ W k,∞(w0, . . . , wk) se tiene que
∫ β

α
|g(k)| =

∫ β

α
|g(k)|wk

wk
≤ ‖g(k)‖L∞(wk)

∫ β

α

1
wk

< ∞,

de donde se deduce que g(k−1) ∈ AC([α, β]), y g ∈ Ck−1([α, β]).

Por otro lado, ess lim sup
x→aj

i
wj(x) = ∞, para cualquier 1 ≤ i ≤ mj , 0 ≤ j < k y g(j) ∈ L∞(wj),

implican que g(j)(aj
i ) = 0, para todo 1 ≤ i ≤ mj , 0 ≤ j < k (tiene sentido hablar del valor de g(j)

en aj
i ya que g(j) es una función continua). Como consecuencia de las observaciones anteriores tenemos

que
∫ aj

i+1

aj
i

g(j+1) = g(j)(aj
i+1) − g(j)(aj

i ) = 0, para cada 1 ≤ i < mj , 0 ≤ j < k, con mj ≥ 2 y toda

g ∈ W k,∞(w0, . . . , wk).

Si wj ∈ L∞([α, β]), para algún 0 ≤ j < k, definimos aj
1 := α. Primero, construiremos (a partir

de {pn}n) una sucesión de polinomios {qn,k}n que converja a f (k) en norma L∞(wk), con la propiedad

adicional de que ∫ aj
i+1

aj
i

qn,j+1 = 0, ∀ 1 ≤ i < mj , 0 ≤ j < k, (4.4)

donde

qn,j(x) := f (j)(aj
1) +

∫ x

aj
1

qn,j+1, ∀ 0 ≤ j < k.

Más adelante probaremos que la sucesión de polinomios {qn,j}n converge a f (j) en norma L∞(wj); la

propiedad (4.4) precisamente garantizará que qn,j está en L∞(wj). Esta será la gran ventaja de qn,k sobre

pn.

Evidentemente, en (4.4) sólo tenemos en cuenta las ecuaciones correspondientes a los j con mj ≥ 2.

Estas ecuaciones pueden escribirse en la forma

∫ aj
i+1

aj
i

∫ xj+1

aj+1
1

· · ·
∫ xk−1

ak−1
1

qn,k(xk) dxk · · · dxj+2 dxj+1 + Hj(f) = 0, (4.5)

donde Hj es un operador lineal de la forma Hj(f) =
∑k−1

i=j αj
if

(i)(ai
1), con αj

i números reales que sólo

dependen de {aj
i , a

j
i+1, a

j+1
1 , . . . , ak−1

1 }.
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Ahora usaremos los lemas 4.2.1 y 4.2.2 para demostrar que es posible construir la sucesión {qn,k}k

verificando (4.4). Consideremos p0 := pwk
, el polinomio minimal de L∞(wk) (pwk

no es idénticamente

cero, pues L∞(wk) contiene polinomios no triviales), los intervalos Ij
i := [aj

i , a
j
i+1] cuando mj ≥ 2, y

s :=
∑k−1

j=0 mj − k (si wj ∈ L∞([α, β]), definimos mj := 1, para que s sea el número total de intervalos

Ij
i considerados). Como aj

1 < · · · < aj
mj , para todo 0 ≤ j < k con mj ≥ 2, se tiene que los intervalos

Ij
1 , . . . , I

j
mj−1, tienen interiores disjuntos, para todo 0 ≤ j < k con mj ≥ 2.

Definamos ahora funciones gj
i si mj ≥ 2. El lema 4.2.2 asegura que

∫ aj
i+1

aj
i

∫ x1

aj+1
1

· · ·
∫ xk−j−1

ak−1
1

F (xk−j) dxk−j · · · dx2 dx1 =
∫ aj

i+1

aj
i

F (t)
(aj

i+1 − t)k−j−1

(k − j − 1)!
dt

+
∑

h

kk−j−2
h (i, j)

∫

Jk−j−2
h (i,j)

F (t) tk−j−2 dt + · · ·

+
∑

h

k0
h(i, j)

∫

J0
h(i,j)

F (t) dt,

para toda F ∈ L1([α, β]), donde todas las sumas son finitas. Para cada 1 ≤ i < mj , 0 ≤ j < k, con

mj ≥ 2, sea

gj
i (t) :=

(aj
i+1 − t)k−j−1

(k − j − 1)!
χ

Ij
i
(t)

+
∑

h

kk−j−2
h (i, j) tk−j−1 χ

Jk−j−2
h (i,j)

(t) + · · ·+
∑

h

k0
h(i, j)χJ0

h(i,j)(t).

Entonces se tiene para toda F ∈ L1([α, β]),

∫ aj
i+1

aj
i

∫ x1

aj+1
1

· · ·
∫ xk−j−1

ak−1
1

F (xk−j) dxk−j · · · dx2 dx1 =
∫ β

α
Fgj

i . (4.6)

Si sustituimos en esta igualdad F por qn,k, obtenemos que (4.5) (y por lo tanto (4.4)) puede escribirse

de forma equivalente como ∫ β

α
qn,k gj

i + Hj(f) = 0. (4.7)

Definamos las funciones {g1, . . . , gs} como las funciones de la lista

{gk−1
1 , gk−1

2 , . . . , gk−1
mk−1−1, . . . , g

1
1, g

1
2, . . . , g

1
m1−1, g

0
1, g

0
2, . . . , g

0
m0−1},

en ese mismo orden.

Está claro que estas funciones satisfacen las hipótesis del lema 4.2.1: gj
i ∈ L2([α, β]) \ {0}; además,

para cada par i0, j0, la función gj0
i0

es linealmente independiente de

{gk−1
1 , gk−1

2 , . . . , gk−1
mk−1−1, . . . , g

j0+1
1 , gj0+1

2 , . . . , gj0+1
mj0+1−1, g

j0
1 , gj0

2 , . . . , gj0
i0−1},
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ya que gj0
i0

es igual a χ
I

j0
i0

por un polinomio de grado k−j0−1 más un número finito de funciones indicadoras

por polinomios de grado estrictamente menor que k − j0 − 1, gj
i (con j0 < j < k) es una combinación

lineal finita de funciones indicatrices por polinomios de grado menor o igual que k − j − 1 < k − j0 − 1,

y cualquier intervalo Ij0
i con i 6= i0 interseca con Ij0

i0
a lo sumo en un punto.

El lema 4.2.1 implica entonces que existen polinomios h1, . . . , hs, tales que el determinante ∆s de la

matriz de coeficientes del siguiente sistema lineal sobre c1, . . . , cs es no nulo:

s∑

m=1

cm

∫ β

α
pwk

hmgj
i = 0, ∀ 1 ≤ i < mj , 0 ≤ j < k. (4.8)

Definamos ahora

qn,k := pn − c1
n pwk

h1 − c2
n pwk

h2 − · · · − cs
n pwk

hs,

con constantes c1
n, c2

n, . . . , cs
n, de forma que se verifique (4.7): Estos coeficientes pueden elegirse como la

única solución del sistema de ecuaciones lineales

s∑

m=1

cm
n

∫ β

α
pwk

hmgj
i =

∫ β

α
pngj

i + Hj(f), ∀ 1 ≤ i < mj , 0 ≤ j < k,

ya que tiene la misma matriz de coeficientes que el sistema (4.8). Por tanto, los qn,k aśı definidos verifican

(4.4).

Es destacable que nuestro argumento permite construir qn,k como combinación lineal de pn, pwk
h1, . . . , pwk

hs,

de forma que la dependencia en n de qn,k sólo se manifiesta a través de pn y de los coeficientes de

pwk
h1, . . . , pwk

hs. Por tanto, las funciones pwk
h1, . . . , pwk

hs, juegan el mismo papel en nuestro espacio

normado que jugaŕıa una base del espacio ortogonal a M en un espacio de Hilbert. Esta es la razón de

fondo por la que ha merecido la pena el esfuerzo que nos ha costado garantizar su existencia.

En vista de (iii), resulta natural definir los pesos vj := 1+wj para 0 ≤ j < k y vk := wk. Estos pesos

tienen la ventaja sobre los wj de verificar:

(i′)
∫ β
α 1/vj < ∞, para todo 0 ≤ j ≤ k.

(iii′) vj(x)
∣∣∣
∫ x
aj

i
1/vj+1

∣∣∣ ≤ c′, para c.t.p. en algún entorno de aj
i , para todo 1 ≤ i ≤ mj , 0 ≤ j < k.

Vamos a probar que los polinomios {qn,0}n convergen a f en norma W k,∞(v0, . . . , vk), lo cual implica

que convergen a f en norma W k,∞(w0, . . . , wk).

Definamos En,j := f (j) − qn,j para todo 0 ≤ j ≤ k. Entonces

En,j(x) = f (j)(x)− qn,j(x) =
∫ x

aj
1

(f (j+1) − qn,j+1) =
∫ x

aj
1

En,j+1, ∀ 0 ≤ j < k. (4.9)
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Dado que
∫ aj

i+1

aj
i

f (j+1) = f (j)(aj
i+1)−f (j)(aj

i ) = 0, e
∫ aj

i+1

aj
i

qn,j+1 = 0 por la definición de qn,k, se tiene que

∫ aj
i+1

aj
i

En,j+1 = 0. (4.10)

En particular se tiene que En,j(a
j
i ) = 0, para todo 1 ≤ i < mj , 0 ≤ j < k, ya que En,j(a

j
1) = 0.

Las igualdades (4.6), (4.9) y (4.10) permiten deducir
∫ β
α En,kg

j
i = 0, para todo 1 ≤ i < mj , 0 ≤ j < k,

y entonces los coeficientes {c1
n, . . . , cs

n} también son la única solución del sistema de ecuaciones lineales

s∑

m=1

cm
n

∫ β

α
pwk

hmgj
i =

∫ β

α
(pn − f (k))gj

i , ∀ 1 ≤ i < mj , 0 ≤ j < k.

Como los términos independientes de este sistema verifican
∣∣∣∣
∫ β

α
(pn − f (k))gj

i

∣∣∣∣ ≤
∥∥∥gj

i

∥∥∥
L∞([α,β])

∥∥∥pn − f (k)
∥∥∥

L1([α,β])
≤

∥∥∥gj
i

∥∥∥
L∞([α,β])

∥∥∥pn − f (k)
∥∥∥

L∞(wk)

∫ β

α

1
wk

−→ 0,

cuando n tiende a infinito, y la matriz de coeficientes es independiente de n, la regla de Kramer permite

deducir que limn→∞ cm
n = 0, para todo 1 ≤ m ≤ s. Por consiguiente,

‖En,k‖L∞(wk) =
∥∥∥f (k) − qn,k

∥∥∥
L∞(wk)

≤
∥∥∥f (k) − pn

∥∥∥
L∞(wk)

+
s∑

m=1

|cm
n | ‖pwk

hm‖L∞(wk) −→ 0, (4.11)

cuando n tiende a infinito. Por tanto, {qn,k}n converge a f (k) en L∞(vk). Veamos ahora que {qn,0}n

converge a f en W k,∞(v0, . . . , vk).

Probemos ahora que

‖En,j‖L∞(vj)
≤ cj ‖En,j+1‖L∞(vj+1)

, ∀ 0 ≤ j < k.

Esta desigualdad y (4.11) dan que {qn,0}n converge a f en W k,∞(v0, . . . , vk), concluyendo la demostración

del teorema.

Asumamos en primer lugar que wj /∈ L∞([α, β]). Elijamos una partición de [α, β] mediante mj

intervalos compactos Hj
1 , . . . , Hj

mj , tales que aj
i sólo pertenece a Hj

i , para 1 ≤ i ≤ mj . Las hipótesis (i′),

(ii) y (iii′) garantizan que vj(x)| ∫ x
aj

i
1/vj+1| ≤ c1

j en c.t. x ∈ Hj
i , para todo 1 ≤ i ≤ mj .

Si wj ∈ L∞([α, β]), definimos Hj
1 := [α, β] (recordemos que aj

1 := α). La hipótesis (i′) y wj ∈ L∞([α, β])

también garantizan que vj(x)| ∫ x
aj
1
1/vj+1| ≤ c1

j en c.t. x ∈ Hj
1 .

Por tanto, independientemente de si wj está acotado o no, el lema 3.2.1 implica que

‖En,j‖L∞(Hj
i ,vj)

≤ cj‖En,j+1‖L∞(Hj
i ,vj+1)

,
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ya que En,j(a
j
i ) = 0 para todo 1 ≤ i ≤ mj . Entonces

‖En,j‖L∞(vj)
≤ cj ‖En,j+1‖L∞(vj+1)

, ∀ 0 ≤ j < k.

Esto termina la prueba.

¥

4.2.2 Aproximación por funciones suaves.

Comenzaremos con dos definiciones.

Definicion 4.2.2 Diremos que un peso vectorial w = (w0, . . . , wk) en [a, b] es de tipo 1 si 1/wk ∈ L1([a, b])

y w0, . . . , wk−1 ∈ L∞([a, b]).

Definicion 4.2.3 Diremos que un peso vectorial w = (w0, . . . , wk) en [a, b] es de tipo 2 si existen números

reales a ≤ a1 < a2 < a3 < a4 ≤ b tales que

1. 1/wk ∈ L1([a1, a4]), y w0, . . . , wk−1 ∈ L∞([a, b]),

2. si a < a1, entonces wj es comparable con un peso no decreciente y finito en [a, a2], para 0 ≤ j ≤ k,

3. si a4 < b, entonces wj es comparable con un peso no creciente y finito en [a3, b], para 0 ≤ j ≤ k.

Observe que los pesos de tipo 1 también son de tipo 2.

En los teoremas siguientes mostraremos resultados que describen la clausura de las funciones suaves

en espacios de Sobolev con pesos de tipo 1 y 2 en intervalos compactos.

Teorema 4.2.2 Consideremos un peso vectorial w = (w0, . . . , wk) de tipo 1 en un intervalo compacto

I = [a, b]. Entonces la clausura de P ∩ W k,∞(I, w), C∞(R) ∩ W k,∞(I, w) y Ck(R) ∩ W k,∞(I, w) en

W k,∞(I, w) es, respectivamente,

H10 :=
{

f ∈ W k,∞(I, w) : f (k) ∈ P ∩ L∞(I, wk)
L∞(I,wk)

}
,

H11 :=
{

f ∈ W k,∞(I, w) : f (k) ∈ C∞(I) ∩ L∞(I, wk)
L∞(I,wk)

}
,

H12 :=
{

f ∈ W k,∞(I, w) : f (k) ∈ C(I) ∩ L∞(I, wk)
L∞(I,wk)

}
.

Observacion 4.2.3



EL TEOREMA DE WEIERSTRASS CON DERIVADAS DE ORDEN k 81

1. Observe que el teorema 4.2.2 caracteriza la clausura de Ck(R)∩W k,∞(I, w), C∞(R)∩W k,∞(I, w)

y P∩W k,∞(I, w) en W k,∞(I, w), en términos del problema similar de aproximación en L∞(I, wk).

Este problema está completamente solucionado para la clausura de C(R)∩L∞(I, wk) y P∩L∞(I, wk)

por los teoremas 2.2.1 y 2.2.2 del caṕıtulo 2. El teorema 2.2.3 del caṕıtulo 2 también caracteriza la

clausura de C∞(R) ∩ L∞(I, wk), para muchos pesos wk.

2. Si wk ∈ L∞(I), entonces la clausura de Ck(R), P y C∞(R) es la misma. Esto es un consecuencia

de la prueba de Bernstein para el teorema de Weierstrass (ver por ejemplo [8], p.113), dado que los

polinomios de Bernstein convergen uniformemente hasta la k-ésima derivada para cualquier función

en Ck(I).

Demostración.

Primero probaremos que H12 = Ck(R) ∩W k,∞(I, w)
W k,∞(I,w)

. La inclusión

Ck(R) ∩W k,∞(I, w)
W k,∞(I,w) ⊆ H12

es inmediata. Consideremos ahora una función f ∈ H12, y veamos que puede ser aproximada por

funciones en Ck(R) ∩W k,∞(I, w) con la norma de W k,∞(I, w).

Dada g ∈ C(R) una función que aproxima a f (k) en norma L∞(I, wk). Consideremos la función

h(x) :=
k−1∑

j=0

f (j)(a)
(x− a)j

j!
+

∫ x

a
g(t)

(x− t)k−1

(k − 1)!
dt .

Tenemos que

f (j)(x)− h(j)(x) =
∫ x

a

(
f (k)(t)− g(t)

) (x− t)k−j−1

(k − j − 1)!
dt, para j = 0, . . . , k − 1.

De donde

∣∣∣f (j)(x)− h(j)(x)
∣∣∣ ≤

∫ x

a

∣∣∣f (k)(t)− g(t)
∣∣∣ |x− t|k−j−1

(k − j − 1)!
dt

≤ c1

∫ b

a

∣∣∣f (k)(t)− g(t)
∣∣∣ wk(t)
wk(t)

dt ≤ c1‖1/wk‖L1(I)

∥∥∥f (k) − g
∥∥∥

L∞(I,wk)
,

para j = 0, . . . , k − 1, pues 1/wk ∈ L1(I).

Consecuentemente,

‖f − h‖W k,∞(I,w) ≤ c2

∥∥∥f (k) − g
∥∥∥

L∞(I,wk)
, con h ∈ Ck(R) .
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En los otros casos la prueba es similar. Observe que la naturaleza de la función h depende de la

elección de la función g, es decir, si g ∈ C∞(R) (respectivamente, g ∈ P) aproxima a f en L∞(I, wk),

entonces h ∈ C∞(R) (respectivamente, h ∈ P).

¥

Cortar y pegar funciones es un método muy útil para descomponer funciones en otras más simples.

Para hacer esto las particiones de la unidad se vuelven herramientas naturales. Los siguientes resultados

garantizan que este instrumento técnico preserva el espacio de Sobolev. Establecer este resultado de

manera independiente y abstracta nos permitirá simplificar las pruebas de los teoremas 4.2.3, 4.2.4 y

4.2.6.

Proposicion 4.2.1 Consideremos un peso vectorial w = (w0, . . . , wk). Asumamos que K es una unión

finita de intervalos compactos J1, . . . , Jn y que para cualquier Jm existe un entero 0 ≤ km ≤ k verificando

1/wkm ∈ L1(Jm), si km > 0, y wj = 0 en c.t.p. de Jm para km < j ≤ k, si km < k.

(a) Si w1, . . . , wk ∈ L∞(K), entonces fg ∈ W k,∞(w) para cualquier f ∈ W k,∞(w) y g ∈ Ck(R) con

supp g′ ⊆ K.

(b) Si además wkm es admisible en Jm y f (km) pertenece a la clausura de C(Jm) ∩ L∞(Jm, wkm) en

L∞(Jm, wkm) para algún 1 ≤ m ≤ n, entonces (fg)(j) pertenece a la clausura de C(Jm)∩L∞(Jm, wj)

en L∞(Jm, wj) para cualquier 0 ≤ j ≤ km.

Demostración.

Fijemos f ∈ W k,∞(w) y g ∈ Ck(R) con supp g′ ⊆ K.

Primero, mostraremos que fg pertenece a W k,∞(w). Es claro que fg pertenece a L∞(w0), ya que

g ∈ L∞(R): fg es constante en cada componente conexa de R\K y está acotada en el conjunto compacto

K. El mismo argumento permite deducir que fg pertenece a W k,∞(I, w) para cada componente conexa

I de R \K. Entonces sólo necesitamos probar que fg pertenece a W k,∞(Jm, w) para cada m. Si km = 0,

tenemos el resultado, ya que W k,∞(Jm, w) = L∞(Jm, w0).

Fijemos ahora m con km > 0. Entonces 1/wkm ∈ L1(Jm), y wj = 0 en c.t.p. de Jm para km < j ≤ k,

si km < k. Ya que f ∈ W k,∞(Jm, w) = W km,∞(Jm, w0, . . . , wkm), la definición de espacio de Sobolev con

peso permite concluir que f y fg pertenecen a Ckm−1(Jm). Consecuentemente, para cada 0 < j ≤ km,

tenemos que (fg)(j) es la suma de una función continua y f (j)g en Jm. Entonces, concluimos que (fg)(j)

pertenece a L∞(Jm, wj), ya que wj , g ∈ L∞(Jm). Esto finaliza la prueba de (a).



EL TEOREMA DE WEIERSTRASS CON DERIVADAS DE ORDEN k 83

Asumamos ahora que wkm es admisible en Jm y f (km) pertenece a la clausura de C(Jm)∩L∞(Jm, wkm)

en L∞(Jm, wkm) para algún 1 ≤ m ≤ n. Probaremos ahora que (fg)(j) pertenece a la clausura de

C(Jm) ∩ L∞(Jm, wj) en L∞(Jm, wj) para cualquier 0 ≤ j ≤ km.

El resultado es directo si km = 0, usando el teorema 2.2.1. Fijemos ahora m con km > 0.

Como hemos visto, (fg)(j) es continua en Jm si 0 ≤ j < km. También tenemos que (fg)(km) es la suma

de una función continua y f (km)g en Jm. Usando el teorema 2.2.1, es fácil chequear que (fg)(km) verifica

las propiedades que garantizan que pertenece a la clausura de C(Jm) ∩ L∞(Jm, wkm) en L∞(Jm, wkm):

las propiedades de continuidad se cumplen directamente, y los ĺımites son 0 ya que wkm , g ∈ L∞(Jm).

Esto finaliza la prueba.

¥

Teorema 4.2.3 Consideremos un peso vectorial w = (w0, . . . , wk) de tipo 2 en un intervalo compacto

I = [a, b], con wk admisible. Entonces la clausura de Ck(R) ∩W k,∞(I, w) en W k,∞(I, w) es

H13 :=
{

f ∈ W k,∞(I, w) : f (j) ∈ C(I) ∩ L∞(I, wj)
L∞(I,wj) para 0 ≤ j ≤ k

}
.

Demostración.

Es claro que la clausura de Ck(R) ∩ W k,∞(I, w) en W k,∞(I, w) está contenida en H13. Consid-

eremos ahora una función f ∈ H13; nos gustaŕıa ver que puede ser aproximada por funciones en

Ck(R) ∩W k,∞(I, w) con la norma de W k,∞(I, w).

Consideremos una partición de la unidad {ψ1, ψ2, ψ3} ⊆ C∞
c (R) en I que satisfaga: ψ1 + ψ2 + ψ3 = 1 en I,

ψ1|[a,a1] ≡ 1, ψ2|[a4,b] ≡ 1, ψ3|[a2,a3] ≡ 1, suppψ1 ⊆ [a, a2−δ], suppψ2 ⊆ [a3+δ, b], suppψ3 ⊆ [a1+δ, a4−δ],

para algún δ > 0. Consideremos también las funciones fi = fψi para i = 1, 2, 3. Si a = a1 y a4 < b (o

a4 = b y a < a1), consideramos una partición de la unidad con sólo dos funciones. Si a = a1 y a4 = b,

entonces w es un peso de tipo 1 en I, y podemos aplicar el teorema 4.2.2. Entonces sólo consideraremos

el caso a < a1 y a4 < b, ya que los otros casos son más fáciles.

Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que wj es un peso finito no decreciente en [a, a2], y un

peso finito no creciente en [a3, b], para 0 ≤ j ≤ k.

Observe que cada fi pertenece a W k,∞(I, w) por la proposición 4.2.1, ya que 1/wk ∈ L1([a1, a4]),

suppψ′i ⊆ [a1, a2] ∪ [a3, a4], y w1, . . . , wk ∈ L∞([a1, a2] ∪ [a3, a4]), porque los pesos wj son monótonos.

Ya que wk es admisible y f (k) pertenece a la clausura de C([a1, a2]∪[a3, a4])∩L∞([a1, a2]∪[a3, a4], wk)

en L∞([a1, a2]∪[a3, a4], wk), entonces la proposición 4.2.1 también implica que f
(j)
i pertenece a la clausura

de C([a1, a2] ∪ [a3, a4]) ∩ L∞([a1, a2] ∪ [a3, a4], wj) en L∞([a1, a2] ∪ [a3, a4], wj) para cualquier 0 ≤ j ≤ k.
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Observemos que f
(j)
i es igual a f (j) o a 0 en cada intervalo [a, a1], [a2, a3], [a4, b], para cualquier

0 ≤ j ≤ k. Entonces el corolario 2.2.2 permite deducir que f
(j)
i pertenece a la clausura de C(I)∩L∞(I, wj)

en L∞(I, wj) para cualquier 0 ≤ j ≤ k.

Es suficiente mostrar que cada fi puede ser aproximada en W k,∞(I, w) por funciones que pertenezcan

a Ck(I), ya que f = f1 + f2 + f3 en I.

(1) Aproximación de f1.

Fijado 0 ≤ j ≤ k, consideremos las funciones gλ(x) := f
(j)
1 (x + λ) con 0 < λ < δ. Es claro que gλ

también pertenece a L∞([a, b], wj), ya que wj |[a,a2] es no decreciente para 0 ≤ j ≤ k y supp f
(j)
1 ⊆ [a, a2 − δ].

Ahora, mostraremos que gλ tiende a f
(j)
1 en L∞(I, wj) cuando λ → 0+. Necesitamos estimar

J(λ) :=
∥∥∥f

(j)
1 − gλ

∥∥∥
L∞(I,wj)

= ess supx∈[a,a2]

∣∣∣f (j)
1 (x)− gλ(x)

∣∣∣ wj(x),

ya que f
(j)
1 (x) = gλ(x) = 0 para x ≥ a2 y 0 < λ < δ.

Definimos αj := max{x ∈ [a, b] : wj(t) = 0 para casi todo t ∈ [a, x]}.
Si αj ≥ a2, obtenemos J(λ) = 0. Trataremos ahora con el caso αj < a2.

El teorema 2.2.1 garantiza que f (j) ∈ C((αj , a2]) y entonces f
(j)
1 ∈ C((αj , b]).

Asumamos que limx→α+
j

wj(x) > 0. Por lo tanto, el teorema 2.2.1 implica que f
(j)
1 ∈ C([αj , b]) y conse-

cuentemente limλ→0+ J(λ) = 0, ya que f
(j)
1 es uniformemente continua en C([αj , b]) y wj ≤ wj(a2)χ[αj ,a2]

en [a, a2]. Si no tenemos limx→α+
j

wj(x) > 0, entonces limx→α+
j

wj(x) = 0, ya que wj es un peso no

decreciente en [a, a2].

Ya que f
(j)
1 pertenece a la clausura de C(I)∩L∞(I, wj) en L∞(I, wj) y limx→α+

j
wj(x) = 0, el corolario

2.2.1 implica que ess limx→α+
j
f

(j)
1 (x)wj(x) = 0. De hecho, podemos deducir que limx→α+

j
f

(j)
1 (x)wj(x) =

0, ya que wj es un peso finito no decreciente en [a, a2] y f
(j)
1 ∈ C((αj , b]). Consecuentemente existe

0 < δ1 ≤ δ tal que
∣∣∣f (j)

1 (x)
∣∣∣wj(x) < ε/3, siempre que x ∈ (αj , αj + 2δ1]. Entonces

∣∣∣f (j)
1 (x)− gλ(x)

∣∣∣wj(x) ≤
∣∣∣f (j)

1 (x)wj(x)− gλ(x)wj(x + λ)
∣∣∣ + |gλ(x)wj(x + λ)− gλ(x)wj(x)| < ε,

para cualquier x ∈ (αj , αj + δ1] y 0 < λ < δ1, ya que

∣∣∣f (j)
1 (x)wj(x)− gλ(x)wj(x + λ)

∣∣∣ ≤
∣∣∣f (j)

1 (x)
∣∣∣wj(x) + |gλ(x)|wj(x + λ) <

2ε

3
,

y

|gλ(x)wj(x + λ)− gλ(x)wj(x)| ≤ |gλ(x)|wj(x + λ) <
ε

3
,

porque el peso wj es no decreciente.
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Usando la continuidad uniforme de f
(j)
1 en [αj + δ1, a2], tenemos que existe 0 < δ2 ≤ δ1 tal que

∣∣∣f (j)
1 (x)− gλ(x)

∣∣∣wj(x) ≤ wj(a2)
∣∣∣f (j)

1 (x)− gλ(x)
∣∣∣ < ε,

para cualquier x ∈ [αj + δ1, a2] si 0 < λ < δ2; es decir, J(λ) =
∥∥∥f

(j)
1 − gλ

∥∥∥
L∞([αj ,a2],wj)

≤ ε.

Entonces, es suficiente aproximar (f1)λ(x) := f1(x + λ) en W k,∞(I, w) para λ > 0 suficientemente

pequeño.

Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que a = minj αj , ya que en otro caso podemos considerar

el intervalo [minj αj , b] en vez de [a, b]. Entonces, f es continua en (a, a2] y, consecuentemente, f1 es

continua en (a, b].

Sea {φt}t>0 una aproximación de la identidad usual: φt(x) = t−1φ(t−1x) para todo x ∈ R, t > 0,

con φ ∈ C∞
c ((−1, 1)) verificando φ ≥ 0 e

∫
φ = 1. Tomemos ut la convolución ut := (f1)λ ∗ φt, con

0 < t < λ/2 < δ/2. Entonces ut ∈ C∞(I), ya que (f1)λ ∈ C([a − λ/2, b]) ⊂ L1([a − λ/2, b]). Usaremos

(f1)λ en vez de f1 por esta buena propiedad. Definimos vt := u
(j)
t = gλ ∗ φt para algún 0 ≤ j ≤ k fijado.

Sólo necesitamos chequear que vt se aproxima a gλ en L∞(I, wj) cuando t → 0+. Pero

‖vt − gλ‖L∞(I,wj) = ess supx∈I

∣∣∣∣
∫ t

−t
gλ(x− y)φt(y) dy −

∫ t

−t
gλ(x)φt(y) dy

∣∣∣∣wj(x)

≤
∫ t

−t
ess supx∈I |gλ(x− y)− gλ(x)|wj(x)φt(y) dy

≤ sup
|y|≤t

{
ess supx∈I

∣∣∣f (j)
1 (x)− gλ(x− y)

∣∣∣wj(x) + ess supx∈I

∣∣∣f (j)
1 (x)− gλ(x)

∣∣∣ wj(x)
}∫ t

−t
φt(y) dy

= sup
|y|≤t

{J(λ− y) + J(λ)} ≤ 2 sup
0<s<2λ

J(s),

y este último término tiende a cero ya que J(λ) → 0 cuando λ → 0+. Por lo tanto, dado ε > 0, existe

una función f1,ε ∈ C∞(I) tal que ‖f1 − f1,ε‖W k,∞(I,w) < ε.

(2) Aproximación de f2.

Obtenemos el resultado aplicando un argumento simétrico al empleado en (1).

(3) Aproximación de f3.

Es una consecuencia del teorema 4.2.2:

Definimos w∗k := wk + χ[a,a1+δ]∪[a4−δ,b] y w∗ := (w0, . . . , wk−1, w
∗
k); ya que 1/w∗k ∈ L1(I), tenemos que

w∗ es un peso de tipo 1 en I. Observemos que f3 ∈ W k,∞(I, w∗), ya que supp f3 ⊆ [a1+δ, a4−δ]. Podemos

deducir que w∗k es admisible, ya que S(w∗k) ⊆ S(wk) ∩ [a1 + δ, a4 − δ] ⊆ S(wk). Entonces f
(k)
3 pertenece

a la clausura de C(I) ∩ L∞(w∗k) en L∞(w∗k) por el corolario 2.2.2: hemos visto que f
(k)
3 pertenece a la

clausura de C([a1+δ, a4−δ])∩L∞([a1+δ, a4−δ], w∗k) en L∞([a1+δ, a4−δ], w∗k) = L∞([a1+δ, a4−δ], wk),

y f
(k)
3 = 0 en [a, a1 + δ] ∪ [a4 − δ, b].
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Por lo tanto, el teorema 4.2.2 implica que f3 puede ser aproximada por funciones en Ck(R) ∩W k,∞(I, w∗)

con la norma de W k,∞(I, w∗). Por lo tanto, f3 puede ser aproximada por funciones en Ck(R)∩W k,∞(I, w)

con la norma de W k,∞(I, w), ya que wj ≤ w∗j para cualquier 0 ≤ j ≤ k.

¥

El próximo resultado permite tratar con pesos que pueden obtenerse “pegando” otros pesos más

simples.

Teorema 4.2.4 Consideremos sucesiones de números reales estrictamente crecientes {an}, {bn} (n

perteneciente a un conjunto finito, a Z, Z+ ó Z−) con bn−1 < an+1 < bn para cualquier n. Sea

w = (w0, . . . , wk) un peso vectorial en el intervalo I := ∪n[an, bn], con wk admisible. Asumamos que

para cada n existe un intervalo In ⊂ [an+1, bn] con w1, . . . , wk ∈ L∞(In). Asumamos también que

para cada n tenemos que w es de tipo 1 en [an, bn], ó 1/wk ∈ L∞([an, bn]). Entonces la clausura de

Ck(I) ∩W k,∞(I, w) en W k,∞(I, w) es

H14 :=
{

f ∈ W k,∞(I, w) : f (k) ∈ C(I) ∩ L∞(I, wk)
L∞(I,wk)

}
.

Observacion 4.2.4 La hipótesis “1/wk ∈ L∞([an, bn])” es más fuerte que “1/wk ∈ L1([an, bn])”; sin

embargo, aqúı no necesitamos la hipótesis “w0, . . . , wk−1 ∈ L∞([an, bn])” que se requiere para pesos de

tipo 1.

Demostración.

Probaremos la implicación no trivial. Consideremos f ∈ H14. Fijemos una partición de la unidad

{θn}n ⊂ C∞(R) con 0 ≤ θn ≤ 1 en R, θn = 1 entre In−1 e In, y θn = 0 en el complemento de la cápsula

convexa de In−1 ∪ In; por lo tanto, el soporte de θ′n está contenido en In−1 ∪ In. Es claro que si θnf

puede ser aproximada por funciones en Ck
c ([an, bn])∩W k,∞([an, bn], w) en la norma de W k,∞([an, bn], w),

entonces f puede ser aproximada por funciones en Ck(I) ∩W k,∞(I, w) en la norma de W k,∞(I, w). Se

verifica este hecho ya que el soporte de las funciones aproximantes en W k,∞([an, bn], w) está contenido

en [an, bn].

Observemos primero que cada θnf pertenece a W k,∞(I, w) por la proposición 4.2.1, ya que

supp θ′n ⊆ In−1 ∪ In, 1/wk ∈ L1(In−1 ∪ In), y w1, . . . , wk ∈ L∞(In−1 ∪ In).

Como wk es admisible y f (k) pertenece a la clausura de C(I) ∩ L∞(I, wk) en L∞(I, wk), entonces la

proposición 4.2.1 y el corolario 2.2.2 implican que (θnf)(k) pertenece a la clausura de C([an, bn]) ∩ L∞([an, bn], wk)

en L∞([an, bn], wk).
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Fijemos n con 1/wk ∈ L∞([an, bn]). Entonces, no existe ninguna singularidad de wk en In; conse-

cuentemente, f (k) ∈ C([an, bn]) por el teorema 2.2.1, y por lo tanto f, θnf ∈ Ck([an, bn]).

Por tanto, sólo necesitamos probar que θnf puede ser aproximada por funciones en

Ck
c ([an, bn]) ∩W k,∞([an, bn], w) en la norma de W k,∞([an, bn], w), si w es de tipo 1 en [an, bn].

Ya que (θnf)(k) pertenece a la clausura de C([an, bn])∩L∞([an, bn], wk) en L∞([an, bn], wk), podemos

considerar una sucesión {fl}l ⊂ C([an, bn])∩L∞([an, bn], wk) convergiendo a (θnf)(k) en L∞([an, bn], wk).

Observemos que el conjunto R(wk) es denso en In, ya que wk es admisible y wk ∈ L∞(In). Por lo

tanto, sin pérdida de generalidad, podemos asumir que ∪n∂In ⊆ R(wk), ya que en otro caso podemos

tomar un subintervalo de In. Entonces, el teorema 2.2.1 implica que (θnf)(k) es continua en algún entorno

abierto de αn y de βn, donde [αn, βn] es la cápsula convexa de In−1 ∪ In (recordemos que R(wk) es un

conjunto abierto). Consecuentemente, (θnf)(k) es continua en algún entorno abierto de an y de bn, ya que

supp (θnf)(k) ⊆ [αn, βn] ⊆ [an, bn]. La observación 2 del teorema 2.2.1 permite deducir que las funciones

aproximantes {fl}l pueden ser elegidas tales que fl = (θnf)(k) en algún entorno abierto de an y de bn.

Por tanto, podemos asumir que fl = (θnf)(k) = 0 en (−∞, an] ∪ [bn,∞).

Elegimos una función p0 ∈ Cc(In) tal que p0 ≥ 0 y ∅ 6= supp p0 = [α, β] ⊆ In. Ya que wk ∈ L∞(In),

deducimos que p0 ∈ L∞(wk). Definimos

vl := fl − c1
l p0h1 − · · · − ck

l p0hk ,

donde las funciones h1, . . . , hk, y las constantes c1
l , . . . , c

k
l , son elegidas como sigue: Si gi(t) := (bn− t)i−1

para 1 ≤ i ≤ k, el lema 4.2.1 garantiza que existen polinomios h1, . . . , hk, tales que el determinante de la

matriz de coeficientes del siguiente sistema lineal sobre {cm
l }1≤m≤k es no nulo:

k∑

m=1

cm
l

∫ β

α
p0gihm =

∫ bn

an

flgi , ∀ 1 ≤ i ≤ k . (4.12)

Por tanto, podemos calcular {cm
l }1≤m≤k verificando este sitema lineal usando, la regla de Kramer. Con-

sideremos las funciones {vl}l con esta elección de h1, . . . , hk, y c1
l , . . . , c

k
l . Es claro que

{vl}l ⊆ Cc([an, bn]) ∩ L∞([an, bn], wk), ya que p0 ∈ Cc([an, bn]) ∩ L∞([an, bn], wk).

Por lo tanto,
∫ bn

an
vlgi = 0 para todo 1 ≤ i ≤ k, ya que supp p0 = [α, β] ⊆ In ⊆ [an, bn]. Definimos

Vl(x) :=
∫ x

an

vl(t)
(x− t)k−1

(k − 1)!
dt .

Es claro que V
(j)
l (an) = 0, para todo 0 ≤ j ≤ k, ya que V

(k)
l (an) = vl(an) = 0. Obtenemos

V
(j)
l (bn) =

∫ bn

an

vl(t)
(bn − t)k−j−1

(k − j − 1)!
dt = 0 , ∀ 0 ≤ j < k .
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Consecuentemente, tenemos que V
(j)
l (bn) = 0, para todo 0 ≤ j ≤ k, ya que V

(k)
l (bn) = vl(bn) = 0.

Entonces concluimos que Vl ∈ Ck
c ([an, bn]). También tenemos que (θnf)(j)(an) = (θnf)(j)(bn) = 0, para

todo 0 ≤ j < k, ya que θnf ∈ Ck−1
c ([an, bn]). Por tanto,

(θnf)(j)(bn) =
∫ bn

an

(θnf)(k)(t)
(bn − t)k−j−1

(k − j − 1)!
dt = 0 , ∀ 0 ≤ j < k ,

y por lo tanto,
∫ bn

an
(θnf)(k)gi = 0 para todo 1 ≤ i ≤ k.

Para ver que Vl converge a θnf en W k,∞([an, bn], w), probaremos primero que vl converge a θnf en

L∞([an, bn], wk) y en L1([an, bn]). Tenemos que

∥∥∥(θnf)(k) − fl

∥∥∥
L1([an,bn])

=
∫ bn

an

∣∣∣(θnf)(k) − fl

∣∣∣ wk

wk
≤

∥∥∥(θnf)(k) − fl

∥∥∥
L∞([an,bn],wk)

∫ bn

an

1
wk

−→ 0 ,

cuando l tiende a infinito. Ya que fl converge a (θnf)(k) en L1([an, bn]), deducimos que los términos

de la derecha del sistema lineal (4.12) tienden a cero cuando l tiende a infinito. Ya que la matriz de

coeficientes de (4.12) no depende de l, este hecho implica que liml→∞ cm
l = 0, para todo 1 ≤ m ≤ k.

Consecuentemente, vl converge a (θnf)(k) en L∞([an, bn], wk). El argumento estándar muestra que vl

también converge a (θnf)(k) en L1([an, bn]).

Entonces, para cualquier 0 ≤ j < k y x ∈ [an, bn], deducimos

∣∣∣(θnf)(j)(x)− V
(j)
l (x)

∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫ x

an

(
(θnf)(k)(t)− vl(t)

) (x− t)k−j−1

(k − j − 1)!
dt

∣∣∣∣

≤
∫ bn

an

∣∣∣(θnf)(k)(t)− vl(t)
∣∣∣ |x− t|k−j−1

(k − j − 1)!
dt

≤ c1

∥∥∥(θnf)(k) − vl

∥∥∥
L1([an,bn])

≤ c2

∥∥∥(θnf)(k) − vl

∥∥∥
L∞([an,bn],wk)

.

Ya que w0, . . . , wk−1 ∈ L∞([an, bn]), este hecho finaliza la prueba.

¥

Podemos deducir la siguiente consecuencia.

Teorema 4.2.5 Consideremos un peso vectorial w = (w0, . . . , wk) en el intervalo I, con w ∈ L∞loc(I),

1/wk ∈ L1
loc(I) y wk admisible. Entonces la clausura de Ck(I) ∩W k,∞(I, w) en W k,∞(I, w) es

H15 :=
{

f ∈ W k,∞(I, w) : f (k) ∈ C(I) ∩ L∞(I, wk)
L∞(I,wk)

}
.

Demostración.

Este teorema es una consecuencia directa del teorema 4.2.4. Es suficiente escribir I como unión de

intervalos compactos [an, bn] (n perteneciente a un conjunto finito, a Z, Z+ ó Z−), con
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bn−1 < an+1 < bn para todo n. Tenemos que w es de tipo 1 en cada [an, bn], ya que w ∈ L∞([an, bn]) y

1/wk ∈ L1([an, bn]) para todo n. Si elegimos In := [an+1, bn], entonces podemos aplicar el teorema 4.2.4.

¥

4.2.3 Resultados técnicos adicionales.

En esta sección recogemos algunos resultados complementarios que necesitan mayores requisitos

técnicos. Referimos a [35] para las definiciones precisas que necesitaremos; no explicamos estas defini-

ciones de manera completamente rigurosa ya que ello requeriŕıa varias páginas llenas de detalles técnicos,

y los resultados en esta sección no son los teoremas centrales de este trabajo. Sin embargo, presentamos

aqúı una explicación heuŕıstica de los conceptos más importantes que necesitaremos.

Un punto a ∈ I es m-regular por la derecha (respectivamente, por la izquierda) si cualquier función f

en W k,∞(I, w) verifica que f (m) es absolutamente continua en un entorno a la derecha (respectivamente, a

la izquierda) de a (esto puede garantizarse por el uso iterado de la desigualdad de Muckenhoupt (ver lema

3.2.1)). Un punto es m-regular si es m-regular por la derecha y m-regular por la izquierda. Denotemos

por Ω(m) el conjunto de puntos (o semi-puntos) m-regulares. (Si [a, b] ⊆ Ω(m), entonces f (m) ∈ AC([a, b])

para cualquier función f ∈ W k,∞(I, w).) Es claro que Ωm+1 ∪ · · · ∪ Ωk ⊆ Ω(m) (ver la definición de Ωj

antes del comienzo de la sección 4.2.1).

Denotamos por K(I, w) el conjunto de funciones f en W k,∞(I, w) con ‖f‖W k,∞(I,w) = 0. Es conve-

niente que K(I, w) = {0}, pero existen pesos vectoriales, como (w0, w1) = (0, 1), que no satisfacen esta

propiedad. La condición (I, w) ∈ C0 es un requerimiento técnico un poco más fuerte que K(I, w) = {0};
es satisfecha si, por ejemplo, K(I, w) = {0} y Ω(0) \ (Ω1 ∪ · · · ∪Ωk) tiene sólo un número finito de puntos

en cada componente conexa de Ω(0) (ver la observación 1 a la definición 3.10 en [35], o la prueba de [33],

teorema 4.3). Esta es una condición débil, ya que Ωm+1 ∪ · · · ∪ Ωk ⊆ Ω(m) ⊆ Ωm+1 ∪ · · · ∪ Ωk (ver la

observación antes de la definición 3.7 en [35] o la observación antes de la definición 7 en [33]).

Si (I, wm, . . . , wk) ∈ C0 y J es un intervalo compacto contenido en Ω(m−1), tenemos que existe una

constante c = c(J,wm, . . . , wk) con

‖f (m)‖L1(J) ≤ c ‖f (m)‖W k−m,∞(I,wm,...,wk) ,

para cualquier f ∈ W k−m,∞(I, wm, . . . , wk) que sea aproximable por funciones en

Ck−m(I) ∩W k−m,∞(I, wm, . . . , wk) con la norma de W k−m,∞(I, wm, . . . , wk) (ver corolario B en [35] o

corolario 4.3 en [33]). De hecho, dichos corolarios tienen un enunciado más fuerte que lo que acabamos

de exponer, pero esto resultará suficiente para las aplicaciones que desarrollaremos en esta sección.
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Necesitamos ahora una definición más espećıfica.

Definicion 4.2.4 Diremos que un peso vectorial w = (w0, . . . , wk) en [a, b] es de tipo 3 si existen números

reales a ≤ a1 < a2 < a3 < a4 ≤ b y enteros k1, k2 ≥ 0 tales que

1. 1/wk ∈ L1([a1, a4]), y w0, . . . , wk−1 ∈ L∞([a, b]),

2. si a < a1, entonces wj es comparable con un peso finito no decreciente en [a, a2], para k1 ≤ j ≤ k,

y a es (k1 − 1)-regular por la derecha si k1 > 0,

3. si a4 < b, entonces wj es comparable con un peso finito no creciente en [a3, b], para k2 ≤ j ≤ k, y

b es (k2 − 1)-regular por la izquierda si k2 > 0.

Observe que los pesos de tipo 1 ó 2 también son de tipo 3.

Teorema 4.2.6 Consideremos un peso vectorial w = (w0, . . . , wk) de tipo 3 en un intervalo compacto

I = [a, b], con wk admisible. Entonces la clausura de Ck(R) ∩W k,∞(I, w) en W k,∞(I, w) es

H16 :=
{

f ∈ W k,∞(I, w) : f (j) ∈ C(I) ∩ L∞(I, wj)
L∞(I,wj) para 0 ≤ j ≤ k

}
.

Demostración.

Consideremos f ∈ H16 y fi = fψi para i = 1, 2, 3, como en la prueba del teorema 4.2.3. Es sufi-

ciente mostrar que cada fi puede ser aproximada por funciones en Ck(R) ∩W k,∞(I, w) con la norma de

W k,∞(I, w).

(1) Aproximación de f1.

Si k1 = 0, podemos aproximar f1 como en el caso de los pesos de tipo 2. Asumamos ahora que k1 > 0.

Definimos w̃j := wj + χ[a2,b] para 0 ≤ j ≤ k, y w̃ := (w̃0, w̃1, . . . , w̃k), que también es un peso de

tipo 3. Entonces f1 pertenece a W k,∞(I, w̃), ya que f1 = 0 en [a2, b]. Es obvio que es más complicado

aproximar f1 en W k,∞(I, w̃) que en W k,∞(I, w). Observemos que K(I, w̃k1 , . . . , w̃k) = {0}. Tenemos

que [a, a1] ⊂ suppwk1 ∪ · · · ∪ suppwk, ya que wj es comparable con un peso finito no decreciente en

[a, a2], para k1 ≤ j ≤ k, y a es (k1 − 1)-regular por la derecha. Entonces concluimos que (a, b] ⊆
Ωk1 ∪ · · · ∪Ωk. Esto implica que (a, b] ⊆ Ω(k1−1) = [a, b] = I, ya que a es (k1 − 1)-regular por la derecha;

consecuentemente, Ω(k1−1) \ (Ωk1 ∪ · · · ∪ Ωk) ⊆ {a}. Este hecho y K(I, w̃k1 , . . . , w̃k) = {0} permiten

deducir que (I, w̃k1 , . . . , w̃k) ∈ C0.

Por lo tanto, sin pérdida de generalidad podemos asumir que (I, wk1 , . . . , wk) ∈ C0 para aproximar

f1 por funciones en Ck(I).
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Por el teorema 4.2.3, es posible aproximar f
(k1)
1 por funciones en Ck−k1(R) con la norma de

W k−k1,∞(I, wk1 , . . . , wk).

Si g ∈ Ck−k1(R) aproxima a f
(k1)
1 en W k−k1,∞(I, wk1 , . . . , wk), podemos considerar la función

h(x) :=
k1−1∑

j=0

f
(j)
1 (a)

(x− a)j

j!
+

∫ x

a
g(t)

(x− t)k1−1

(k1 − 1)!
dt ,

ya que existe f
(k1−1)
1 (a), porque a es (k1 − 1)-regular por la derecha. Entonces tenemos

f
(j)
1 (x)− h(j)(x) =

∫ x

a

(
f

(k1)
1 (t)− g(t)

) (x− t)k1−j−1

(k1 − j − 1)!
dt, para 0 ≤ j < k1 .

Ahora, por el corolario B en [35], tenemos para 0 ≤ j < k1,

∥∥∥f
(j)
1 − h(j)

∥∥∥
L∞(I)

≤ c
∥∥∥f

(k1)
1 − g

∥∥∥
L1(I)

≤ c
∥∥∥f (k1) − g

∥∥∥
W k−k1,∞(I,wk1

,...,wk)
,

ya que (I, wk1 , . . . , wk) ∈ C0 e I = Ω(k1−1). Por tanto, tenemos para 0 ≤ j < k1,

∥∥∥f
(j)
1 − h(j)

∥∥∥
L∞(I,wj)

≤ c
∥∥∥f (k1) − g

∥∥∥
W k−k1,∞(I,wk1

,...,wk)
,

ya que w0, . . . , wk1−1 ∈ L∞(I).

(2) Aproximación de f2.

Usamos la misma prueba con la simetŕıa apropiada.

(3) Aproximación de f3.

Procedemos como en la prueba del teorema 4.2.3.

Esto finaliza la prueba del teorema 4.2.6.

¥

Las ideas en la prueba del teorema 4.2.6 pueden ser generalizadas para obtener el siguiente resultado,

el cual es muy útil, ya que en el caṕıtulo anterior se han expuesto teoremas que caracterizan la clausura

de C1(R) en W 1,∞(I, w0, w1), para pesos w0, w1 muy generales.

Teorema 4.2.7 Consideremos un peso vectorial w = (w0, . . . , wk) en un intervalo compacto I = [a, b],

verificando I = Ω(m−1) y w0, . . . , wm−1 ∈ L∞(I), para algún 0 < m ≤ k. Supongamos que (I, wm, . . . , wk) ∈ C0.

Si la clausura de Ck−m(R) ∩ W k−m,∞(I, wm, . . . , wk) en W k−m,∞(I, wm, . . . , wk) es H, entonces la

clausura de Ck(R) ∩W k,∞(I, w) en W k,∞(I, w) es

H17 :=
{

f ∈ W k,∞(I, w) : f (m) ∈ H
}

.
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Demostración.

Si g ∈ Ck−m(R) aproxima a f (m) en W k−m,∞(I, wm, . . . , wk), podemos considerar la función

h(x) :=
m−1∑

j=0

f (j)(a)
(x− a)j

j!
+

∫ x

a
g(t)

(x− t)m−1

(m− 1)!
dt ,

ya que existe f (m−1)(a), porque a ∈ I = Ω(m−1). Tenemos que

f (j)(x)− h(j)(x) =
∫ x

a

(
f (m)(t)− g(t)

) (x− t)m−j−1

(m− j − 1)!
dt, para 0 ≤ j < m .

Ahora, por el corolario B en [35], tenemos para 0 ≤ j < m,

∥∥∥f (j) − h(j)
∥∥∥

L∞(I)
≤ c

∥∥∥f (m) − g
∥∥∥

L1(I)
≤ c

∥∥∥f (m) − g
∥∥∥

W k−m,∞(I,wm,...,wk)
,

ya que I = Ω(m−1), e (I, wm, . . . , wk) ∈ C0. Por lo tanto, tenemos para 0 ≤ j < m,

∥∥∥f (j) − h(j)
∥∥∥

L∞(I,wj)
≤ c

∥∥∥f (m) − g
∥∥∥

W k−m,∞(I,wm,...,wk)
,

ya que w0, . . . , wm−1 ∈ L∞(I).

¥

Finalmente, debemos decir que los resultados de este caṕıtulo son más valiosos gracias al siguiente

teorema. Este teorema permite tratar con pesos que pueden obtenerse “pegando” otros pesos más

simples. Por consiguiente, pueden usarse los teoremas de este caṕıtulo junto con los resultados en el

caṕıtulo anterior y en [35].

Teorema 4.2.8 ([35], Theorem 5.2).

Consideremos sucesiones de números reales estrictamente crecientes {an}, {bn} (n pertenciente a un

conjunto finito, a Z, Z+ ó Z−) con an+1 < bn para cualquier n. Sea w = (w0, . . . , wk) un peso vectorial

en el intervalo I := ∪n[an, bn]. Asumamos que para cada n existe un intervalo In ⊂ [an+1, bn] con

w ∈ L∞(In) e (In, w) ∈ C0. Entonces f puede ser aproximada por funciones de C∞(I) en W k,∞(I, w) si

y sólo puede ser aproximada por funciones de C∞([an, bn]) en W k,∞([an, bn], w) para cada n. El mismo

resultado es cierto si reemplazamos C∞ por Ck en ambos casos.



Caṕıtulo 5

Conclusiones y recomendaciones.

En este último caṕıtulo mencionaremos los resultados fundamentales de nuestro trabajo y expon-

dremos problemas abiertos y futuras ĺıneas de investigación relativos a la Teoŕıa de Aproximación en

espacios de Sobolev.

5.1 Conclusiones.

Considerar normas con peso L∞(w) es interesante por dos razones: por un lado, con ellas obtenemos

un conjunto de funciones aproximables más extenso (ya que las funciones en L∞(w) pueden tener singu-

laridades donde el peso tiende a cero); y, por otro lado, es posible encontrar funciones que aproximen a f

y cuyo comportamiento cualitativo sea similar al de f en aquellos puntos donde el peso tiende a infinito.

Podemos decir que los resultados más importantes de este trabajo permiten generalizar y mejorar

muchos de los resultados de aproximación por funciones continuas, polinomios, funciones de clase Ck o

funciones de clase C∞ en [35], tanto para k = 0, k = 1 ó k arbitrario.

Las ideas y los métodos utilizados en este trabajo permiten continuar una ĺınea fruct́ıfera de investi-

gación. La siguiente sección la dedicaremos a problemas abiertos y otros en v́ıas de posible solución.

5.2 Problemas abiertos y futuras ĺıneas de investigación.

Problema 1. Estudiar la localización de ceros de polinomios ortogonales de Sobolev en el caso en

que el operador de multiplicación por la variable independiente no esté acotado.
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Problema 2. Consideremos el siguiente producto interno de Sobolev en el espacio de los polinomios

P

〈p, q〉S =
∫

p(x)q(x)dµ(x) + λ

∫
p′(x)q′(x)dµ(x) + η

∫
(p′(x)q(x) + p(x)q′(x))dµ(x), (5.1)

con la condición λ− η2 > 0.

Este producto interno puede ser escrito en forma matricial como

〈p, q〉S =
∫ (

p p′
)

 1 η

η λ





 q

q′


 dµ(x),

y es conocido como producto interno de Sobolev no diagonal. El caso η = 0 suele llamarse “caso diagonal”

y ha sido el más estudiado.

Un problema interesante es entender la estructura de los espacios de Sobolev con un producto interno

de Sobolev no diagonal y estudiar la acotación del operador multiplicación por la variable independiente,

con el objetivo de localizar los ceros de los polinomios ortogonales con respecto al producto (5.1), para

aśı determinar el comportamiento asintótico de dichos polinomios.

Problema 3. La desigualdad de Bernstein dice que

Para cualquier polinomio trigonométrico S de grado ≤ n,

max
−π≤θ≤π

|S′(θ)| ≤ n max
−π≤θ≤π

|S(θ)|.

Por otra parte, la desigualdad de Markov establece que

Para cualquier polinomio P de grado ≤ n,

max
−1≤x≤1

|P ′(x)| ≤ n2 max
−1≤x≤1

|P (x)|.

Resultaŕıa muy interesante encontrar condiciones para establecer desigualdades análogas a las ante-

riores con la norma W 1,∞(I, w0, w1) o con la norma W k,∞(I, w0, . . . , wk), para I intervalo compacto, es

decir, obtener desigualdades de Bernstein y Markov con pesos.

Problema 4. Investigar el espacio dual de W k,p(w0, . . . , wk), para 1 ≤ p < ∞.

Problema 5. Estudiar las propiedades algebraicas y anaĺıticas de los polinomios ortogonales respecto

a productos internos de Sobolev del tipo

〈p, q〉S =
∫

I
p(x)q(x)dµ1(x) + λ

∫

J
p′(x)q′(x)dµ2(x),

donde los intervalos I y J son esencialmente distintos (por ejemplo, disjuntos).
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En [14] los autores usando métodos de Teoŕıa del Potencial estudian la distribución de los ceros de

los polinomios ortogonales con respecto al producto interno anterior bajo ciertas restricciones sobre los

soportes de las medidas µ1 y µ2.

Finalmente, podemos mencionar un problema que nos llevaŕıa a considerar el enfoque cuantitativo de

la Teoŕıa de Aproximación, el cual mencionamos al inicio de este trabajo.

Problema 6. ¿Con qué tipo de norma Sobolev debe dotarse a un espacio de funciones para

obtener funciones polinomiales a trozos (splines) que sean “buenos” aproximantes desde el punto de

vista númerico?

Hemos expuesto algunos problemas de la Teoŕıa de Aproximación en espacios de Sobolev que están

actualmente en v́ıas de estudio o como futuras ĺıneas de investigación. Sin embargo, como ya ha ocurrido

a lo largo de los últimos años, muy probablemente nuevos e interesantes aspectos de esta teoŕıa surgirán

en un futuro próximo.
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